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1 Opérateurs différentiels. Bases de
vecteurs propres.

1.1 Introduction

Soit a résoudre : trouver u(x,t) solution de

du 0?u
- = k- T 1
8t(9c,t) k . (x,t), t>0, 0<z < (1)

avec les conditions frontieres :
u(z,0) = f(x), wu(0,t)=u(L,t)=0,, t>0, 0<z<T. (2

Pour résoudre ce probléme, on cherche les solutions de la forme : u(z, t) =
é(x)T(t) on ¢ € C*(0,T) et T € C*(R™) sont nécessairement solutions de :

¢(2)T'(t) = KT(t)¢" (v).
Soit : Q@ = {(z,t) € [0,T] x R", ¢(x)T(t) # 0}. L’application (z,t) —
¢(x)T'(t) étant continue, §2 est ouvert et on a :
T )
KT(t)  ¢(x)

On est ramené a chercher A € C t.q. :

= (C'ste.

V(z,t) € Q,

T'(t) = MkT(t),  3"(z) = Ap(x).



Les conditions (2) s’écrivent alors :
T(t)¢(0) =0=T(t)¢(L), Vt=0

et T'# 0= ¢(0) = ¢(L) = 0 d’ott on déduit que (¢,T) est solution du
probleme : trouver (A, ¢, T') solution du prbleme :

" =g, ¢(0) =¢(L) =0, (3)

T' = AT. (4)

On remarque que si (¢, T5,)n>0 est une suite de solutions de (3)—(4),
alors toute application u,(z,t) = Y7 _ ¢n(x)T,(t) est solution de (1). On
est ainsi conduit a chercher s'il existe une suite (a,)n>0 t.q. f =D, <0 @n®Pn-
On pose alors T,(0) = a,, Vn > 0, ce qui détermine T}, facon unique.

Remarque 1. Cette méthode dite de séparation des variables ne peut pas
toujours s’appliquer.

1.2 Espaces de Hilbert

Définition 1.2.1. 1. Soit H un C-ev. On appelle produit scalaire sur
H toute application :H x H — C, (u,v) — (u,v) vérifiant :
a. Yue H, (u,u) >0et (u,u) =0 <= u=20
b. Y(ui,ue) € H, Vv € H, (uy + uz,v) = (uy,v) + (ug,v),
VA € C, Yu,v € H, (Au,v) = Mu,v)

c. Yu,v € H, (u,v) = (v,u)

2. Soit H un R-ev. On appelle produit scalaire sur H toute applica-
tion :H x H — R, (u,v) — (u,v) vérifiant (a) et (b) ainsi que
¢. Yu,v € H, (u,v) = (v, u)

3. On dit que v € H et v € H sont orthogonaux et on écrit u L v si
(u,v) = 0.

Théoreme 1.2.1. a. Llapplication u € H — (u,u)"/? =: ||lu|| est une
norme sur H et on a : Vu,v € H,
(b) |lu+ ol <flull + o]
|lu+v||* = ||ul|* + ||v]|* <= u L v (Théoréme de Pythagore)
(c) [(u,v)| < ||ull||v|| (Inégalité de Schwartz).

Démonstration. c. Soit A € C et soit u,v € H. On a
0 < {u+ M, u+ M) = (u,u) + Mo, u) + Mu, v) + [N (v, v).
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On pose (u,v) = Re?. Soit A = we'®. Alors, en appliquant la théorie
des équations du second degré

0 < (u,u) +22R + R*(v,v) = |(u,u)|* = R* < (u,u)(v,v)

avec égalité ssi u + Av = 0.
Par définition du produit scalaire : Vu € H, ||ul]| > O et ||u|| =0 <
u=0.Deplus:Vue H Ve C

=

Il = (A, M) = Mu, Ay = AP [Jul]* <= [[xu]] = [A[]]u]l.
Soit u,v € H. On a :
lu+vl* = [Jull® + 2Re(u, v) + [lv]l* < Jull* + 2|(u, v)| + v]* <
< llull® + 2lfulllloll + llo1* = Clull + llol)*
7 0

Définition 1.2.2. On appelle espace de Hilbert tout ev muni d'un produit
scalaire qui en fait un espace complet pour la norme associée.

Base d’un espace de Hilbert

Définition 1.2.3. On appelle base d’un espace de Hilbert H toute famille
(€;)ier d’éléments de H vérifiant :

{ue H, Yiel, (u,e)=0}={0}.

Si de plus |le;|| = 1, Vi € I et Vi # j, e; L e, la base (e;);er est dite
orthonormée.

Proposition 1.2.2. Tout espace de Hilbert H admet une base orthonrmée.

Définition 1.2.4. Un espace de Hilbert H est dit séparable s’il existe une
suite (e,)n>o d’éléments de H qui forme uen base orthonormée de H.

Remarque 2. Les espaces de Hilbert considérés dans la suite seront séparables.

Projection sur un sous-espace de dimension finie

Théoréeme 1.2.3. Soit (e, - ,e,) une famille finie orthonormée de H et
soit K = Vect(ey,--- ,e,) le sev engendré.
a Yu=>" ae; € K,Vie[[L,pl], a; = (u,e;) et u admet une unique

décomposition dans la base (ey,--- ,e,). De plus : |Jul|* = >F_, a?

i=1""1"
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b. Si (Up)n>0 est une suite d’éléments de K qui converge vers u € H,
alors u € K (i.e. K est fermé).

Yo € H, il existe un unique élément de K noté p™v et appelé projec-
tion orthogonale de v sur K t.q. Vu € K, (v — p®v,u) = 0. De plus
pXv réalise le minimum de la quantté ||v — ul| quand v € K, i.e. :

I

p™v —v| = Zl’él}l{l |lv —u|| = d(v, K) (distance de v a K)

d H=K®K=+.

Démonstration. a. Soit u = Zf Laie; € K. Le calcul direct donne :

vi € [[1,p]], )

iS]

p

<U, 62’) = Z aj<ej, €i> = Z ajcsij = as;.

j=1 j=1

b. Soit (un)ns0 € KN t.q. u, ? u € H. On pose :

p
Vn >0, wu,= Zagn)ei.
i1

Par hypothese, la suite (u,),>0 est de Cauchy et d’apres le Théoreme
de Pythagore |u,|* = Y7, 1a™|2. On en déduit que pour tout
i € [[1,p]], la suite (a(n))nzo est de Cauchy dans C, donc convergente

P

K2
dans C. Soit a§”> — a; €Cetsoit u=>" ae.Ona:

n—-+00

p
V>0, fu,—a] <Y la” —al — 0
=1

n—+400

car la suite majorante est une somme finie de termes qui convergent
vers 0. Par unicité de la limite dans H séparé, u = u € K.
Soit v € H et soit pv = Y7 (v,a;)e;. Par construction pXv € K

et on a:

Io

(v —pfv,e;) = (v,e;) — (PFuv,e;) =0, Viel[l,p]],

donc (v — pfv,u) = 0, Vu € K. On en déduit que v — pfv € K+
Soit w € K t.q. v —w € K*+. Alors : Vi € [[1,p]],

p

(v,e;) = (p"v,e) = (w,e;) = w = Z(w,eiﬁi = p™u.
« i=1



De plus : Vu € K ;
lo —ul* = llv —p v+ p*v —ul* = lv—p"ol* + [[p"v - ul?

d’ott on déduit que ||v — u|| est minimum pour le choix u = p&v.
Soitv e H.Ona:v=pfv+ov—pfve Kt +K.Sive KNK*,
alors : v L pfv = |jv||*> = (v, — pfv) = 0, i.e. v = 0. Donc la
somme H = K + K= est directe.

I~

O

Théoréme 1.2.4. Soit H un espace de Hilbert séparable et soit (e,)n>0 une
bon. Alors :

n

lim fu—) (ueel| =0 et |ull> = (u,e,).

n——+o00
=1 n>0

Réciproquement, la suite de terme général u,, = Y| a;e; converge dans H

vers w € H ssi Y 17 a? < +oo et alors ||ul|> = Y., a?. On écrit alors
U= 50nCn-

Démonstration. Soit u € H. On a : Vn > 0,
u= Z(u, eive; + (u — Z(u, ei)e) € K@ K+ =
i=1 i=1
lull> = 1)~ Cws el P+llu=Y(u,een) [P = D [u, edeil*+lu=Y (u, eier)|.
i=1 i=1 i=1 i=1
On en déduit que 37, |[(u, e;)e;|> < [|ul|?, Vn > 0 et done S [(u, e;)e;|* <
+oo. Il en résulte que : Vn,p € N,

n—+p n n-+p n-+p
1Y usees = > (uedel” =1 Y (wedesl* = Y [{u,es)es]”
i=1 i=1 i=n+1 i=n+1

de sorte que la suite de terme général Y"1 (u,e;)e; est de Cauchy dans H

donc convergente vers une limite v € H t.q. Vp € N, (v, €,) = lim,, 100 > o (u, €;)(€;, €p) =

(u,ep) donc u = v =1lim, 00> o (u,€;)e; = ;Olo (u, e;)e; O

1.3 Exemples d’espaces de Hilbert

a. Espace euclidien R"

L’espace R™ muni d produit scalaire (u,v) = > » | wv;, Yu = (ug, -+, uy),
(v =(v1, -+ ,v,) € R est un espace de Hilbert. La norme associée est la
norme euclidienne u = (uy, -+ ,u,) = |Jull = -1, u?)l/z.
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b. L’espace (>
L’espace £2 est 1'espace des suites de carré sommable :

0 ={u = (tp)nz0 € RY, Y |uy|* < +o0}

n>0

On vérifie immédiatement que 2 est un espace de Hilbert pour le produit
“+oo

scalaire (u,v) — (u,v) == Y ) UpUp.
c. L’espace L2(a,b)

Soit [a, b] C R un intervalle borné de R et soit o : [a, b] — R une fonction
t.q. o(x) > 0, Vo € [a, b].
On pose :

vigecat), (f.g) = / f(@)g(x)o (x)dz. (5)

On vérifie immédiatement que (5) est un produit scalaire sur C([a, b]) et
que C([a, b]) n’est pas complet pour la norme associée. On note L2(a,b) le
complété de C([a,b]) pour la norme associée || - ||, & (5). En particulier,

L%(a,b) = C([a, b])H'”U et 'injection (C([a, b]), || ||o) — L2(a,b) est continue.
Si o =1, alors L?(a,b) = L*(a,b) et on remarque que

f € L2(ab) < /of € L*(a,b)
vfag S L3<a7b)7 <f> g>0 = <\/Efa \/Eg>L2(a,b)

ce qui permet de se ramener se ramener a L*(a, b).

Remarque 3 (Plongement de Kuratowski). Tout espace métrique (X, d) se
plonge isométriquement dans I'espace vectoriel normé :

0°(X) := {u = (u(z))sex € RY, sup ||u(z)| < +oc}.

zeX

des applications bornées u : X — R.

Démonstration. On se propose de construire un plongement isométrique
i: X — (>(X) appelé plongement de Kuratowski. Pour cela, on fixe zp € X
et on définit i(x) € RY, Vo € X, en posant :

Z('T)y = d(x7y) o d(ai()’y), vy € X.
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On a: |d(z,y) — d(zo,y)| < d(x,x0), Vy € X, Vo € X, donc i(z) € (°(X),
Vo € X. De plus : Vo, 2’ € X, Vy € X,

[i(w)y —i(@)y| = ld(z,y) — d(',y)| < d(z,2")
avec en particulier : |i(z), — i(2"),| = d(z, 2’) donc

doo(i(x),4(2")) := sup|i(x), — i(a'),| = d(x,2), Va,2' € X

yeX
i.e. 7 est une isomeétrie. O

Remarque 4. Dans la Remarque 3, X est isomorphe a un sous-espace X
dont adhérence X est fermée dans l'espace complet £>°(X). On en déduit

que X est complet. Le complété X de X est unique a un isomorphisme pres
(le Plongement de Kuratowski). Par construction, X est isomorphe a X qui

est dense dans X.

Exemple 1 (Exemple de projection). Le procede d’ orthogonalisation de
Gramm-Schmidt appliqué au produit scalaire (f,g) — fo x)dx per-
met de construire a partir de la suite (z — 2™),>0 une sulte de fonctlons
polynoémes (f,)n>0 t.q. : Yz € 0,1],

folx) =1, fi(x) =v302x—1), folz)=V5(62%—6x+1).

Soit K = Vect(fo, fif2). Pour tout g € L*(0,1), le projeté pg est ap-
pelé approximation des moindres carrés de g par un élément de K. Par
définition :

P g ={g. fo)lfo+{g. f)fi + (9. fo) fo =
Vo€ [0,1], pSg(z) = /0 g(u)du + 32z — 1)/0 g(u)(2u — 1)du+

1
+5(62% — 62 + 1) / g(u)(6u® — 6u + 1)du.
0

Remarque 5. La convergence dans L2(a,b) est différente de la convegence
ponctuelle.

Exemple 2. Soit

0 si x=0,
falx) =4 /n si 0<z<1/n,

0 si 1/n<z<1,
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On vérifie immédiatement que lim,, o, fn(z) =0, Vo € [0,1], i.e. f, —

n—-+0o
0 simplement dans [0, 1]. Par construction : ||f,]l2 = 1, Vn > 1 et donc

fn # 0dans L*0,1).

n—+o0o
Exemple 3. Dans H = L*(0, 1). Pour tout n > 0, on considere la subdivi-
sion

0,1 =Uji_; | —.—
[7] k}l|:2n 7271

On ordonne les intervalles I, 5, k € [[1,2"]], n > 0 :

} U L

]00: [07 1]7 Il,lv 11,27 12,17"' 712,47 ‘[3,17”' JIn,17"' 7In,2”7"'
et f, :10,1] — {0, 1} définie par

1 dans le n éme intervalle,
0 ailleurs.

o) ={

Pour tout x € [0, 1] il existe une infinité d’indices n > 1 t.q. fu(z) = 0 et
une infinité d’indices m > 1 t.q. f,,(z) = 1. Donc lim,,_, f.(z) n’existe
pas. Par construction :

n

1 ) n/2 1
| fu(2)] d:zc:/ dr=— — 0.
/0 (n—1)/2" 2" n—doo

c. Espaces H'(a,b) et H*(a,b)

Définition 1.3.1. Une fonction f : [a,b] — R est dite absolument continue
sur [a, b] 8’1l existe une fonction ¢ : [a ,b] — R t.q.:

voelatl f)=fla)+ [ o)y
Dans la Définition 1.3.1, si g est continue sur [a, b], alors f est dérivable
sur [a,b] de dérivée f' = g.

Dans le cas général, soit ¢ € C®(a,b) avec ¢(a) = ¢(b) = 0. On a, avec
les notations de la Définition 1.3.1 :

/¢ d:v—/aqb()/ dsdx_//¢ s)dads
/ ( / gc dw) s = | (6(8) — 6())a(s)ds = — / " b(s)g(s)ds

i.e.: f' = g est la dérivée de f au sens des distributions.
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Définition 1.3.2. On note H'(a,b) l'espace des fonctions f : [a,b] — R
absolument continues sur [a,b] t.q. f € L*(a,b) et f' € L*(a,b), ou f’
est la dérivée de f au sens des distributions, muni du produit scalaire :

(fag> <f g Hl(ab) = fO dx‘i‘fo f/ ( )dSU

Proposition 1.3.1. L’espace Hl(a,b) muni du produit scalaire (f,g) —
(f, g>H1(a,b) est un espace de Hilbert.

Démonstration. Soit (fn)n>0 € H'(a,b)" une suite de Cauchy dans H'(a, b).
Alors les suites (fy)n>0 €t (f))n>0 sont de Cauchy dans L?*(a,b) qui est
complet, donc elles convergent vers f € L*(a,b) et g € L?(a,b) resp. dans

L*(a,b). Soit ¢ € C*®(a,b) t.q. #(a) = ¢(b) =0. On a :

/cb ) [l /(b dr, Vn >0

d’ou on déduit, quand n — +o00 :

/ab ¢ (z) f(x)dx = — /ab 6(@)g(x)dz, ¥n >0

e.: fl=g. m
On définit également H?(a,b) :

Définition 1.3.3. On note H?(a,b) I'espace des fonctions f : [a,b] — R
absolument continues sur [a,b] t.q. f € L*(a,b) et f' € H'(a,b), ou f’
est la dérivée de f au sens des distributions, muni du produit scalaire :

(.fag) <f> 9) H2(a,b) fo dl'—|—<f/ >H1(a,b)-
Proposition 1.3.2. L’espace HQ(a, b) est un espace de Hilbert.

1.4 Exemples de bases d’espaces de Hilbert
séparables

a. Polynomes de Legendre
On définit sur [—1,1 la suite des polynomes de Legendre (P,),>o en
posant :
n -+ %

2!

Vn >0, Veel[-1,1], P,(z)= ((z* = 1)")™,



En particulier : Va € [—1, 1],

Po(z) = L Py(z) = \/gx, Py(z) = g—(&c 2_ D)

On vérifie que (P,),>o est une bon de L?(—1,1). Toute fonction f €
L?*(—1,1) est donc la limite dans L?(—1,1) de la suite de fonctions ( f,,)n>0
définies par : Vn > 0, Vx € [—1,1],

1
fulz) = ZakPk(x), ou ap= / f(z)Py(z)dz, Yk > 0.
k=0 -1
et ol 37 g ap = f_ll |f(z)[*dz.
Remarque 6. Pour tout n > 0, P, est solution de I’équation différentielle :

(1—a2%)y" —2xy +n(n+1)y=0 sur |—1,1[, lim y(z) < +oo.

|z|—1

Théoréme 1.4.1 (Théoreme de convergence). Toute fonction f € L*(—1,1)
se développe sous la forme

f=Y aPn, an= /1 f(z)P,(x)dz.

n>0

dans LZ(—l, 1). La convergence est uniforme si f et f' sont continues par
morceaur et Si :

1
/ F(2)2(1 = 22)dz < +oo.
—1
En un point de discontinuité, la limite est 3(f(z7) + f(z™)).
Définition 1.4.1. On pose
— 2(_ ;
E = {f € C}(-1.1), lim |f(x)] < +oc}

et on considere dans E Dopérateur : f — Af = ((1 — 2?)f’)’. ON appelle
probleme aux valeurs propres associé aux conditions aux limites de E le
probleme : trouver (A, f) € C x E, solution de Af = \f.

Remarque 7. Le probleme aux valeurs propres Af = \f admet pour solu-
tions les éléments propres (A, P,), n >0, ou A, = —n(n+ 1) et ou P, est
le polynome de Legendre :

Pa(r) = \fn+ g (2 = 1)

Proposition 1.4.2. = (C’est une conséquence de ce qui précede.
< (’est une conséquence de la théorie des opérateurs compacts auto-
adjoints.
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b. Séries de Fourier

Soit H = LZ ((0,2), ) I'espace des fonctions [0, 2] — C t.q. fo% |f(z)]Pdx <

? 2w
+00 muni du produit scalaire (f,g) — (f,g) == 5 027r f(z)g(xz)dz qui en

fait un espace de Hilbert.

Proposition 1.4.3. L’ensemble des fonctions e, : x — €™, n € Z, est
une bon de L% ((0,27), &),

’ 21

Définition 1.4.2. Avec les notations de la Proposition 1.4.3, on appelle
coefficients de Fourier de f € L2 ((0,27),£) la suite (a,)nez de terme
général :

L[ ,
apn = <f7 6n> = _/ f(l’)e_”mdl‘, Yn € Z
2m Jo
et série de Fourier de f la série de fonctions x +— > a,e™*.

Théoréeme 1.4.4. Soit f € C([0,27n]), dérivable sur]0,2x| de dérivée conti-
nue par morceauz. Alosr f est limite uniforme sur [0,2x] de sa série de
Fourier.

Si f est de classe C* par morceauz, alors la série de Fourier de f converge
uniformément sur [0, 27] vers (f(z%) + f(z7)).
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