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Chapitre 1

Espaces de Hilbert

Dans la suite K = C, sauf cas particulier ou K = R.

1.1 Forme sesquilinéaire et produit scalaire

Définition 1.1.1. Une application f : F — F entre deux ev sur C est anti-
linéaire si

LvzyeE, flzt+y)=flz)+f(y),

2. Ve € E, YAEC, f(A\r)=M\f(n).

Définition 1.1.2. Soit F un ev sur K.

1. On appelle forme sesquilinéaire (& droite) sur K toute application f :
FE x E — K vérifiant. :

(a) f est linéaire & gauche, i.e. Vy € E, x — f(x,y) est linéaire;
(b) f est antilinéaire & droite , i.e. Vo € E, y — f(z,y) est antilinéaire
Par convention, si K = R, une forme sesquilinéaire est bilinéaire.

2. Une forme sesquilinéaire f est hermitienne si K = C, resp. symétrique si
K= Rv si en outre f(xay) = f(yax)a resp. f(337y) = f(ya$)7 Vﬂ?vy €L

Proposition 1.1.1. St ¢ : E x E — K est une forme sesquilinéaire, alors :
Ve,y € E,

pl@+y.z+y) +el@—yz—y) =20 2)+20(y,y)
Démonstration. Soit z,y € E. On a
(@ +y,z+y) = p(z,2) + o(z,y) + o(y,2) + ¢(y, ),

olx—y,x—y) =@, z) - p(x,y) — 0y, ) + 0(y, ),
O

Proposition 1.1.2. Si ¢ : E x E — K est une forme sesquilinéaire, alors :
Vr,y € E,

L opx+yz+y) —el@—yz—y) =20x,y) + 20y, x).

1



2 CHAPITRE 1. ESPACES DE HILBERT

2. SiK =R et ¢ symétrique : p(x+y,x +y) — ol —y,x —y) = 4p(z,y).
3. St K =C et ¢ hermitienne : p(x +y,z+y) —o(x —y,x —y) +ip(r +
iy, +iy) —ip(z — iy, x — iy) = dp(z,y).
Démonstration. Soit z,y € E.
1. On a

plxty,z+y)—plx—y,z—y)=pz)+py) +ey,z)+ ey y)+

—o(z,z) + oz, y) + oy, ) — (Y, y).
2. Si K =R on utlise ce qui précede avec ¢(z,y) = ¢(y, ).

3. Si K = C, alors, en notant Uy le groupe des racines quatriemes de 1 :
Uy ={1,-1,4,—i} et on est ramené & calculer Z(EM Co(z+ Cy, z + Cy).

On a
o+ CyatCy) =D Colaa)+ > 1Ko, y) + D Coly,x)
¢ely ¢ely ¢ely ¢elUy
+ ) Celyy)
CelUy

= 4op(z,y).
O
Proposition 1.1.3. Soit ¢ une forme sesquilinéaire sur un ev E sur C. Les
propositions suivantes sont équivalentes.

1. ¢ est hermitienne.
2. Ve € E, p(x,x) € R.

Démonstration. Si ¢ est hermitienne, alors p(z,z) = p(z,z) = ¢(z,z) € R,
Vr e E.

Inversement, on suppose que ¢(z,z) € R, Vo € E. On pose : Va,y € E,
D(z,y) = o(x,y) — p(y, x). Alors ® est sesquilinéaire et &(x,2) =0,V € E. De
la Proposition 1.1.2; on déduit que ®(z,y) =0, Va,y € E. O

Définition 1.1.3. Une forme hermitienne sur un C-ev est dite positive, resp.
définie positive Vo € E \ {0}, ¢(z,z) > 0, resp. ¢(x,x) > 0.

Proposition 1.1.4. Soit E un ev surK et soit ¢ une forme hermitienne positive
sur E. On a : Vx,y € F,
|2

lo(x, y)|* < oz, z)e(y,y).

Démonstration. Soit z,y € E et soit A € C t.q. Ap(x,y) = |p(z,y)|. Alors
|A| = 1. Soit t € R. Par hypothese sur ¢ : o(Az+ty, Ax+ty) > 0. En développant
cette expression, on obtient :

VteR, |APo(z,x) + 2tRe(Ap(z,y)) + 0y, y) > 0,

avec 2tRe(Ap(z,y)) = 2t|p(z,y)|. De la théorie des équations du second degré
a coefficients réels, on déduit que 4|p(z,y)|> — 4¢(z, 2)p(y,y) < 0. O
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Définition 1.1.4. Une forme sesquilinéaire définie positive est appelée un pro-
duit scalaire. Si E est un ev et si ¢ est un produit scalaire sur E, on définit une
norme sur F en posant

Ve e B, |lz] = Ve(z,z).
Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé un espace préhilbertien.

Définition 1.1.5. On appelle espace de Hilbert un espace préhilbertien complet
pour la norme associée.

Exemple 1. L’espace C? est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :
(2:2)) = X Zh 2k

Exemple 2. L’espace

C(N) = {(tn)nz0 € CV, Y [un|? < 00}

n>0

est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u,v) — Z Uy Up,

n>0

1.2 Orthogonalité

Définition 1.2.1. Soit (H, (-,-)) un espace préhilbertien sur K. Deux vecteurs
z,y € H sont dits orthogonaux et on note L y sisi (x,y) = 0. Si A C H,
Iorthogonal de A dans H est le sev de H défini par :

At ={zeH YacA, (x,a)=0}.

Proposition 1.2.1. Soit E un espace préhilbertien. Alors :
1. SiK=R,Ve,ye E,z Ly < |z +y|*=|z]*+ ||Jy>
2. SiK=C,Vz,ye E,z Ly < |z+y|*=|z|?+ ||lyl]? et ||z +iy||* =
2112 + llylI?-
3. SiAC BCE alors B- C A*.
4. Si ACE, alors A C (AY)*.
Démonstration. On utilise le développement :

lz + ylI* = ll[|* + 2Re(z, y) + [ly||*

avec Re(z,iy) = Im(z, y). O

1.3 Projection hilbertienne

Théoreme 1.3.1. Soit E un espace préhilbertien et soit C' C E un convexe
complet. Alors : Va € E, il existe a € C unique t.q. || — al| = d(z,C). L’appli-
cation po : E — C, x> a ainsi définie est caractérisée par :

pe(z) € C et VYyeC, Relr—pc(z),y—pc(x)) <0.
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Démonstration. Soit (2, )n>0 € C définie par :
Wn>0, aneC et d,C)< |z —an| <d(,C)+ %
Ona:Vn,p>0,
[Tntp = 2nll = |2 = 2nip — (2 — 20)||
avec

e = 2ty — (@ = @) [2 4 @ = Tnrp) + (@ = 20) |2 = 2l = 2 |? + 212 — 2

1
— H‘T’ﬂ+p - xn||2 +4llz — 5 (Tntp + Tn) ”2 =2z - $n+p||2 + 2|z — $n||2

2
On en déduit

n

2
1 1
Hanrp - CCn||2 =4 <d($70) + ) — 4z — 9 <$n+p +zn) ||2 =

1 8 4 8 4
=4 (d(a:, C)? — | — 5 (Tntp + Tn) |2) + Ed(z, C)+ 2 < =d(z,C) + 3

3

car C convexe = %(:vn + Zp4p) € C. 11 en résulte que (x,)n>0 est de Cauchy
dans C' complet donc convergente vers a € C.
Par construction lirf |l — x| = d(z,C) donc ||z — a|| = d(z,C). On
n—-—+0oo

suppose qu'il existe a’ € C t.q. ||z — d'|| = d(z,C). Alors
1
la—a'|* +4l|lz - S(a+a)|* = 2w — a||* + 2|z - &'|* = 4d(x, C)*
donc )
la—a'l|* = 4d(z, C)* = 4z = S(a+a)|* <0

i.e. a = d’. On note pc(x) = a.
Soit y € C et soit t €]0,1[. On a

|z —tpe(z) — (1 —t)ylI* = |tz — pe(x)) + 1 —t)(z — y)|I* =
= t?[lz — po(@)|® + (1 — t)*|lz — yl|* + 2t(1 — t)Re(z — pe (), = — y)
= t*||z = po(@)|® + (1 = t)?[lz — ylI> + 2t(1 — )Re(x — po(x), 2 — po(x))
+2t(1 — t)Re(z — pc(x),pc(r) —y)
= (2t —t*) ||z — po(@)]|* + (1 — t)*|lz — y||* + 2¢(1 — t)Re(z — pc(z), pe(x) — y).
Alors tpo(z)+ (1 —t)y e C =
e = tpe () — (1= Ol = o = pe(@)]?
(2t—t?) |z —pe (2) |+ (1=t)* |z —y|*+2t(1—t)Re(z—pc (2), po(z)—y) > |lz—pe ()|

= (1-t)’a—yllP+2t(1-t)Re(z—pc(2), po(x)—y) > (1-2t+t%)||z—pc(2)|
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= (1-1)[lz —ylI* +2t(1 — t)Relz —pc(z), pc (@) —y) = (1-1)*|z—po(2)]
< 2t(1 —t)Re(z — pc(2),y —pe(@)) < (1=t (Jlo —y|* — |z - pe(z)|?).
On divise les deux membres de 'inégalité par 1 —t > 0. On en déduit :
2tRe(z — po(x),y —pe(@)) < (1= t)(lz = yl* = |z — pe(@)|).
Quand ¢t — 17, on obtient :
2Re(z — po(x),y — po(x)) < 0.

O

Corollaire 1.3.2. Soit E un espace de Hilbert et soit C C E un convexe fermé.
Alors : Yx € E, il existe a € C unique t.q. ||z — a|| = d(z,C). L’application
pc : E — C, x — a ainsi définie est caractérisée par :

pe(x) € C et YyeC, Relr—pc(z),y—pc(x)) <0.

Démonstration. On est ramené au résultat précédent en remarquant que C est
un convexe complet. O

Corollaire 1.3.3. Avec les notations du Théoréme 1.3.1, lapplicaton po est
contractante, i.e. vérifie :

Ve,y € B, lpo(z) —pe@)l < llz -yl

Démonstration. Le calcul donne :
Re(r—y,pc(z)—pc(y)) = —Re(x—pc(z),pc(y)—pc(x))—Re(pc (2), po(y) —pe(z))

—Re(y — pc(y),pc(z) — pc(y)) — Re(pe (y), pe(x) — pe(y))

= —Re(r — pc(2), pc(y) — pc(®)) — Re(y — pc(y), pc(x) — pc(y))+

I I?

+lpc(x) — pcW)II® > llpc(x) — pe(y)

lpc(z) = pe@)|? < Re(z — y,pc(x) = pe(y)) < [Re(z -y, pc(x) —pe(y))l

< llz = yllllpc(z) = pc(y)|

= llpc(x) = pe@)Il < [z =yl
O

Proposition 1.3.4. Soit E un espace préhilbertien et soit F C E un sev com-
plet. Alors :Vx € E, il existe a € F unique t.q. ||z —al| = d(x, F'). L’application
pr: E — F, x— a ainsi définie est caractérisée par :

pr(z) €F et x—pp(z)€ F*
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Démonstration. On remarque que F' est convexe et fermé, d’ou l'existence et
Punicité de pp(z). On conclut en remarquant que :

Re(z —pr(z),y —pr(z)) <0, VyeF
et y — y — pr(x) est une bijection F' — F' donc
Re(z — pr(z),y) <0, VyeF.
F est un espace vectoriel donc y € F' <= —y € F et alors :
—Re(z —pr(2),y) <0, VyeF

ie. :
Re(z—pp(z),y>:0, VyeF

De méme, F est un ev sur C donc y € F <= iy € F. On en déduit :
R,€<.I‘—pp($),iy> :Im(x—pF(x),zy> :Oa VyeF
et finalement ;
(z —pr(z),y) =0, VyeF
ie. x—pp(r)e Ft.

Supplémentaire orthogonal et somme directe

Définition 1.3.1. On dit qu’'un ev F est la somme directe algébrique de deux
ev Fet Gsi E=F+ G avec FNG = {0}.

Si E est un espace préhilbertien on dit que E est la somme directe orthogo-
nalede F et Gsi E = F®G avec G = F. Alors G est appelé le supplémentaire
orthogonal de F'.

Théoréme 1.3.5. Soit E un espace préhilbertien et soit F' C E un sev complet.

1. La projection orthogonale pr : E — F' est une application linéaire conti-
nue. Si F # {0}, alors ||pr|| = 1.

2. E=Fg@F*+.
3. F+ =Ker(pr) et F*+ =F.

Démonstration. 1. D’apres le Théoreme de projection hilbertienne, la pro-
jection pp est bien définie. Soit =,y € E et soit A\, u € K.

pr(r) € F et pr(y) € F'= \pr(z) + pupr(y) € F

et
x — pr(x) eFt et y —pr(y) c Ft

= Az + py — (Apr () + ppr(y) = Mz — pr(z)) + p(y — pry)) € F*-.

De la Proposition 1.3.4, on déduit que pr(Ax + py) = Apr(z) + ppr(y),
i.e. pr est linéaire.
pr étant linéaire et contractante, on a :

Ve e B, |pr(@)| = llpr(z) —pr(0)]| < |zl = lppll < 1.

Deplus:Vx € E,z € F = pp(x) = x et |[pr(x)| = ||z|. Donc ||pr| = 1.
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2. Soitz € E.Onax = 2—pr(x)+pr(z) avec v—pr(z) € FLet pp(z) € F
donc E = F + F1. De plus :

Vee FLNF, |z|?=(z,2)=0 < =0

onc F'N = . Finalement, £ = F' & .
d FnFt {0}. Final E=F@F+

3. Soit € Ker(pr). Alors z = x — pp(z) € F*. Donc Ker(pr) C F*.
Inversement soit x € F-. Par unicité de la décomposition 2 = = —
pr(z) + pr(z) € FX @ F on déduit que pr(z) = 0, i.e. € Ker(pp).
Finalement : Ker(pr) = F*.

On a: F C (F4)*. Inversement, soit x € F++. Alors :

z —pp(r) € Fr = (z,2 — pp(z)) =0
donc
[2]|* = (2, pr(z)) = (¢ —pr(2), pr(2)) + (Pr(2), pr (@) = (pr(z), pr(2))
= pr(2)]*.
De plus (Théoreme d Pythagore) :
pr(z) Lo —pp(2) = |z = |z — pr(@)|* + |pr ().

On en déduit ||z — pr(z)||?> =0, i.e. = pp(z) € F. Donc F++ C F.
O

Remarque 1. Sous les mémes hypotheses, I —pp est la projection orthognle sur
FL et on peut écrire I — pp = pp..
Corollaire 1.3.6. Si F est un sev fermé d’un espace de Hilbert H alors :

H=F@F: et F'- = F.

Démonstration. On se rameéne au Théoreme 1.3.5 en remarquant que F' fermé
dans H complet est complet. O

Dans le cas général ot F' est un sev non nécessairement fermé d’un espace
de Hilbert, on a le résultat suivant.
Corollaire 1.3.7. Soit F' un sev d’un espace de Hilbert H. On a :

1. F-- =F.

2. F=H < F+={0}.

Démonstration. 1. Onremarque que F+ = N crKer(¢p,) olt ¢, : 2 — (z,y)
est linéaire continue de norme ||¢y| = [|y||, Vy € F. Donc F* est fermé
comme intersection de fermés. Ceci reste vrai pour F++ qui est également

fermé. E particulier :
FcF*t =FcFit=r+t

De plus, le Corollaire 1.3.6 entraine :

FCF=oF cFlopllcF =

o

Finalement : F++ =F.
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2. De ce qui précede on déduit :
F=H + (FY)! =H < FL=H0'" «— F*={0}

car H+ = {0} par définition du produit scalaire et FL = F+ puisque
Ft est fermé.
O

Définition 1.3.2. Soit H un espace de Hilbert. Un endomorphisme P : H — H
est un opérateur autoadjoint (ou hermitien si K = C) si (P(x),y) = (z, P(y)),Va,y €
H.
Proposition 1.3.8. Soit F' un sev fermé d’un espace de Hilbert H.
1. ppopr =Dpr
2. pr est auto-adjoint : Vx,y € H, {pr(z),y) = (z,pr(y)).

Démonstration. 1. C’est une conséquence directe de 'unicité de la projec-
tion orthogonale sur F'.

2. Soit z,y € H.

z—pr(r) € F et prly) € F = (z,pr(y)) = (pr(x), pr(y)).
On en déduit :

(pr(x),y) = (y,pr (7)) = (Pr(y),pr(z)) = (Pr(),Pr(Y))
Finalement : (z,pr(y)) = (pr(x),y) = (pr(x), pr(y)).

1.3.1 Le Théoreme de représentation de Riesz

Corollaire 1.3.9. Soit E un espace de Hilbert et soit ' C E un sev fermé.
Alors : Yx € E, il existe a € F unique t.q. ||z — a|| = d(x, F). L’application
pr: E — F, x+— a ainsi définie est caractérisée par :

pr(r) €F et x—pp(r) € Ft

Remarque 2. Le Corollaire 1.3.9 montre que pr est la projection orthogonale
sur F'. On en déduit que pg est une application linéaire de E sur F t.q. ||pr|| =1
et Ft = Kerpp.

Proposition 1.3.10 (Théoréme de représentation de Riesz). Soit E un espace
de Hilbert. L’application ® : E — E', x — {¢, : y — (y,z)} est une isométrie
antilinéaire et une bijection de E sur E'.

Démonstration. On a déja vu que x — {¢, : y — (y,x)} est une isométrie de F
dans E’. Soit f € E’, f # 0, et soit FF = Kerf. Alors F est un sev fermé de E.
Soit xg € E\ F. Alors u := zg — pr(z0) € F+ et Ru C F1. Soit ¢y, : y — (u, y).
On a F = F+ C (Ru)* = Kerg,. Comme Kerg, et F sont deux hyperplans
de E, on en déduit que Kerg,, = F, i.e. Ic € K t.q. f = ¢y, = ¢z = P(cu). On
f(u) f(w)

lul]> [[u]?

Yy e E, f(y) = (y,cu).

a f(u) = cpy(u) = cllul]* = c= Alors f = ¢z, avec ¢ = et alors
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Corollaire 1.3.11. Soit H un espace de Hilbert. L’application ® : H — H’,
Y= oy tq. ¢y(x) = (z,y), Vo € H, est une isométrie bijective antilinéaire de
H sur H'. En particulier st K = R, alors ® est un isomorphisme isométrique
de H sur H'.

Corollaire 1.3.12. Tout espace de Hilbert est réflexif.
Démonstration. Soit H un espace de Hilbert et soit ® : H — H' l'isométrie

antilinéaire bijective entre H et H’'. Comme ® est une isométrie, on définit un
produit scalaire sur H’ en posant

Vige H', (f.g)m = (27 (9), 27 () = (271(f), 2~ (9))m-

Alors, (fn)n>0 est de Cauchy dans H' ssi (®71(f,))n>0 est de Cauchy dans H,
i.e. convergente dans H. Par isométrie, (fy)n>0 est convergente dans H’. On en
déduit que H' est un espace de Hilbert, donc il existe une isométrie antilinéaire
bijective ¥ : H' — H". Alors, ¥ o ® est un isomorphisme de H sur H", i.e. H
est réflexif. O

Adjoint d’un opérateur

Proposition 1.3.13. Soit H, K deuz espaces de Hilbert et soit A € L(H, K)
une application linéaire continue. Il existe une unique application linéaire conti-
nue A* € L(K, H) appelée adjointe de A t.q. :

Vee H VyeK, (Az,y)x = (z,A"y)H.
De plus ||A*|| = || A|| et A** = A.

Démonstration. Soit y € K. L’application ¢, 0 A : H — K, z — (Az,y) est
linéaire continue comme composée d’applications linéaires continues, et on a
¢y0 A€ H avec

16y o All < [y [l[| Al = llyll x| All-

On en déduit qu’il existe A*y € H unique t.q. ¢pa+y = ¢y 0 A. On remarque que,
par antilinéarité de y — ¢, : Vy € K, VA € K,

¢A*(>\y) = ¢)\y oA = X¢y 0 A= XQZSA*y = ¢AA*y

i.e., par définition de A* : A*(Ay) = AA*y. Donc A* est linéaire. De plus :
Yy € K,

[pa-yll = [[A7y[l = lloy o All < llyllx [l All

donc A* est continue de norme ||A*|| < ||A]. On remarque que : Vo € H,
Yy € K,

Pary(2) = ax(y) = |Pa2(y)] < @a-yllllzll < [A*[Nylllzll = [|Az]] < [[A*][]l]]

ie. [[A|| < ||A*||. Finalement : ||A]| = ||A*].
O



10 CHAPITRE 1. ESPACES DE HILBERT

1.3.2 Systémes orthonormés et bases hilbertiennes

Définition 1.3.3. Soit F un espace préhilbertien sur K. Un systéme (x;);cr de
vecteurs de E et un systéme orthogonal si (z;,x;) =0, Vi # j.

Définition 1.3.4. Soit F un espace préhilbertien sur K. Un systéme orthogonal
(x;)ier est orthonormé si ||z;|| =1, Vi € I.

Exemple 3. Dans R™ ou C" muni du produit scalaire usuel, le systéme (eq, -+ , e,)
donné par (eg); = 0ik, i,k € [[1,n]], est un systéme orthonormé.

Exemple 4. Dans I'espace de Hilbert ¢#2(N, K) muni du produit scalaire (x,y) =

Y >0 ThYks VT = (Tn)n>0, Y = (Yn)n>o0 € (%(N,K), le systéme (ey,),>0 donné
par (en)k = Okn, Vk,n > 0 est orthonormé.

Exemple 5. Dans I'espace de Hilbert L?([—7, 7], C) muni du produit scalaire
(z,y) = 5= |"_x(t)y(t)dt, le systeme (en)nez Ol €, est la fonction e, : [—m, 7] —

C, t — e,
Proposition 1.3.14. Soit E' un espace préhilbertien et soit (e;);er un systéme

orthonormé. On suppose I fini. On pose F' = Vect{e;, i € I'}. Soit x,y € E. On
a

1. prp(x) =3, (7, ei)ei,
2. lpr@)|? = X (2, e0)?,
3. (pr(x),y) = (@, pr(v)) = Pr(2),prY) = > i@ )y, e:).

Démonstration. 1. Soit € . On pose P(z) =}, ;(7,e;)e;. On a:
Vi e I7 <I*P($),61‘> = <£Z?,61'> 7Z<xvej><ei7ej> = <I,6¢> - <$76i> =0
JeI

donc z — P(z) € F*. Comme de plus P(z) € F, on en déduit que
P(z) = pr(x).
2. Soit z € F. D’apres ce qui précede :

lpr(@)|* = (pr(@), pr(2)) = Y (@ e){r,e) (e e;)

ijel

= Iz,

el

3. Soit z,y € E. On a

<pF(x)vy> = Z<x7€i><ei,y> = Z<$761><yvei>'

i€l i€l

O

Proposition 1.3.15 (Inégalité de Bessel). Soit E un espace préhilbertien et
soit (€;);er un systéme orthonrmé de E.
1. Soit x € E et soit J C I une partie finie de I. On a

2l =D e ea)l? + e =Y (x, edeill?

i€J icJ
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2. Soit x € E. La famille (|(z,e;)|?)ics est sommable dans R de somme

magorée par ||z|?* :
Dl e < ).
icl
Démonstration. 1. Soit x € F et soit J C I une partie finie de I. On pose
F = Vect{x;, i € J}. Alors

lz)® = llpr (@) + llz —pr@))* =D e el + o = Y (e exeil|.

i€J i€J

2. Soit A I'ensemble des parties finies de I. De ce qui précede on déduit

que :
2 2 2
T,e; = su T, €; < ||z||”.

i€l ieJ
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Corollaire 1.3.16. Soit H un espace de Hilbert et soit (e;)ic; un systéme
orthonormé de H. Pour tout x € H, la famille ({(x,e;)e;)icr est sommable de
somme vérifiant ’estimation :

1D (z eideill < .

i€l

Démonstration. Soit x € H. D’apres la Proposition 1.3.15 et 'inégalité de Bes-
sel :

> e e)l® < Jlzf® < +oo
iel
i.e. la famille (|(x,e;)|?)ies est sommable. Soit £ > 0. On en déduit qu’il existe
J.eAtq.:
VIeA, JCJI=) |(ze)) <e
ieJ

i.e., le systeme (e;);er étant orthonormé :
) (S

VIeN, JCi= D (medel* = m e <e

ieJ i€J

La famille ((z, e;)e;)ier vérifie le critére de Cauchy dans H qui est complet donc
est sommable, de somme ), (z,e;)e; vérifiant :

vJeA, | Z(x,ei>ei||2 = Z |z, e:)]* < |lz||* < +o0.
ied it
On en déduit :

sup 1D (weesl = 1) (weel® = Kz e < |z < +oo.

ieJ iel iel



