
2.3 Formules de l’aire et de la co-aire

Les formules de l’aire et de la co-aire généralisent la formule de changement de variables clas-
sique. De nombreuses formules intégrales comme les relations de Fubini, intégrales sphériques,
formule de Kac pour les domaines nodaux etc., sont en fait des applications immédiates de celles-
ci. Les deux formules font appels à la notion de jacobien k�dimensionnel ce qui en fait d’excellentes
illustrations pour l’agreg, que l’on peut recaser aussi bien en analyse qu’en algèbre, par exemple
dans les leçons sur les matrices, le déterminant, le rang, la dimension, l’orthogonalité, les inté-
grales multiples, le calcul différentiel etc. Le contenu de cette section se trouve par exemple dans
l’excellent chapitre 5, p.121 et suivantes de [KP08], ou encore dans la section 3.2 de [Fed69].

Rappelons tout d’abord la formule de changement de variables classique.

Proposition 2. Si � est un C1
�difféomorphisme d’un ouvert ⌦ ⇢ Rn dans �(⌦) ⇢ Rn et si f

est une fonction mesurable positive ou telle que f |J�| 2 L1(⌦), alors
Z

�(⌦)
f � ��1(y)Hn(dy) =

Z

⌦
f(x)|J�(x)|H

n(dx),

où J�(x) = det(Dx�) est le jacobien de �.

Les formules de l’aire et de la co-aire sont des analogues de la formule ci-dessus dans les cas où
la fonction � est définie sur un ouvert de Rn et à valeurs dans Rm avec m 6= n. Pour les énoncer,
on a besoin d’étendre la notion de jacobien, qui comme on l’a vu plus haut dans le cas classique,
correspond à un rapport de volumes.

Définition 5. Soit � : Rn
! Rm une application différentiable en un point a 2 Rn et soit k  n,

alors on définit le jacobien k�dimensionnel de � en a par

Jk
�(a) = sup

⇢
H

k(Daf(P ))

Hk(P )
, P pavé k�dimensionnel de Rn

�
.

Le calcul explicite de jacobien se déduit alors du lemme suivant (bon exercice pour l’agreg) :

Lemme 1. Si P = {
Pk

i=1 �ivi, 0  �i  1} est un pavé engendré par des vecteurs (vi)1ik de
Rn, alors le volume k�dimensionnel de P est donné par

p
det(V tV ) où V est la matrice de taille

n⇥ k dont les colonnes sont les vi.

Précisément, selon les dimensions respectives des espaces de départ et d’arrivée, le jacobien de
la définition 5 ci-dessus s’exprime comme suit.

Lemme 2. Soit � : Rn
! Rm une application différentiable en a.

1. Si m = n, alors
Jm
� (a) = Jn

�(a) = | det(Da�)|.

2. Si n  m, alors
Jn
�(a) =

p
det [(Da�)t(Da�)].

3. Si n � m, alors
Jn
�(a) =

p
det [(Da�)(Da�)t].
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Proposition 3 (Formule de l’aire). Soient � est une application différentiable d’un ouvert ⌦ de
Rn dans Rm et f est une fonction mesurable positive ou telle que f |J�| 2 L1(⌦). Si n  m,

Z

⌦
f(x)|Jn

�(x)|H
n(dx) =

Z

Rm

 Z

��1(y)
f(x)H0(dx)

!
H

m(dy).

Remarque 1. La mesure H
0 n’est autre que la mesure de comptage de sorte que la formule de

l’aire s’écrit encore

Z

⌦
f(x)|Jm

� (x)|Hn(dx) =

Z

R

0

@
X

x2��1(y)

f(x)

1

AH
m(dy).

Proposition 4 (Formule de la co-aire). Soient � est une application différentiable d’un ouvert
⌦ ⇢ Rn dans �(⌦) ⇢ Rm et f est une fonction mesurable positive ou telle que f |J�| 2 L1(⌦). Si
n � m, Z

⌦
f(x)|Jn

�(x)|H
n(dx) =

Z

Rm

 Z

��1(y)
f(x)Hn�m(dx)

!
H

m(dy)

Exemples : Voici quelques exemples d’application de la formule de la co-aire.
1. Remarquons que, si � : Rn

! R, alors |Jn
�(x)| = |rx�|. Si de plus �(x) = ||x||, on a

|Jn
�(x)| = 1 partout sauf en l’origine. Comme l’image de � est R+, la formule de la co-aire

donne Z

Rn
f(x)Hn(dx) =

Z +1

0

 Z

@B(0,r)
f(x)Hn�1(dx)

!
dr,

qui n’est autre que la formule d’intégration en coordonnées sphériques.
2. Soit maintenant � : Rn

! Rm la projection �(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xm). Alors |Jn
�(x)| = 1

et l’on a alors
Z

Rn
f(x)Hn(dx) =

Z

Rm

✓Z

Rn�m
f(x1, . . . , xn)H

n�m(dxm+1, . . . , dxn)

◆
H

m(dx1, . . . , dxm),

qui n’est autre que le théorème de Fubini.
3. Soit � une fonction lisse de Rn dans R. On désigne par Z� son domaine nodal, i.e. le lieu

des ses zéros Z� := {x 2 Rn, �(x) = 0}. On suppose que � est non dégénérée au sens où
rx� 6= 0 si x 2 Z�. Si f est intégrable, la formule de la co-aire donne alors

Z

Rn
f(x)|rx�|H

n(dx) =

Z

R

 Z

��1(y)
f(x)Hn�m(dx)

!
dy.

En prenant pour f la fonction f(x) = (2")�1�(�(x)/") où � est l’indicatrice de [�1, 1], qui
est constante sur les lignes de niveaux de �, il vient

1

2"

Z

Rn
�

✓
�(x)

"

◆
|rx�|H

n(dx) =
1

2"

Z "

�"
H

n�1(��1(y))dy.

Comme � est non-dégénérée, en faisant tendre " vers zéro, on obtient

H
n�1(Z�) = lim

"!0

1

2"

Z

Rn
�

✓
�(x)

"

◆
|rx�|H

n(dx) =:

Z

Rn
|rx�|��(x)=0H

n(dx).
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Soit maintenant un vecteur aléatoire a 2 Rd+1 de sorte que la loi de a/||a|| soit la loi uniforme sur
la sphère, par exemple un vecteur gaussien centré réduit, alors en moyenne, le nombre de zéros
réels du polynôme associé est

E[Z(P )] = E

m

✓
a

||a||
, �

◆�
=

Z

Sd
m(x, �)�(dx) =

`(�)

⇡
.

Il ne reste plus qu’à calculer la longueur de �, c’est-à-dire `(�) =
R
R ||�0t||dt. On peut montrer que

||�0u||
2 = @s@t log(vs · vt)|s=t=u,

de sorte que

E[Z(P )] =
1

⇡

Z

R

s

@s@t log

✓
1� (st)d+1

1� st

◆
|s=t=udu.

On obtient ainsi le développement asymptotique

E[Z(P )] =
2

⇡
log(d) + cste+

2

⇡d
+ o(1/d).
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