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1 H y})othése physique sur les actions de contact

Soit un milieu continu € (¢) en mouvement; par la pensée, nous le considérons
somme deux sous-systémes Q; (t) et Q5 (t) séparés par la surface matérielle X (t) .
Désignons par 7 la normale unitaire & ¥ (t) extérieure a ; (¢). Nous ferons

I hypothese suivante (hypothése de Cauchy):

R le/
AN

Z.e]

38 LOIS DE CONSERVATION

Paction de Q5 () sur ©; (t) peut étre représentée par une densité de

forces F(M, t; 1) sur la surface X (t) ; cette densité ne dépend que de
t,de M € £(t), et de la normale 7 en M a X (¢).

Cet énoncé signifie qu’il existe une densité de forces 13(]\4, t; 1) telle que
le mouvement de €, (t) n’est pas modifié lorsqu’on supprime 3 (Z) et qu’on
applique sur T (¢) la densité de forces F (M, t; 7).

Cette hypothese sur les actions de contact entre deux parties d’un milieu
continu, ou d’un milieu continu avec son environnement (car I’espace tout entier
peut étre considéré comme un milieu continu) va nous permettre de traduire en
équations les lois de conservation,

1) de la quantité de mouvement (loi fondamentale de la dynamique); ]

Mﬁ“’* ii) de I’énergie (premier principe de la thermodynamique), ainsi que le deuxiéme
/Q, principe de la thermodynamique (bien qu’il ne s’agisse pas d’une loi de conser-
P M vation) que nous indiquerons néanmoins dans ce paragraphe, car il releve du
s meéme type de traitement mathématique.




3-2.  Conservation de la quantité de mouvement (loi fondamentale de la dynami-
que)

3.2.1 Enoncé. - Il existe une chronologie (dite galiléenne) et un repére (dit
galiléen), tels que, pour cette chronologie et dans ce repére, pour tout systéme
matériel, la dérivée par rapport au temps du torseur des quantités de mouvement
est égal au torseur des forces extérieures appliquées au systéme.

3.2.2 Equations correspondantes. — Nous choisissons le temps ¢ de la chro-
nologie galiléenne et comme repeére physique (O, z1, z2, 23) un repére galiléen
et considérons le systéeme matériel w (t) C ©(¢). Nous exprimons le torseur des
quantités de mouvement de w (t) par sa résultante

et son moment en O

Les forces extérieures agissant sur w (t) sont des forces massiques de densité
volumique pf dans w (t) et des actions de contact de densité ﬁ(M, t; 1) sur
Ow (t), de sorte que le torseur des forces extérieures a une résultante et un
moment résultant donnés respectivement par

/ pfdx+/ F (@) dS
w(t) dw(t)
~ u



/O_M‘/\pfdx+/ OM A F (7)) dS
w(t)

dw(t)

~ en désignant par dS I’élément de surface sur Ow (t) et en écrivant F () au lieu
de F (M, t; @) pour la densité de forces sur dw (t) provenant des actions de
contact.

L’énoncé de la loi fondamentale se traduit alors par les deux égalités vecto-

~ rielles

d - .
(1.13) L[ gde= / of do + / 7 (R)ds
H‘ dt Ju) w(?) Bw(t) /

W/\pfd:c—{-/ W/\f(fi)dS,J

dw(t)

| d
) = / O o7 de = /
dt Ju(r) w(?)

* guel que soit w (t) C Q(t).
Compte tenu de (I1.12), les égalités (I1.13) et (II.14) s’écrivent

i) [ (pw-ei)as= [ Fiiyas <

(IL16) (_)_M/\(p:f—pf d:c:/ OM A F () dS.

w(t) dw

- Apres changement de notations, ces deux équations sont de la forme,
(1.17) / b do = / 3 (R) 45,
w(t) w(t)

& b et o () sont des fonctions a valeurs vectorielles sur lesquelles nous ferons
irieurement des hypothéses plus précises.

4-1. Loi générale de conservation

(11.17)
/Edzzj d (@) dS, Yw e Q.
w ow

borné, soit

b

(11.22) <C

extérieure unitaire a Jw. On fera sur & (M, @) ’hypothése suivante

Nous entreprenons 1’étude d’une loi générale de conservation de la forme

ou b = b(M) est un champ de vecteurs défini dans Q et que nous supposerons

et @ = @(M, '?z), un champ de vecteurs dépendant de M € Q et 7 normale



(11.23) Pour 7 fixé, l'application M — o (M, #i) est continue.

Les fonctions b et & dépendent également du temps ¢, mais cette variable ne
joue aucun role dans ce paragraphe et nous omettrons souvent de I’écrire.
Nous allons établir le résultat important suivant:

Théoréme II1.4 (de Cauchy). — Sous les hypothéses (I1.22) et (I1.23) la
loi (IL.17) implique que & (M, t; @) dépend linéairement de 7, c’est-a-
dire qu’il existe un tenseur T (M, t) de composantes T;; (M, t) tel que

. Cowsr o &K
(II.24) a; (M, t; n) :Tij (M, t) n;. oA &J Fonwoun

) (3 6€

' 5-1. Equations du mouvement et d ’équilibre

Reprenons I’équation (II.15) qui résulte de la loi de conservation de la quantité”
de mouvement. D’apres le théoréme de Cauchy, elle implique D’existence d’un
champ de tenseurs o (M) = (0;; (M)), tel que

ﬁ(ﬁl, ﬁ) — O'ijnjé}.

Elle s’écrit alors

.38) / (p"y'— pr) de = é’,-/ ayngdS, c)
w(t) Buw(t)

Vw (1) C Q2 (2). sholees

- En supposant que o;; (M) posséde des dérivées partielles intégrables, on peut
appliquer le théoreme de la divergence au second membre de (I1.38) et on obtient,

39) /w(t) [p (vi— fi) — 'éi_ja'ij] de =0, Vw(t)CQ(t).
N T — —

Par application du lemme I1.2, il en résulte

Skl
do /

| 40) pYi = 89:” +pfi dans Q (¢).

- Les équations (I1.40) sont les équations du mouvement du milieu continu. Si
milieu continu est en équilibre ou en mouvement de translation uniforme, le
ur accélération est nul et (I1.40) se réduit a ry
'OC‘JT - - 66)
80’,"

A1) > %]{Lerfi:o dans € (¢). i ':.CV..‘.")

reuten che
M«o&d‘g

les équations (I1.41) sont les équations d’équilibre.




5.2, Conditions aux limites et d’interface

5.2.1 Conditions aux limites. — Supposons qu’on étudie un milieu continu qui
occupe une région Q de R® limitée par la surface 9. Si sur une partie de cette
surface, soit 012, on connait les efforts extérieurs appliqués, soit une densité de
forces F, alors, d’aprés la définition méme de a (M, t; @) on devra avoir, si 7t
est la normale extérieure unitaire a Q sur 9;Q

F=aM,t; @), VM € 6:Q
Compte tenu de l'introduction du tenseur des contraintes, cette relation

s'écrira A g,‘;‘ N
F=eg sur 010

Ol encore
{11.49) F; =0y (M, t)n; sur 019

5.2.2 Conditions d’interface. — Supposons que deux milieux continus Q; et
£1; aient une portion de frontiére commune X. Désignons par 7 la normale 4 &
extérieure a ;. La densité de forces exercée par Q5 sur ; est, par définition,

a; (M, t; it).
La densité de forces exercée par ; sur Q9 est de méme
a; (M, t; —n).
Nous avons montré (lemme II.1) que
a; (M, t; —i) = —a; (M, t; 7).

En conséquence si {az(jl) (M, t)} (resp. {az(jz) (M, t)}) est le champ de ten-
seurs des contraintes dans 2y (resp. €25), alors en tout point M de ¥ on a

{11.50) ol (M, tyn; = P (M, t)ny

Cette condition d’interface montre que si Q5 exerce sur ; une densité de
forces (F;), alors Q) exerce sur Q5 une densité de forces (=F;) : c’est le principe
de P’action et de la réaction. = (s | O onfodewad cusnd Laioina
= = 4+
ﬁ; Lo oo e pows ol mekeiiaux lobique e fepet
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