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Chapitre 1

Espaces de Hilbert

Dans la suite K = C, sauf cas particulier ou K = R.

1.1 Forme sesquilinéaire et produit scalaire

Définition 1.1.1. Une application f : F — F entre deux ev sur C est anti-
linéaire si

Lvz,yeE, flz+y)=/Fflz)+f(y),

2. Ve € E, YAEC, f(A\r)=M\f(n).

Définition 1.1.2. Soit F un ev sur K.

1. On appelle forme sesquilinéaire (& droite) sur K toute application f :
E x E — K vérifiant. :

(a) f est linéaire & gauche, i.e. Vy € E, x — f(x,y) est linéaire;
(b) f est antilinéaire & droite , i.e. Vo € E, y — f(z,y) est antilinéaire
Par convention, si K = R, une forme sesquilinéaire est bilinéaire.

2. Une forme sesquilinéaire f est hermitienne si K = C, resp. symétrique si
K= Rv si en outre f(xay) = f(yax)a resp. f(337y) = f(y,$)7 Vﬂ?vy €L

Proposition 1.1.1. St ¢ : E x E — K est une forme sesquilinéaire, alors :
Ve,y € E,

pl@+yz+y)+el@—yz—y) =20 2)+20(y,y)
Démonstration. Soit z,y € E. On a
(@ +y,z+y) = ez, 2) + o(z,y) + o(y,2) + ¢(y, ),

plx—y,x—y) =@, z) —p(x,y) — 0y, ) + 0(y, ),
O

Proposition 1.1.2. Si ¢ : E x E — K est une forme sesquilinéaire, alors :
Vr,y € E,

L opr+yz+y) —e@—yz—y) =20xy) + 20y, x).

1
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2. SiK =R et ¢ symétrique : p(x+y,x+y) — oz —y,x —y) = 4p(z,y).
3. St K =C et ¢ hermitienne : p(x +y,z+y) —o(x —y,x —y) +ip(r +
iy, +1iy) —ip(z — iy, x — iy) = dp(z,y).
Démonstration. Soit z,y € E.
1. On a

oty z+y)—plx—y,z—y)=pz)+py) +ey,z)+ ey y)+

—o(z,z) + oz, y) + oy, ) — (Y, y).
2. Si K =R on utlise ce qui précede avec ¢(z,y) = ¢(y, ).

3. Si K = C, alors, en notant Uy le groupe des racines quatriemes de 1 :
Uy ={1,-1,4,—i} et on est ramené & calculer Z(EM Co(z+ Cy, x + Cy).

On a
o+ CyatCy) =D Colaa)+ > 1Ko, y) + > Coly,x)
¢ely ¢ely ¢ely ¢ely
+ ) Celyy)
CeUy

= 4dop(z,y).
O
Proposition 1.1.3. Soit ¢ une forme sesquilinéaire sur un ev E sur C. Les
propositions suivantes sont équivalentes.

1. ¢ est hermitienne.
2. Ve € E, p(x,x) € R.

Démonstration. Si ¢ est hermitienne, alors p(z,z) = p(z,z) = p(z,z) € R,
Vr e E.

Inversement, on suppose que ¢(z,z) € R, Vo € E. On pose : Va,y € E,
O(z,y) = o(z,y) — p(y, x). Alors ® est sesquilinéaire et &(x,2) =0,V € E. De
la Proposition 1.1.2, on déduit que ®(z,y) =0, Va,y € E. O

Définition 1.1.3. Une forme hermitienne sur un C-ev est dite positive, resp.
définie positive Vo € E \ {0}, ¢(z,z) > 0, resp. ¢(x,x) > 0.

Proposition 1.1.4. Soit E un ev surK et soit ¢ une forme hermitienne positive
sur E. On a :Vx,y € F,
|2

lo(x, y)|* < oz, z)e(y,y).

Démonstration. Soit z,y € E et soit A € C t.q. Ap(x,y) = |p(z,y)|. Alors
|A| = 1. Soit t € R. Par hypothese sur ¢ : o(Az+ty, Ax+ty) > 0. En développant
cette expression, on obtient :

VteR, |APo(z,x) + 2tRe(Ap(z,y)) + 0y, y) > 0,

avec 2tRe(Ap(z,y)) = 2t|p(z,y)|. De la théorie des équations du second degré
a coefficients réels, on déduit que 4|p(z,y)|> — 4¢(z, 2)p(y,y) < 0. O
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Définition 1.1.4. Une forme sesquilinéaire définie positive est appelée un pro-
duit scalaire. Si E est un ev et si ¢ est un produit scalaire sur E, on définit une
norme sur F en posant

Ve e E, |z| = Vel(z, ).
Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé un espace préhilbertien.

Définition 1.1.5. On appelle espace de Hilbert un espace préhilbertien complet
pour la norme associée.

Exemple 1. L’espace C% est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

’ d = _
(2,2") = D> 1 Znzy,
Exemple 2. L’espace

C(N) = {(un)nz0 € CY, D fun|* < 400}
n>0
est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
(u,v) — Zﬂnvn
n>0

Exercice 1.
Soit h'(N) = {u € (*(N), > o, n?lu,|? < +oo}.

1. Montrer qu’on définit un produit scalaire sur h'(N) en posant :

VYa,be h'(N), (a,b) = (1+n?)anb,.
n>0

et que ce produit scalaire fait de h'(N) un espace de Hilbert.
2. Montrer que h'(N) est dense dans ¢?(N).
3. Montrer que la boule unité fermée de h'(N) est compacte dans £2(N).

1.2 Orthogonalité

Définition 1.2.1. Soit (H, (-,-)) un espace préhilbertien sur K. Deux vecteurs
z,y € H sont dits orthogonaux et on note L y sisi (x,y) = 0. Si A C H,
Iorthogonal de A dans H est le sev de H défini par :

At ={xcH VYacA, (x,a)=0}.
Proposition 1.2.1. Soit E un espace préhilbertien. Alors :
1. SiK=R,Vo,y € E, v Ly < |z +y|?=||=]|* + ||yl
2. SiK=C,Ve,ye E,z Ly < |lz+yl? = |z|*+ |ly||* et ||z +iy||*> =
2l + llylI.
3. SiAC BCE alors B- C A+,
4. Si ACE, alors AC (AH)L.

Démonstration. On utilise le développement :
Iz +ylI* = llz]* + 2Re(z, y) + [ly|I*

avec Re(z,iy) = Im(x, y). O
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1.3 Projection hilbertienne

Théoréme 1.3.1. Soit E un espace préhilbertien et soit C C E un convexe
complet. Alors : Vx € E, il existe a € C unique t.q. ||z — a| = d(z,C). L’appli-
cation pc : E — C, x — a ainsi définie est caractérisée par :

pe(x) € C et VyeC, Re{x—pc(x),y—pc(x)) <O0.
Démonstration. Soit (xy,)n>0 € C définie par :
Yn>0, z,€C et d(z,C)<|z— x| <d(z,C) Jr%
Ona:Vn,p>0,
[@n+p = Zall = |2 = Tnyp — (2 — 20)]|
avec

|z — Ln+p — (z _xn)H2 + || (= _mn-&-p) +(z— ajn)||2 = 2|z _xrt-i-pH2 + 2|z — anQ

1
= Nty — 2all® +4llz — 5 @nap + 20) [ = 2]l = 2| + 2l|2 — 2]

2
On en déduit

2
1 1
anﬂ? - xn”? <4 (d(x’ C) + n) — 4z — 9 (xnﬂ) + zn) ||2 =

1 8 4 8 4
=4 (e, — = § (nay +20) ) + 20,0 75 < O+ 5

3

car C convexe = (2, + Zp4p) € C. 1l en résulte que (z,),>0 est de Cauchy
dans C complet donc convergente vers a € C.
Par construction 115{1 lx — x| = d(z,C) donc ||z — a|| = d(z,C). On
n—-+0oo

suppose qu'il existe @’ € C t.q. ||z — a'|| = d(z,C). Alors
1
la = a'|* +4llz = S(a+a)|* = 2w - al* + 2|z - o'|* = 4d(x, C)*

donc .
lla — a’||2 = 4d(z, C’)2 — 4|z — i(a + a’)H2 <0

i.e. a = d’. On note pc(x) = a.
Soit y € C et soit ¢t €]0,1[. On a

2 = tpo(x) = (1= t)y|* = [t(x — po(x) + (1 = t)(z —y)||* =
=]l = po(@)|” + (1 = t)*[|z — y|? + 2t(1 — t)Re(z — po(z), = — y)
= t*|lz — pe(@)||* + (1 = )*[lz — y|* + 2t(1 — t)Re(z — pc(z), = — po())
+2t(1 — t)Re(z — pc(2), pe(z) — y)
= (2t — t?)|Jz — po(@)|1* + (1 = 1)?[lz — y||* + 2t(1 — )Re(z — po (), po(z) — y).



1.3. PROJECTION HILBERTIENNE 5

Alors tpe(z) + (1 —t)ye C =
o = tpe () — (1 = t)y|* > ||z — po()|?

ie. :

(26 —12) |- po (@) [P+ (1—t)2 -y 2+ 261~ t)Re(w—pe(@), po(@)—y) > llz—pe (@)
= (1-1)?|z—y|P+2t(1-t)Re(z—pc (), po () —y) > (1-2t+1%) |z —po (@)
= (1-1)%[lz —y[I” +2t(1 = t)Re(x — po (), pe(x) —y) > (1—1)* ||z —po ()|
<= 2t(1 - t)Re(z — pc(2),y —pe(@)) < (1=t (lo —yl* — |z - pe(z)|?).

On divise les deux membres de l'inégalité par 1 — ¢t > 0. On en déduit :

2tRe(z — pe (@), y — pe(@)) < (1= t)(lz = ylI* - |z — pe(@)[).
Quand ¢t — 17, on obtient :
2Re(z — pc(2),y — po(z)) < 0.
O

Corollaire 1.3.2. Soit E un espace de Hilbert et soit C C E un convexe fermé.
Alors : Yx € E, il existe a € C unique t.q. ||z — a|| = d(z,C). L’application
pc : E — C, x — a ainsi définie est caractérisée par :

pc(r) e C et VyeC, Re(z—po(z),y—pc(r)) <0.

Démonstration. On est ramené au résultat précédent en remarquant que C est
un convexe complet. O

Corollaire 1.3.3. Avec les notations du Théoréme 1.3.1, lapplicaton po est
contractante, i.e. vérifie :

Ve,y € B, |pe(z) —pe@)l < llz -yl
Démonstration. Le calcul donne :
Re(z—y, pc(r)—pc(y)) = —Re(z—pc (), pc(y)—pc(x))—Re(pc (), pc(y) —pc (z))

—Re(y —pc(y),pc(z) — po(y)) — Re(pe(y), po(x) — pc(y))
= —Re(r — pc(2), pc(y) — pc(x)) — Re(y — pc(y), pc(x) — pe(y))+

+llpc(z) = pecW)I® = lpc(z) — pe )|

Ipc(z) — po(y)|I? < Relw — y, po(z) — po(y)) < |Relz —y, po(z) — po(y))|

< lz = yllllpe(z) — pe ()]
= llpc(x) —pc@)I < llz -yl
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Proposition 1.3.4. Soit E un espace préhilbertien et soit F C E un sev com-
plet. Alors :Vx € E, il existe a € F unique t.q. ||z —al|| = d(z, F'). L’application
pr: E — F, r— a ainsi définie est caractérisée par :

pr(z) €F et x—pp(x)c Ft

Démonstration. On remarque que F' est convexe et fermé, d’ou I'existence et
Punicité de pp(z). On conclut en remarquant que :

Re(z — pr(z),y —pr(z)) <0, VyeF
et y — y — pr(x) est une bijection F' — F donc
Re(z — pr(x),y) <0, VyeF.
F' est un espace vectoriel donc y € F <= —y € F et alors :
—Re(z —pr(2),y) <0, VyeF

ie. :
R€<£E*pp(l‘)7y>:0, vyEF

De méme, F' est un ev sur C donc y € F' <= iy € F'. On en déduit :
Re(z — pr(x),iy) = Im{z — pp(x),iy) =0, VyeF
et finalement ;
(x—pr(z),y) =0, Vyer
ie. x —pp(x) € FL.
O

Exercice 2. Soit E un espace de Banach. On suppose E uniformément convexe,
ie.: Ve > 0, il existe § €]0, 1] t.q.

1
Vo€ B0.1), [ 54 21— oyl <e

Soit C' C E un convexe fermé non vide.
1. Soit z € E. On pose a = infyec ||z — yl|. Soit (x)n>0 € CN une suite
t.q.:

1
V>0, l|z,—z)<at+——.
n+1

Montrer que la suite (2,,),>0 est de Cauchy dans E.

2. En déduire que la suite (x,,),>0 converge vers I'unique solution pc(x) du
probléme :

pe(x) €C et |lz—pce(@)| = inf |z —yl.
yel

3. Montrer que

1 1 I’+x,
Vz,2' € E, ||xpc($)||§2||zg;’|+H2(x+x')pc< 2 )H



1.3. PROJECTION HILBERTIENNE 7

4. Soit z,2’ € E. On suppose que ||z’ —pc(2')|| < ||lz—pc(x)|| =: a. Montrer

que
1 ’ / ||x _ :E/”
— - — >1— ——.
e+~ pole) — pola)| 2 1 -
5. Soit € > 0. Montrer qu’il existe une constante n > 0 t.q., avec les nota-
tions de 4.,

lz —a'l| < n = [lpc(z) = pc()|| < ae+ ||z —2'|.
6. Montrer que :
Vz,2' € B, |llz —pc(@)l - 2" — pe(@)|] < [l — 2.

7. En déduire que p¢ est continue sur E.

8. En déduire que pc est uniformément continue sur les bornés de E.

Supplémentaire orthogonal et somme directe

Définition 1.3.1. On dit qu’un ev E est la somme directe algébrique de deux
evFet Gsi E=F+Gavec FNG = {0}.

Si E est un espace préhilbertien on dit que E est la somme directe orthogo-
nalede F et Gsi E = F®G avec G = F+. Alors G est appelé le supplémentaire
orthogonal de F'.

Théoréme 1.3.5. Soit E un espace préhilbertien et soit FF C E un sev complet.

1. La projection orthogonale pr : E — F est une application linéaire conti-
nue. Si F' # {0}, alors ||pr| = 1.

2. E=FgF+.
3. F+ =Ker(pr) et Ft+ =F.

Démonstration. 1. D’apres le Théoreme de projection hilbertienne, la pro-
jection pp est bien définie. Soit =,y € E et soit A\, u € K.

pr(z) € F et pr(y) € F'= \pr(x) +ppr(y) € F

et
z—pp(z) €F- et y—pply) € F*

= Az + py — (Apr(2) + ppr(y) = Mz — pr(z)) + uly — prly)) € F-.

De la Proposition 1.3.4, on déduit que pr(Ax + py) = Apr(z) + ppr(y),
i.e. pr est linéaire.
pr étant linéaire et contractante, on a :

Ve e E, |pr(@)| = llpr(z) —pr0)]| < |z = lprll < 1.

Deplus: Ve € E,z € F = pp(z) = x et |[pr(x)| = ||z||. Donc ||pr| = 1.

2. Soitz € E.Onax = 2—pp(x)+pr(z) avec t—pr(z) € FLet pp(z) € F
donc E = F + F1. De plus :

Vee FENF, |z|>=(z,2) =0 < =0

onc 1 N = . Finalement, £ = I'® .
d FnFt {0}. Final E=F@F+
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3. Soit € Ker(pr). Alors x = x — pp(z) € F*. Donc Ker(pr) C F*.
Inversement soit € F-. Par unicité de la décomposition 2 = = —
pr(z) + pr(z) € FX @ F on déduit que prp(z) = 0, i.e. 2 € Ker(pp).
Finalement : Ker(pp) = F*.

On a: F C (F+)*. Inversement, soit x € F++. Alors :

z—pp(z) € FX = (z,2 —pp(z)) =0
donc
2]|* = (@, pr(2)) = (x—pr(x),pr(2))+(pr(z),pr(z)) = (pr(z), pr(z))
= [lpr(2)|*.
De plus (Théoréeme d Pythagore) :
pr(z) Lo —pr(z) = [|lz)® = |z — pr(@)|? + |lp(2)*.

On en déduit ||z — pr(2)||*> =0, i.e. z = pp(x) € F. Donc F++ C F.
O

Remarque 1. Sous les mémes hypotheses, I — pg est la projection orthognle sur
FL et on peut écrire I — pp = ppr.

Corollaire 1.3.6. Si F' est un sev fermé d’un espace de Hilbert H alors :
H=F®Ft et Ftt =F.

Démonstration. On se rameéne au Théoreme 1.3.5 en remarquant que F' fermé
dans H complet est complet. O

Dans le cas général ou F' est un sev non nécessairement fermé d’un espace
de Hilbert, on a le résultat suivant.

Corollaire 1.3.7. Soit F' un sev d’un espace de Hilbert H. On a :
1. FAL =F.
2. F=H < Ft=/{0}.

Démonstration. 1. On remarque que F+ = N,ecpKer(¢,) ot ¢, : x — (x,y)
est linéaire continue de norme ||¢,| = ||ly||, Vy € F. Donc F* est fermé
comme intersection de fermés. Ceci reste vrai pour F-+ qui est également
fermé. E particulier :

FCFH =>FcFii=ptt
De plus, le Corollaire 1.3.6 entraine :
FCF=F CcF'sFY“CF
Finalement : F++ = F.
2. De ce qui précede on déduit :
F=H <— (F)): =H — Fl1=H' — F+={0}

car H- = {0} par définition du produit scalaire et F- = FL puisque
F+ est fermé.
O
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Définition 1.3.2. Soit H un espace de Hilbert. Un endomorphisme P : H — H
est un opérateur autoadjoint (ou hermitien si K = C) si (P(x),y) = (z, P(y)),Vz,y €
H.

Proposition 1.3.8. Soit F un sev fermé d’un espace de Hilbert H.
1. ppopr =pr
2. pr est auto-adjoint : Vx,y € H, (pp(x),y) = (x,pr(y)).
Démonstration. 1. C’est une conséquence directe de I'unicité de la projec-
tion orthogonale sur F'.
2. Soit xz,y € H.

z—pr(z) € FT et pr(y) € F = (z,pr(y)) = (pr(z),pr(y)).

De méme :
(pr(z),y) = (pr(z), PF(Y)).

Finalement : (z, pr(y)) = (pr(z),y) = (pr(z), pr(y)).
O

Exercice 3. Soit H un espace de Hilbert et soit (K,,),>0 une suite de convexes
fermés non vides de H. Soit f € H. On pose u, = pk,, f, Vn > 0.
1. On suppose que la suite (K,),>0 est décroissante et que Ny,>o K, # 0.

(a) Montrer que la suite de terme général ||u,, — f|| est croissante majorée
par ||z — f]|, Y& € Np>o K.
(b) Montrer que :

Vn,p >0, ||un+p - UHHQ < 2||un+p - f”2 = 2[Jun — f”2

(c) En déduire que la suite (uy,),>o converge vers une limite de la forme
pr f ou K est un convexe fermé & préciser.

2. On suppose que la suite (K, ),>0 est croissante.
(a) Montrer que K = U,>0K,, est un convexe fermé.
(b) Montrer que la suite de terme général ||u,, — f|| converge.

(¢) Montrer que :
Vn,p >0, |unsp — up||? < 2llun — fII? = 2[|untp — 1%

(d) En déduire que la suite (u,)n>0 converge vers px f.

(e) Soit ¢ : H — R une application continue et bornée inférieurement. On
pose : ¥n > 0, ¢, = infg, . Montrer que la suite (¢,,)n>0 converge.
Identifier sa limite.

1.4 Le Théoréme de représentation de Riesz
Corollaire 1.4.1. Soit E un espace de Hilbert et soit FF C E un sev fermé.
Alors : Yx € E, il existe a € F unique t.q. ||z — al| = d(z, F). L’application
pr: E — F, x— a ainsi définie est caractérisée par :

pr(x) €F et x—pp(z)€ F*
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Remarque 2. Le Corollaire 1.4.1 montre que pp est la projection orthogonale
sur F. On en déduit que pr est une application linéaire de E sur F t.q. ||pr| =1
et Ft = Kerpp.

Proposition 1.4.2 (Théoréme de représentation de Riesz). Soit E un espace
de Hilbert. L’application ® : E — FE', x — {¢, : y — (y,z)} est une isométrie
antilinéaire et une bijection de E sur E'.

Démonstration. On remarque que  — {¢ : y — (y, z)} est une isométrie de F
dans E’. Il reste a vérifier qu’elle est surjective. Soit F' = Ker(f). Par continuité
de f, F est fermé et donc E = F & F+ avec F+ ~ E/F.

Rappel : Par définition de la relation d’équivalence associée a E/F,

v~y <= pr(@) —prly) =z —y < x—pr(x) =y —pr(y)
ce qui permet de définir Uapplication :
E/F - F*+ z+F e x—pp(2).

D’apres le théoreme d’isomorphisme, on a : E/F ~ Im(f) = C, i.e. F+ ~ C.
Donc F+ = Cu avec u € F* \ {0} choisi t.q. ||u]| = 1. Soit alors x € E. De la
décomposition :

x = (x,u)u + pr(x)
on déduit que f(z) = (x,u) f(u), i.e., f = ¢y, avec f(u) # 0 par construction
de u.
O

Exercice 4. Soit E un espace de Hilbert et soit T' € E’. Soit f : E — R définie
par
Ve e B, f(z)=|z|*-T(x).
1. Montrer que f est bornée inférieurement sur E et que cette borne est
atteinte sur F.
2. Soit a € E t.q. f(a) = infg f. Soit C un convexe fermé. Montrer que

inf f = f(pc(a)).

Corollaire 1.4.3. Tout espace de Hilbert est réflexif.

Démonstration. Soit H un espace de Hilbert et soit ® : H — H’ l'isométrie
antilinéaire bijective entre H et H'. Comme ® est une isométrie, on définit un
produit scalaire sur H’ en posant

VigeH', (f 9w =(27(9), 27 (f)m = (21(f), 2 (9))m-

Alors, (fn)n>0 est de Cauchy dans H' ssi (27!(f,))n>0 est de Cauchy dans H,
i.e. convergente dans H. Par isométrie, (f,)n>0 est convergente dans H'. On en
déduit que H' est un espace de Hilbert, donc il existe une isométrie antilinéaire
bijective ¥ : H' — H". Alors, ¥ o ® est un isomorphisme de H sur H”, i.e. H
est réflexif. O

Exercice 5. Soit a = (a,)n>0 € RY et soit p €]1, +00[. On suppose que :

Vo = (Tn)nz0 € €, D lan|lzn| < +oo.
n>0

Montrer que a € o'
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Adjoint d’un opérateur

Proposition 1.4.4. Soit H, K deux espaces de Hilbert et soit A € L(H, K) une
application linéaire continue. Il existe une unique application linéaire continue
A* € L(K, H) appelée adjointe de A t.q. :

Vee H, VyeK, (Ax,y)x = (z,A"y)n.
De plus || A*|| = || Al et A** = A.

Démonstration. Soit y € K. L’application ¢, 0 A : H — K,  — (Az,y) est
linéaire continue comme composée d’applications linéaires continues, et on a
¢yo0 A€ H avec

16y o All < [y [l[I ANl = [lylle [l A]l-

On en déduit qu'il existe A*y € H unique t.q. ¢4+, = ¢, 0 A. On remarque que,
par antilinéarité de y — ¢, : Vy € K, VA € K,

Dar(ry) = Pag © A=Ay 0 A=Ay = Prary

i.e., par définition de A* : A*(Ay) = AA*y. Donc A* est linéaire. De plus :
Yy € K,
[Pa-yll = 1A%yl = llgy o All < llyllx[IAl

donc A* est continue de norme ||A*|| < ||A]. On remarque que : Vo € H,
Yy € K,

Pary(r) = dax(y) = |Pa2(y)] < lPa-yllllzll < [A*[Nylllzll = [|Az]] < [[A*][]lz]]

ie. [[A|| < ||A*||. Finalement : ||A] = ||A*].
O

1.5 Systemes orthonormés et bases hilbertiennes

Définition 1.5.1. Soit F un espace préhilbertien sur K. Un systéme (z;);ec; de
vecteurs de E et un systeme orthogonal si (x;,z;) =0, Vi # j.

Définition 1.5.2. Soit E un espace préhilbertien sur K. Un systeéme orthogonal
(2;)ier est orthonormé si ||z;|| =1, Vi € I.

Exemple 3. Dans R” ou C" muni du produit scalaire usuel, le systéme (e, - - , e,)
donné par (e); = dik, i,k € [[1,n]], est un systeme orthonormé.

Exemple 4. Dans I'espace de Hilbert ¢?(N, K) muni du produit scalaire (x,y) =

> >0 Tk YT = (Tn)n>0, ¥ = (Yn)n>0 € 2(N,K), le systeme (ey,),>0 donné
par (en)r = Ogn, Vk,n > 0 est orthonormé.

Exemple 5. Dans I'espace de Hilbert L?([—n, 7], C) muni du produit scalaire
(x,y) = i " x(t)y(t)dt, le systeme (e,,)nez ol €, est la fonction e,, : [~ 7] —
C, t s ™,

Proposition 1.5.1. Soit E un espace préhilbertien et soit (e;);cr un systéme
orthonormé. On suppose I fini. On pose F' = Vect{e;, i € I'}. Soit x,y € E. On
a
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1. pr(x) = Y icr(T, €i)ei,
2. lpr(@)|* = X;e1(z,€0),
3. (pr(x),y) = (&, pr(Y)) = (Pr(@),pr(Y)) = 2ie (r, €){y, €:).
Démonstration. 1. Soit x € E' . On pose P(z) =3, ,(z,e;)e;. On a:
Viel, (z—Px),e)= (xe)— Z(w,q)(ei,ej} = (z,e;) — (x,e;) =0
jel

donc # — P(z) € F+. Comme de plus P(z) € F, on en déduit que
P(x) = pp(x).
2. Soit x € F. D’apres ce qui précede :

lor (@)I1> = (pr (@), pr(2)) = Y (2 e)(x,e) (e ;)

ijer
— ; [z, e:)]?.
3. Soit z,y € E. On a z
(pr(@),y) =Y (w,ei)(eiy) =D (we){y. ).

i€l i€l

O

Proposition 1.5.2 (Inégalité de Bessel). Soit E un espace préhilbertien et soit
(ei)ier un systéme orthonormé de E.

1. Soit x € E et soit J C I une partie finie de I. On a

Izl =D e ea)l® + e = Y (x edeill?

ieJ i€J

2. Soit x € E. La famille (|(x,e;)|*)ics est sommable dans R de somme

magjorée par ||z :
>l enl® < ll=)*.
iel
Démonstration. 1. Soit x € FE et soit J C I une partie finie de I. On pose

F = Vect{z;, i € J}. Alors

l2]* = llpr @)IF + |z = pr@)|® = Y e el + o =Y (el

i€J i€J

2. Soit A I’ensemble des parties finies de I. De ce qui précede on déduit

que :
2 2 2
T,e;)|” := sup z,e;) " < |lx||”.
> Iz, ei)] JeAE [(z,e)]” < [l=|

icl icJ
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Corollaire 1.5.3. Soit H un espace de Hilbert et soit (e;);cr un systéme ortho-
normé de H. Pour tout x € H, la famille ((x, e;)e;)icr est sommable de somme

vérifiant l’estimation :
1D (@ edeill < ).
iel
Démonstration. Soit z € H. D’apres la Proposition 1.5.2 et I'inégalité de Bessel :
D e < laf® < o0
iel

i.e. la famille (|(x,e;)|?)ies est sommable. Soit £ > 0. On en déduit qu’il existe
J.eAtq.:
VIeA, JCI=) |(ze)) <e.
icJ
i.e., le systeme (e;);er étant orthonormé :
VIeA, JCIE= D) (meel® =Y [(e) <e.
icJ icJ

La famille ((z, e;)e;);er vérifie le critere de Cauchy dans H qui est complet donc
est sommable, de somme ), (z, e;)e; vérifiant :

VIeA, D (zedell®> = [z e < |lz)|* < +oc.
i€J icJ
On en déduit :

sup 1D (weesl = 1) (weel® = Kz e < |z < +oo.

ieJ iel iel

Base hilbertienne

Définition 1.5.3. Soit E un espace préhilbertien. On appelle base hilbertienne
toute famille (e;);c; de E orthonormée et totale.

Remarque 3. Soit H un espace de Hilbert. Un systéme orthonormé (e;);er est
une base hilbertienne ssi

(r,e,) =0, Viel=z=0;

En effet, si (e;);er est une base hilbertienne et si (x,e;) = 0, Vi € I, alors z €
. o -+ .
Vect{e;, i € I} = Vect{e;, i € [} = H* = {0}. Inversement, si (z,e;) = 0,
SN L
Vi€ I = x =0, alors Vect{e;, i € [}*+ = Vect{e;, i € I} = {0}. Comme H =
1 S —
Vect{e;, i € I} & Vect{e;, i € I} , alors nécessairement H = Vect{e;, i € I}.

Théoréeme 1.5.4 (Caractérisation des bases hilbertiennes). Soit H un espace
de Hilbert et soit (e;)ier une famille orthonormée. Les conditions suivantes sont
équivalentes

(i) (e;)icr est une base hilbertienne.
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(i) Vo € H, v =),/ (x,e5)e
(Z“) Vz,y €H, <$7y> = Zie]<xvei><ei5y> = Zie]<xvei><y76i>
(iv) Ve € H, ||z||* = 3 ,c; [(z, )| (Egalité de Parseval)

Démonstration. (1)= (ii) Soit € H et soit € > 0. Il existe y. € Vect{e;, € I}
t.q. ||z — ye|| < e. Soit A ensemble des parties finies de I. Il existe J. € A et il
existe (\;)ics. € K= t.q. y. = EieJE Aie;. On pose Fj. = Vect{e;, i € J.}. F.
est un sev de dimension finie de H et pr, () = > ;c; (z,e;)e;. Par définition
de pr,_, on a ||z — pr,_ (v)|| < ||z —yc|| <e. Soit J € A t.q. J. C J.

Fy. CFy= |l —pr,(@)| < llz = pr, (2)] <e

ie.:
VJeA, J.CJ=|z—pr(2) <e.

Donc la famille ((z, e;))icr et sommable de somme  ,,(z, e;)e; = 2.

(if)= (iii) Soit = € H et soit € > 0. Soit y € H \ {0}. Il existe J. € A t.q. :

VJeA, J.CJ=|z- Z(m,ei)eiH <e.
=

Soit J €A t.q. J. CJ.On a:
(2, y) =D (e, ea)(y el = He,y) =D (z,eidleny)l = e, y) = Dz, eie,y)]

i€J i€J i€J

=[(z =) (wedei )l < llz =Y (w eeillllyl < elyll

ieJ ieJ

Ceci est vrai Ve > 0, donc la famille ({z, e;){(y, €;))icr est sommable de somme :

S (e ey en) = (2, 9)-

icl

(iii)= (iv) Il suffit de poser y = = dans (iii) pour conclure.
(iv)= (i) Soit = € Vect{e;, i € I}* et soit ¢ > 0. Par hypothese, il existe
€

J. € A(I) t.q. VJ € A(I),

J.CT=0< [z =S [z, e)? < 2
ieJ

Soit J € A(I) t.q. J. C J. Alors :

0< =D [, e)” = llz = Dz, enpea® < 2
ieJ icJ
—_———
=pr;(z)
Mais .
x € Vect{e;, i € I} = Z(x,ez)ei =0
icJ

donc ||z|| < e. Ceci est vrai pour tout € > 0, donc x = 0.
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Théoreme 1.5.5. Tout espace de Hilbert admet une base hilbertienne. En par-
ticulier tout systéme orthonormé peut étre complété en une base hilbertienne.

Démonstration. Soit H un espace de Hilbert. On suppose H # {0}. Sinon, le
résultat est immédiat. Soit L un systeme orthonormé de H. On note B I’ensemble
des systémes orthonormés qui contiennent L ordonné par la relation C. Alors
B # () car L € B. On veut montrer que B est inductif. Soit C = (B;);er une
chaine de B. Alors B = U;¢rB; est un majorant de C dans P(H). Soit z,y € B,
xr # y, et soit iz,i, € I t.q. x € B;, et y € B;,. Alors |lz|| = [[y|| = 1.
Comme C est totalement ordonnée, on peut supposer B;, C B;, et alors z,y €
B;, = (z,y) = 0. Donc B € B. Du Lemme de Zorn on déduit que B admet
un élément maximal noté By. Il reste a montrer que By, est une famille totale
dans H i.e. que Vect(By) = H. On raisonne par I’absurde en supposant que

Vect(Bg) # H. Alors Vect(BL)L # {0}. Soit alors xy € Vect(BL)L t.q. 2o # 0.
x

Alors ||zo|| # 0. Quitte & remplacer zy par —-—, on peut supposer que ||zo|| = 1.

lzol|”
On en déduit alors que By, U {zo} est un systeme orthonormé, ce qui contredit

le caractere maximal de By. Donc By, est total dans H et par suite, c’est une
base hilbertienne de H. O

Proposition 1.5.6. Soit (E, || -||) un evn et soit (x;);cr une famille sommable
de E de somme x € E. Alors :

1. Ye >0, {i € I, ||z;]| > €} est fini.
2. {iel, x; #0} est au plus dénombrable.

Démonstration. 1. Soit € > 0 et soit J. € A t.q.

VIeA, JCUi= Y ail<e
ieJ
Soit 49 € I\ J.. On pose J = {ip}. On en déduit : ||z;,]| < €. Donc
{i €I, ||z;|]| > €} C J. est fini.
2. On a

) . . 1
(el o0 =Gl ol > 0) = Ui fie L il 2 1 |

ie. {i € I, z; # 0} est au plus dénombrable comme réunion dénombrable
d’ensembles finis, éventuellement vides
O

Proposition 1.5.7. Dans un espace de Hilbert, deur bases hilbertiennes sont
équipotentes.

Démonstration. Soit H un espace de Hilbert de dimension infinie. Soit B et
B’ deux bases de H. Soit e € B et soit D, = {f € B’, (e, f) # 0}. La famille
((e, ) rep’ est sommable de somme e = >, p/ (e, f) f donc D, est dénombrable
d’apres la Proposition 1.5.6. On note D, = {f¢, n > 0}. De plus, Vf € B,

f= Z(ﬁe)e#():ﬂeeB t.q. (f,e) #0

ecB
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ie. B C UeepDe. Soit @ : B -+ N x B, f+ (n,e) t.q. f € Do et f = f°. On
remarque que si ®(f) = ®(f') = (n,e) alors f = f¢ = f'v = f' donc ® est une
injection de B’ dans N x B. Comme B est infini par hypotheése sur H, N x B
est équipotent & B (admis ou Exercice). Donc ® est une injection de B” dans un
ensemble équipotent & B. En échangeant les roles de B et B’, on montre qu’il
existe une injection ¥ : B — N x B’ de B dans un ensemble équipotent & B’.
On en déduit une bijection entre B et B'. O

Exemple 6. Soit I un ensemble non dénombrable. On note
C(ILK) = {z = (z:)ies €K', Y |ai]? < +oo}.
icl

muni du produit scalaire (z,y) — > oy 2:7;. Alors ¢*(I, K) est un espace de
Hilbert non séparable. Une base de £2(I, K) est donnée par la suite (e;);cs définie
par : (e;); = d;5; Vi, j € 1.

Théoréme 1.5.8. Soit H un espace de Hilbert de dimension hilbertienne I.
Alors, pour toute base hilbertienne (e;);cr de H, Uapplication

H — (I,K), x> ((z,e))ier

est une bijection isométrique de H sur (*(I,K).

Espaces de Hilbert séparables

Théoréme 1.5.9 (Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt). Soit E un
espace préhilbertien de dimension infinie et soit (fn)n>0 une suite libre de E.
On pose :

Vp >0, V,=Vect{fo, -+, fp}

Alors la suite (en)n>0 définie par la récurrence

fo for1 = v, (fpr1)

€= 7,7, Eprl=
I foll P Il for1 — v, (fpr1)ll

est une suite orthonormée t.q. :

Vp >0, V,=Vect{eg, --,ep}.
Plus précisément :

_ fp+1 - Zf:o<fp+17€i)6i

Ep+1 =
b [ fpr1 = 2o (for1s €i)eill

Démonstration. Par construction ||e,| = 1, Vp > 0.
Soit P(n) la propriété : (eg,- - ,e,) est une bon de V,,.
P(0) est vraie par définition de eg. On suppose P(n) vraie et on pose :

ersy = dnt1 = Pva(Fnta)
[ fns1 = pv,, (s
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Par définition de py,, e,r1 € V5. Comme |e,1]| = 1, on en déduit que
(e, yen+1) est une famille orthonormée. Par hypothese de récurrence

n

PV (fas1) = D (far1,€)es = eni1 € Vect{eo, - ,en, frp1} = Vot

i=0
donc (eg, -+ ,ep+1) est une bon de V11, i.e. P(n+ 1) est vraie. Par récurrence
sur n > 0, P(n) est vraie, ¥n > 0. O

Exemple 7. Soit H = C°%([—1,1],R) muni du produit scalaire

(f.9) = (f.0) = / f(t)g(t)\/%.

Par orthonormalisation de Gram-Schmit & partir de la suite (¢ — t"),>0 on
obtient la suite des polynémes de Tchebychev (P,),>¢ définis par :

P,(t) = cos(nArcos(t)), Vte[-1,1], Vn>0.

Théoréme 1.5.10. Un espace préhilbertien E est séparable ssi il admet une base
hilbertienne dénombrable. Alors, toutes les bases hilbertiennes sont dénombrables.

Démonstration. On suppose que E est séparable. Soit (uy,),>0 une suite dense

dans E : E = Vect{u,, n > 0}. Soit (un, k>0 une sous-suite libre de (uy)n>0-
Par construction : Vn > 0, u,, € Vect{u,,, k > 0}, i.e. (uy,)r>0 est totale est
libre. Par le procédé d’orthonormalisatin de Gram-Schmidt, on construit une
bon (ex)r>o0 t.q. Yk > 0, Vect{eg, -+ ,erx} = Vect{un,, -, un, }. On en déduit
alors : E = Vect{u,,, k > 0} = Vect{ex, k> 0}, i.e. (ex)r>0 est orthonormée
et totale, donc c’est une base hilbertienne dénombrable de E.

Inversement, on suppose que E admet une base hilbertienne dénombrable
(en)n>0- Alors (ey,)n>0 est une suite totale donc E est séparable. O

Théoréme 1.5.11. Soit H un espace de Hilbert séparable et soit (en)n>0 une
base hilbertienne de H. Alors, Uapplication ¢ : H — (?(N,K), z — ((z, €n))n>0
est un isomorphisme isométrique.

Démonstration. Soit x € H. D’apres 'identité de Parseval :

2l =Dl en)® = llo(@))®

n>0

On en déduit que ¢ est bien définie, i.e. p(z) € (*(N,K), Vo € H, et que ¢
préserve la norme. De plus, ¢ est linéaire (immédiat) donc c’est une isométrie
lindaire. Il reste & vérifier que ¢ est surjective. Soit a = (a,)n>0 € £*(N,K). On
pose :

Vn 2 0, Sn = Zakek.
k=0

Alors : Vn,p > 0,

n-+p n+p

||Sn+p*Sn||2 = || Z akek||2 = Z |ak|2~

k=n+1 k=n+1
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Par hypothese sur a, Y., - |an|? < 400 donc :

lim ||Sh4p — Sull* =0,

n,p—+o00

i.e. la suite (Sy)n>0 est de Cauchy dans H donc convergente vers une limite
T =),500nen € H par complétude de H. On en déduit que a = p(x) et que
( est surjective. O
Exemple 8. Soit a < b. On pose T'=b—a, w = 2% On considere 'espace

L?([a, b], C) muni du produit scalaire : (f, g) — 5 f: f(t)g(t)dt. Pour tout n € Z,
on définit la fonction T-périodique e, : R — C, t — e,

Proposition 1.5.12. La suite (€,,)nez est un base hilbertienne de L?([a,b],C).
En particulier, L?([a,b],C) est isométriquement isomorphe a £*(Z,C).

Démonstration. La suite (ey,)necz est orthonormée. En effet : Vn,p > 0,

<6 e > = 1/be (t)e (ﬁ)dt = 1/b ei(n—p)wtdt
ny~p T " n D T i .

1 b
el = [ dt=1.

Si p # n, alors : wb = wa + 27 =

Si p =n, alors

1 ei(n—p)wb _ ei(n—p)wa

(enve) = 3 =0

Il reste & montrer que (e,)nez est totale. Soit f € L?([a,b],C) et soit ¢ > 0.
Par convolution, on construit g € C%([a,b],C) t.q. ||f — gll2 < € et g(a) =
g(b) = 0. On peut prolonger g par périodicité & R en une fonction T-périodique
g € Crper(R,C). D’apres le Théoreme de Stone-Weierstrass, 1’ensemble des
polyndmes trigonométriques P = Vectc{e,, n € Z} est dense dans Cr per(R, C).
Soit P € P t.q. [|g — Plloo < €. On en déduit :

If=Pla<IIf —gllz+1llg=Pll2 < [If —gll2 +1lg = Plloc < 2e.
Il en résulte que Vectc{e,, n € Z} = L*([a,b],C).

1.5.1 Autres bases hilbertiennes classiques de L?

Soit I C R un intervalle. On se propose de construire des bases orthogonales
de L?(I) lorsque le produit scalaire considéré est :

ugw+ﬁfumuM@Mx (L1)

ou p est continue sur I, a valeurs > 0 et vérifie :

/m"p(sc)dm < +oo, VneN
I

On note L?(I, p) I'espace L?(I) muni du produit scalaire (1.1).
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Remargue 4. Lorsque I est borné, C*°(I) est dense dans L?(I, p) et le théoréme
de Stone-Weierstrass implique que 1’espace des fonctions polynémes est dense
dans C*°(I), donc dense dans L?(I,p) et les polynémes orthogonaux pour p
forment une base orthogonale de L?(I,p). Si I n’est pas borné, il existe des
poids pour lesquels la suite des polynémes orthogonaux n’est plus une base.

Polynémes de Legendre

Les polynoémes de Legendre sont les polynomes orthogonaux associés au
poids p =1 sur I =] — 1, 1]. Ils ont donnés par la formule :

lo(z) = (22 =)™, vze]—1,1]

et vérifient :

Vn > 0.
my1

Il est usuel de normaliser les polynémes de Legendre en posant :

[1€n]l2 = 2™n!

L,: b

T

et alors L, (1) =1, ¥n > 0.

Fonctions d’Hermite

Cette base de L2(IR) joue un role important dans I’étude de la transformation
de Fourier et dans ’étude de ’oscillateur harmonique.

On commence par montrer que la suite de fonctions gy : « — e’w2/2xk, ke
N, est un systéme total dans L*(R). En effet, soit g € L*(R) t.q. [ e~ 2k g(z)da =
0, Vk € N, et soit G la fonction de la variable complexe définie par :

G(z2) = / e”ze_IQ/Qg(x)dx vz € C.
R
Soit z = £ 4+ in € C. On remarque que :

/ |ei“e_m2/2g(a:)|da: = / e_"me_m2/2|g(x)\dx.
R R
Sot R > 0 et soit |n| < R. On en déduit :

/|eiwze*$2/2g(x)‘dx§/GR‘z|€7I2/2|g($)|d$:6R2/2/67(‘I|7R)2/2|g(x)|dx
R R ®

1/2

1/2
<er ([t ) gl = ([ )l < o (12
R R

donc G est bien définie sur la bande compacte [Imz| < R, VR > 0, donc sur C.

De plus, G est holomorphe sur C car z — e®**e~*/2¢(z) est holomorphe sur C,
ppt. z €Retona: VR >0, V|lmz| <R,

. 2 2 _(lz|—R)2
|72 g (a)] < ef P HImR2 g ()]
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ou la fonction dominante x — e*(‘””|*R)2/2|g(ac)| est dans L?(R) d’apres (1.2). Du
Théor eme de convergence dominée de Lebesgue on déduit que G est holomorphe
sur la bande compacte |Imz| < R, VR > 0, donc sur C. En particulier, les
dérivées G®) de G, k € N, se calculent par dérivation sous le signe somme, i
.0
VzeC, GW(z)= / (iz)Fe™ e~ 2g(2)dz
R
d’ott on déduit que :

G (0) = /R(ix)ke_zz/zg(z)dz =0

par hypothese sur g. On en déduit que G =0, i.e.
/ ei“e_xz/zg(x)dx =0, VzeC.
R

La transformation de Fourier étant injective sur L (R), il en résulte que e*IQ/Qg(x) =
0 p.p. dans R, i.e. ¢ = 0. Cela acheve de monrer que la suite (gx)ren est totale
dans L?(R). Le procédé d’orthonormlisation de Gramm-Schmidt permet d’en
déduire une base hilbertienne de L?(R).

Fonctions de Laguerre
On pose :
e’ d"

Ve >0, VneN, L,(z)= eim/an(z) o Ly(x) = n! dzn

(e7a")
Exercice 6. Soit a résoudre : trouver u : [0,T] x [0,1] = R, (¢,2) — u(t, z),
solution de
ou  *u
a9z
1. Montrer que u se prolonge sur [0, 7] x [—1,1] en une fonction de classe
C! impaire en z € [—1,1].

0, wu(t,0)=u(t,1)=0, (1.3)

2. Montrer qu’il existe une suite (uy)n>1 de solutions de (1.3) de la forme
Un (t,2) = ¢n(t)vp(z) ol v, peut étre explicité dans la restriction a [0, 1]
d’une base hilbertienne de L?([-1,1],C), Vn > 1.

3. Soit (en)nEZ une base hilbertienne de LQ([—l, 1]7(C). On pose :

Vn >0 f—*l( + ) f+—*1( - )
n ) n €n €-n), n €n €_n).
2 \/5 et \/5

Montrer que la famille (f,,),>0 est une base hilbertienne de L?([—1, 1], C).

4. En déduire que la solution générale de (1.3) s’écrit :

u(z,t) = Z ane_’rznztsin(wnx), p.p. dans [0,77] x [0, 1].
n>0
ot (a)n>0 € 2(N,R).

5. Résoudre (1.3) lorsque u vérifie en outre la condition initiale : u(0,z) = x
sur [0,1].

2
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6. Résoudre (1.3) dans le cas d’une condition initiale w(0,z) = f(x) sur
[0,1] avec f € C*([0,1]).

Exercice 7. L. Soit K : R = R, z — e~ 17l Montrer que K admet une
transformée de Fourier. Calculer K.

Dans la suite on considere le probleme : v/ —y = f dans R.

2. On note S(R) I'ensemble des fonctions g : R — R indéfiniment dérivables
sur R t.q. : Va, B € N, pag(g) = sup,eg [79"P (x)| < +00. On suppose

que f € S(R).
(a) On suppose que y € L'(R). Montrer que

f©

VEeER, g = BEvrrel

(b) En déduire qu’il existe une unique solution y € S(R).
3. On suppose que f € L3(R).

(a) Soit g : R = R, £ — —%. Montrer que ’équation § = g admet

une unique solution y dans L?(R).
(b) Montrer que: Vo € C°(R),  [py(z)(¢"(z)—¢(x))dr = [, f(x)p(z)dz.
(c) En déduire qu'’il existe v € L*(R) t.q. vy —y = f.

1.6 Théoremes de Lax-Milgram et Stampacchia

Soit H un espace de Hilbert et soit f : H x H — K une forme sesquilinéaire
( bilinéaire si K = R).

1. L’application f est continue ssi : SUP(z,y)e H x H % < 400, i.e. ssiil

existe une constante M > 0 t.q.

V(z,y) € Hx H, |f(z,y)| < M|yl

2. L’application f est dite coercive si il existe a > 0 t.q.
Vo € H, Ref(x,z)> alz|?

Théoréme 1.6.1 (Stampacchia). Soit H un espace de Hilbert et soit f : H X
H — K une forme sesquilinéaire continue et coercive. Soit C C H un convexe
fermé non vide de H. Alors, Vo € H', il existe un unique u € H solution de :

ueC e YveC, Rep(v—u)<Ref(u,v—u).

De plus, si f est hermitienne (ou symétrique si K = R), alors u est l'unique
solution de :

WEC et gfuw) - Rep(u) = min  57(00) - Re(v) )

ve
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Démonstration. Soit ¢ € H’'. Pour tout u € H, v — f(u,v) est une forme
linéaire continue sur H, donc d’apres le Théoreme de Représentation de Riesz,
il existe un unique Au € H t.q.

Yo e H, (v,Au) = f(u,v) <= Yv e H, (Au,v)= f(u,v).
et lapplication A : H — H, u — Au est linéaire avec
Vu,v € H,  [dpau(v)] = [(Au, v)| = | f(u, v)| < M[ullv] = |Aul| < M jull
donc A est continue de norme ||A|| < M. De méme il existe € H unique t.q.
Yoe H, ¢)=(v,a).
Soitue C.Ona:VvelC
Ref(u,v—u) > Rep(v—u) <= Re(Au,v—u) > Re(a,v—u) <= Re(a—Au,v—u) <0
< Re(pa — pAu,v —u) <0, Vp>0
< Re((pa — pAu+u) —u,v—u) <0, Yp>0

<~ u=pc(pa—pAu+u), Vp>0.

Soit g, : C' = C, v — pc(pa — pAu+u), Vp > 0. Comme H est complet il reste
a vérifier que g, est contractante pour certaines valeurs de p > 0. Soit p > 0.
On a: Vu,u € C,

lgp () = go(u)|I* < llu = v’ — pA(u —u)|* =

— Jlu—u'|[2 = 2pRe(u — o', A(u— ) + p2[| Au — )2

avec
Re(u —u', A(u —u')) = Ref(u —u',u—u') > alju —u|?

donc
19p(uw) — go(W)]I? < lu—u'[I*(1 = 2pa + p* M?).

On fixe p € }O, % [ Alors g, : C — C est strictement contractante de rapport
1 — 2pa + p?M? €]0,1[. Du Théoréme du point fixe de Banach, on déduit que
g, admet un unique point fixe u € C'. Par construction, u répond a la premiere
partie de I’énoncé.

On suppose que f est hermitienne (symétrique si K =R). Alors : Vv € C,

flu,u) — %f(v,v) —Ref(u,u—v) =

N |

1 1 _
5/ (ww) = 5 (0,0) = Rep(u —v) <

= ) — 3 f(0,0) + Ref(w ) = 5 flu— v,u—v) < ~allu—o]]* <0

le.:

Yo e C, %f(u,u) —Rep(u) < = f(v,v) — Rep(v).

1
2

Remarque 5. On a utilisé le Théoreme du Point fixe de Banach.
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Théoréme 1.6.2 (Point fixe de Banach). Soit E un espace de Banach et soit
A C E un fermé. Soit f : E — E t.q. f(A) C A. On suppose que f est
strictement contractante i.e qu’il existe A €]0, 1] t.q.

Ve,y e B, |If(2) = fW)ll < Al =yl

Alors f admet un unique point fize dans A.

Démonstration. Soit xg € A. On pose : Vn > 0, 2,41 = f(z,). On remarque
que
vn Z 17 Hxn—i-l - xn“ S A||~73n - xn—lH S )\onl - xOH

donc : Vn,p > 0,

p—1 n+p—1 11—\
lonsp =@l < Y lows —zell € D Moy = w0l = X' 7= a1 — ol
k=n k=n
)\?’L
< 7y lz = ol

On en déduit que la suite (x,,),>0 est de Cauchy dans E, donc convergente dans
E. Soit a € E sa limite. Par construction : Vn > 0, x,, € A et A est fermé par
hypotese, donc a € A = A.

Par hypothese, f est continue donc a = limy,— 4 o0 Tpt1 = limy,— 100 f(2n) =
f(a), i.e. a est un point fixe pour f. Soit @’ € F un point fixe de f. On a :

la—a'll = [If(a) = fa)| < Mla—a'[| = (1 = Mlla—a'| <O=a=d.
O

Théoréme 1.6.3 (Lax-Milgram). Soit H un espace de Hilbert et soit f : H X
H — K une forme sesquilinéaire continue et coercive. Alors Vo € H', il existe
un unique u € H solution de :

Yve H, f(u,v)=7o(v).

De plus, si f est hermitienne (ou symétrique si K = R), alors u est l'unique
solution de :

%f(u, u) — B(u) = min (;f(u v) — Re w(v))

veEH

Démonstration. Soit ¢ € H'. D’apres le Théoréme de Stampaccha appliqué avec
C = H, il existe u € H unique solution de

Vv e H, Ref(u,v—u)>Rep(v—u).
L’application v — u — v est une bijection de H sur H, donc
Vw € H, Ref(u,w)> Rep(w).
On en déduit, en remplacant w € H par —w € H que

Vw e H, Ref(u,w)=Rep(w).
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En remplacant w € H par iw € H, on en déduit ensuite :
Vw e H, Imf(u,w)=Imp(w).

ie. :
Yw e H, f(u,w)=o(w).

On suppose f hermitienne. Soit v € H. On a :

L b0, )~ Re f(u,u—v) =

1 1 _ 1
3 f(wu) = 5 f(v,v) = Rep(u —v) = 5 f(u,u) — 5

2 2

1 1 1
= —§f(’LL,’U/) - if(vvv) + Re f(U7U) = _if(u —v,u—v) < —OéHU—'UH2 <0
O
Exemple 9. Soit f € £%(]0,1[). On consideére le probleme de Dirichlet en

1
dimension 1 : trouver u € HJ(0,1) solution de —u” = f dans ]0,1[. olt on
rappelle que

H}(0,1) = {v € L?(0,1), o € L*(0,1), v(0)=wv(1)=0}.

veEH1(0,1)

On aura besoin de I'inégalité de Poincaré :
1 1
3C >0 t.q. Yve Hi(0,1), / lv|2de < C/ |v'|?dx, (1.4)
0 0

qui fait de v — [[v'|[12¢0,1) =t [|v/[]2 une norme sur Hg(0,1) équivalente & la
norme induite par H*(0,1).

En vue d’appliquer le théoreme de Lax-Milgram, on réécrit le probléme sous
forme variationnelle : trouver u € Hg (0, 1) solution de

1 1
/ u'v'dr = / fvdz, Yv e H}(0,1). (1.5)
0 0

On vérifie directement que (u,v) — fol u'v'dzx est une forme bilinéaire, continue
sur H}(0,1) et elliptique sur H{(0,1). Du théoréme de Lax-Milgram, on déduit
quil existe un unique u € H}(0,1) solution de (1.5). On définit ainsi une appli-
cation T : L?(0,1) — H(0,1), f + u =: T'f solution de (1.5). On note aussi
T = (—A)~! par référence au Laplacien A.

Remarque 6. L’opérateur T défini dans I’Exemple 9 est compact comme conséquence
de la compacité de l'injection H1(0,1) C L?(0,1). En effet, si (f,,)n>0 € L%(0,1)N
vérifie || fr|l2 < 1, Yn > 0, alors u,, :=T'f,,, n > 0, vérifie : Yn > 0,

1
13 =/ frunde < | foll2]unl2 = V|| fallzlityllz = [l ll2 < VOIIfall2 < VO
0

1.4)
et donc
lnllFr1 0.1y = llunll + llupll3 < (1+ C)lup,|l3 < C(1+C) =:C".

Comme l'injection H'(0,1) C L?(0,1) est compacte, on en déduit que la suite
(tn)n>0 est dans un compact de L2(0,1).
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Remarque 7. Soit f € L?(0,1) et soit u € R. On considére le probléme : trouver
u € H(0,1) solution de —u” + pu = f. Si p > 0 on montre comme dans
I’Exemple 9 qu’il existe une unique solution. On suppose donc que p < 0.
Alors le Théioréme de Lax-Milgram ne permet pas de conclure car (v,w) —

fol v'w'dx + p fol vwdx n’est pas elliptique. On résoud le probleme grace a la
compacité de T. En effet, le probleme se réécrit :

' tpu=f <<= W' =f-pu <= u=T(f—pu) <= [ +pT)u=Tf
1 1 1 1 1 1
— (T+I)u:Tf = <T+I>u:<T+I> -—=f
u 7 p w p 7

= <T+1I> (u1f> :—%f
% Iz %

On commence par remarquer que le probleme admet une solution ssi f €
Im (T + i[ ) De Talternative de Fredholm et de la compacité de T on déduit

que : Im (T + i[) est fermé et que :

1 1 1 \*"
Im (T—|— I) =1Im (T—|— I) = Ker (T* + I> .
2 2 M
De plus, T* = T est auto-adjoint pour le produit scalaire de L?(0,1) car :
Vf.g € L*(0,1),
1
0
1 1\*"
Im (T—l— I) = Ker (T—|— I) .
M 2

On remarque aussi que Popérateur T est positif au sens ot : Vf € L%(0, 1),

/O Tfgdn = — /O (g e = /O Y (T de = / (T f)'Tgds = /O ' Tgd,

et donc :

1 1 1
_ " _ 112
| isas == [rrwpyas= [i@sypa=o.

Du théoreme spectral, on déduit que la suite des valeurs propres de T est dans
10, +o0l, de sorte que Ker (T + ;%I) # {0} si —i est une valeur propre de T.
Finalement, en appliquant a nouveau ’alternative de Fredholm, on a :

1
1 1
L*(0,1) = Ker (T + I) @ Ker (T + I)
7 7

et on en déduit que le probleeme admet une solution ssi f n’est pas vecteur
propre de T'. Si cette condition est réalisée, alors :

—-1 -1
1 1 1 1 1 1
U_UQ+f—2<T+I> f:’LLQ'F* I—<T+I> f
1% H 2 H H H

ou ug € Ker (T + %I ) est arbitraire dans un ev de dimension finie. Donc ’exis-

1L
tence et 'unicité sont réalisées a priori si on impose u € Ker (T + ﬁ] ) et
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1 1
f € Ker (T+ i[) . Plus généralement, si f € Ker (TJr %LI) I'unicité est
réalisée modulo un ev de dimension finie et I'indétermination est levée en impo-
sant un nombre suffisant de contraintes supplémentaires ( le nombre de degrés
de liberté qui coincide avec la dimension de ’ev de dimension finie).

Exercice 8. Soit H un espace de Hilbert. Soit S € L(H) t.q. S* = S et
(Su,u) € RT, Vu € H.
1. Montrer que Ker(S) = Im(S)*.
2. Déduire du Théoreme de Lax-Milgram que I + ¢S est bijectif, Vi > 0.
3. Soit t > 0 et soit f € H, On pose u; = (I +tS)~1f.
(a) Montrer que si f € Ker(S5), alors u; = f.
(b) Montrer que si f € ImS, alors il existe v € H t.q. : t|lu| < ||v]].
(c) En déduire que : Vf € ImS, lim;_,oo (I +tS)~1 f = 0.
(d) Montrer que Vf € H, lim; oo (I +tS)"1f = pkersf-

Exercice 9. 1. Montrer que 'application (u,v) — fol v/ (z)v'(x)dz est un
produit scalaire sur E = {u € C'([0,1],R), u(0) = u(1) = 0}.
2. Montrer que I'application (u, v) — fol u’(x)v’(x)dx—l—fol z?u(x)v(z)dx est
une forme bilinéaire symétrique et coercive sur E.
3. Déduire du Théoreme de Lax-Milgram ’existence d’une solution du probleme
avec conditions initiales :
—u" +2?u=2% 0<z<1, wu(0)=u(l)=0.



Chapitre 2

Le Théoreme de
Hahn-Banach

2.1 Le Théoreme de Hahn-Banach analytique

Théoréme 2.1.1 (Le Théoréme de Hahn-Banach (Forme analytique)). Soit E
un ev sur R et soit p: E — R une application vérifiant :

1. YVt e RT, Va € E, p(tx) = tp(x) ;

2. Vz,y € E, p(z +y) < p(x) + p(y).
Soit F' C E un sev de E et soit f : F — R une application linéaire t.q. :Vx € F,
f(z) < p(x). Alors il existe une application linéaire g : E — R t.q.

2. Ve e E, g(z) < p(x).

Démonstration. Soit £ 'ensemble des paires (F’,h) ou F’ C F est un sev de F
contenant F et ot h : F' — R est une forme linéaire prolongeant f sur F’ t.q.
h < p sur F’. On munit £ de la relation d’ordre :

(F{,hl)C(FQ/,hg) <~ F{CFé et h2|F1/:h1.

Alors € # () car (F, f) € €. De plus, € est inductif. En effet. Si C C & est une
chaine, alors Fy = UpccF’ est un sev de E contenant F et hg : Fy — R définie
par holpr = h, V(F',h) € C, est une forme linéaire sur Fy. De plus, (Fy, ho)
est un majorant de C' dans £. Du Lemme de Zorn, on déduit que £ admet un
élément maximal (Fg,g) € €. On suppose que F; # E. Soit alors 9 € E'\ Fy.
On a:Vz,y € Fy,

9(z) —g(y) = g(x —y) < p(x —y) < p(x +20) +p(~y — T0) =

= —g(y) — p(~y — z0) < —g(z) + p(z + z0).

On pose S = sup,cr —9(y) — p(—y — 0), [ = infrer, —g(x) +p(x + o). Alors
S < I. Soit a € [S, IT. Sur Rxg + Fy = Rxg © Fy qui est une somme directe on
définit h : Reog® Fy — R en posant : Yw = txg+2 € Reg® Fy, h(w) = ta+g(z).

27
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On vérifie immédiatement que h est une forme linéaire sur Rzo @ Fy. Sit > 0,
on a:

e —ova (5) 149 5) -0 50 G o) 0 () -0 5 ) -

1 1
= Zp (x +txg) = Zp(w)

Alors t > 0 = h(w) < p(w). Si t < 0, alors

Moy (5) =50 () 25 ( )0 () n (5 ) -

1 1
=3P (v +twg) = *;P(w)-

Alors t < 0 = h(w) < p(w). Dans tous les cas : t # 0 = h(w) < p(w). Si
t =0, alors w =2x2 € Fy et h(w) < p(w) par définition de €. Finalement :
Vw € Rag @ Fy, h(w) < p(w), ce qui contredit le caractere maximal de (Fy, h).
Donc Fy = E. O

Corollaire 2.1.2 (Prolongement par continuité). Soit (E,|| - ||) un evn sur
K =R ouC. Soit F C E un sev de E et soit f: F — K une forme linéaire
continue. Alors, il existe g € E' t.q. glp = [ et ||lg|l = || f]]-

Démonstration. 1. Si K = R, on pose : Yz € E, p(z) = | fllllz|, Alors
f(z) <|f(x)|] < p(z), Vo € F.Du Théoréme de Hahn-Banach analytique,
on déduit qu'il existe g : E — R linéaire t.q. g|p = f et g(z) < p(z),
Ve € E.OnaVz € E, g(—z) = —g(z) < p(—z) = p(x), donc : —p(z) <
g(z) < p(x), ie. |g@)| < [|fIlllz]]. I en résulte : Va € E \ {0}, g”(xx”) <
[I£[l, donc [lg]| < [|f]|. De plus, gz = f = [|lgll = [lf]|. Donc [lg]| = [[f]].
2. Si K = C, on pose f1 = Re(f), fo = Im(f). On vérifie immédiatement
que f1 et fz sont des formes R-linéaires sur F'. On a : Vo € F', |fi(z)] <
[7@)] < Ifllz]l, donc f1 est continue sur F avec || fi|| < ||f]|. Du cas
réel, on déduit qu’il existe g; : E — R, R-linéaire et continue sur F t.q.
lg1]l = [[f1]l. On remarque que :

Ve e B, f(iz)=if(z) < fi(iz) +ifo(iz) = ifi(z) — f2(2)

= fg(&?) = —f1 (Z.Z’)

On en déduit que l'application gs : E — R définie par g2(z) = —g¢1 (i
est une forme R-linéaire continue sur E qui prolonge fs. Alors g(x) :=
g1(x) +iga(x) prolonge f sur E par construction. On a aussi :

Ve e B, gi(iv) = —ga(x), ga2(iz) = g1().
Il en résulte : VA =a+1ib e C, Vx € E,
9(Az) = g1(ax) + g1(ibx) + iga(az) + ige(ibz) =

= ag1(x) + bgi1 (ix) + iaga(x) + ibga(ix) =
= agi(z) — bgz(w) + iagz(x) + ibgi (x) = (a + ib)g(z)
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i.e. g(Az) = Ag(x), donc g est une forme C-linéaire sur E. Soit z € E t.q.
g(x) # 0. On pose : g(z) = |g(z)|e’*®). Alors

l9(2)] = g(a)e™" ) = g(e7* W) = gi (7 *@a) = |gi (e Wa)]| <

< lgullle**@all = llgllllll = Il < I AHllz]
On en déduit que ||g|| < ||f]]. De plus g|lr = f = ||gll > ||f]|.Il en résulte
que [lgll = [[ £l
O

Exercice 10. Soit H un espace de Hilbert et soit V' C H un sev dense dans
H. On suppose que V est muni d’une norme || - ||y qui en fait un espace réflexif
et qui rend continue 'injection canonique V' C H, i.e. qu’il existe une constante
C>0t.q.

weV, ol <Clollyv

1. On considere 'opérateur antilinéaire T : H — V', f— Tf t.q.
YoeV, Tf(v)=(vf).

Montrer que : Vf € H, |[Tfllv: < C||f|lx-

Montrer que T' est injective.

Soit v € V t.q. Tf(v) =0, Vf € H. Que peut-on dire de v 7

En déduire que T'(H) est dense dans V.

Soit ¢ € V'. Montrer que ¢ € T'(H) ssi il existe une constante a > 0 t.q.
VeV, o) < allv|a.

Corollaire 2.1.3. Soit E # {0} un ev sur K=R ou C et soit zg € E\ {0}. 1l
existe ¢ € E' t.q. ¢p(xg) = ||xo]| et ||P]] = 1.

Démonstration. Soit ¢ : Kzg — K définie par ¢(tzg) = t||xol|, Vt € K. Alors

o N

|[o(tzo)| = |t|||zol] = |[tzo||, donc ||@]] = 1 et ¢ est une forme linéaire continue
sur F' = Kzg. On en déduit que ¢ se prolonge en une application encore notée
¢ linéaire sur F t.q. ||¢|| = 1. Par construction ¢(xg) = ||zo]|. O

Corollaire 2.1.4. Soit E # {0} un ev. Alors :

Ve,yc B, x#y=3fcE tq f[f(z)#f(y).

Démonstration. Soit x,y € E, x # y. Alors xg := x —y # 0. Soit f € F' t.q.
f(@o) = [lzoll et [|f]| = 1. Alors f(z) — f(y) = f(zo) = |z —yll > 0 car z—y # 0,
e, f(2) # F(y). 0

Exercice 11. Soit E un evn et soit ' C E, F # E, un sev fermé de E. Soit
2o € E\F. Alors Af € E' t.q. f(xo) =d(xo,F) >0 et flp =0.

Soit ¢ définie sur Rz par : Vt € R, ¢(txg) = td(xo, F'). Comme F est fermé,
20 & F = d(zoF) > 0et ¢ #0. Alors : Vt € R, ¢(txo) < |t|d(zo, F') = d(tzo, F).
On vérifie immédiatement que p : x — d(z, F') est une semi-norme sur E. Du
théoreme de Hahn-Banach on déduit que ¢ se prolonge a E en une forme linéaire
encore notée ¢ t.q. ¢p(z) < d(z, F), Vo € E. On a alors : Vo € E,

¢(z) <d(x, F) et ¢(—x) = —¢(z) < d(—x, F) = d(z, F) = [¢(x)| < d(z, F).
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En particulier : Vo € E, |¢(z)| < d(z, F) < |z||, donc ¢ € E" et ||¢| < 1. De

plus :
[[zo|
- = = =1
o (g0 ) =lloll = lol

Par construction, ¢(zg) = d(xo, F).
Corollaire 2.1.5. Soit E un evn et soit ' C E un sev. Alors les deuzx propo-
sittons suivantes sont équivalentes :

(i) F=E

(i) Vf € F', flr, =0= f=0.
Démonstration. Si F = E, alors (ii) est vrai par densité de F' dans E et conti-
nuité de f € E'. B B

On suppose que F # E. Soit alors g € E \ F. De 'Exercice 11 on déduit
qu'il existe f € E' t.q. flz=0cet [|f|| = 1, i.e. (ii) n’est pas vérifié. O

2.2 Théoreme de Hahn-Banach géométrique

Définition 2.2.1. Soit £ un R-ev. On appelle hyperplan affine de E tout sous-
espace affine de ' de codimension 1, i.e. toute partie de la forme

H=fYa)={z€E, f(x) =a}, a€cR

ou f est une forme R-linéaire sur E. Alors f = « est une équation de H.

1. On dit qu’un hyperplan affine H d’équation f = « sépare (au sens large)
deux ensembles A et B si, quitte & échanger les roles de A et B, on a
AC f Yo, +oc[) et B C f71(] — o0, q]).

2. On dit qu'un hyperplan affine H d’équation f = « sépare strictement
deux ensembles A et B s’il existe ¢ > 0 t.q., quitte a échanger les roles
de Aet Byona AC f~!([a+e,+ocf) et BC f71(] — o0, —€]).

Proposition 2.2.1. Un hyperplan affine H d’équation f = « est fermé ssi
feFr.

Démonstration. Soit H un hyperplan affine d’équation f = «. On suppose f #
0. Alors f est surjective. Soit a € E t.q. f(a) = a. Alors

re€H < f(z)= f(a) < = —a € Ker(f).

On en déduit que H = a+Ker(f). L’applicaton  — a+z est un homéomorphisme
de E sur E donc H est fermé ssi Ker(f) est fermé, i.e. ssi f est continue. En effet,

si Ker(f) est fermé et f n’est pas bornée alors il existe une suite (z,,)n>0 € E

t.q. |zn|l =1 et |f(zy)] > n, Vo > 0. Soit y € E. On pose :

f()

Yn =Y — Tn, VN >0.
Par construction : Vn > 0, y,, € Ker(f) et
fl 1
Yn — Y < <= f(y
I =l < L2 < 21w

donc y, — y € Ker(f) = Ker(f). Ceci étant vrai Yy € E, on en déduit que
f = 0. Contradiction. Donc f est continue ssi Ker(f) est fermé. O
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Lemme 2.2.2. Soit E un evn et soit C' C E un ouvert convexe non vide t.q.
0 € C. On pose :

pe(z) = inf{a > 0, g e C}.
1. Il existe M >0 t.q. Ve € E, 0 < po(z) < M|z
2. C={z€E, pc(x) <1}.
3. YA >0,V € E, pc(Ax) = Apc(x).
4. Va,y € E, pe(z +y) < pe(x) +po(y).

Démonstration. 1. Par hypothese, C' est ouvert et contient 0, donc il existe
r>0t.q; B(0,r) C C. Soit z € E, # 0. Alors

r 2
st € C=pe(a) < —[jz| = M|z
2||z|l r

2. C Soit € C'\ {0}. Comme C est ouvert, il existe € > 0 t.q. B(z,e) C C.
Alors

1
€ € 2||z|]
1+)a:60:>pc(w)§<1+> _ Akl
( 2|zl 2||z|] 2llzll +e

D Réciproquement, soit z € E t.q. pc(x) < 1. Par défintion de la boren
inférieure, il existe @ > 0 t.q. po(x) < a < 1et L e Onen déduit, C
e’
étant convexe : .
r=a=—+(1-a)0eC.
@
3. Soit z € FE et soit A > 0. On a
Apc(x) = Ainf{a > 0, L e C} :inf{)\a > 0, Le C} =
e e

)\fE
=1
11 {/\O& > 07 )\

(0%

€ C} = po(Az).

car o — Aa est une bijection de ]0, +oo[ sur |0, +o0].

4. On note : "
Vee E, Alz)={a>0, EGC}.

Soit x,y € E et soit o € A(z), € Aly). On a

r+y  « z By
a+8 a+fa a+pB8

Par convexité de C :

Teo ot Leoo BV
o 8 a+p

donc pe(z +y) < a4+ B. On fixe A € A(z). Alors :

eC

VBeAly), pelz+y)—a<pB=pe(z+y)—a<pe(y).
Finalement :
Va € A(z), pce(z+y)—pce(y) <a=pc(r+y)—pc(y) <po(z).
O



32 CHAPITRE 2. LE THEOREME DE HAHN-BANACH

Proposition 2.2.3. Soit E un evn, soit C C E un ouvert convexe non vide et
soit xg € E\ C. Alors il existe f € E'\ {0} t.q. : Vx € C, f(x) < f(zo).

Démonstration. Quitte a rempacer C par a + C et x¢ par xg + a avec a € E,
on peut supposer que 0 € C. Soit f : Rxg — R la forme linéaire définie par :
f(txo) = tpe(xg). Alors f # 0 car 9 € C = po(xg) > 1 > 0. Soit t € R. Si
t >0, alors f(txp) = tpo(xo) = po(trg). Sit <0, alors f(txg) = tpo(xg) <0 <
pc(tzg). Finalement, Vi € R, f(tzg) < pe(txg). Du Théoreme de Hahn-Banach
analytique on déduit que f se prolonge a F en une forme linéaire encore notée
fta Ve e E, f(x) <pe(x) < M|z|. Par linéarité de f, Vo € E, f(—z) =
—f(z) <pe(—x) < M| — x| = M||z|. On en déduit : Vz € E, |f(x)| < M|z,
ie. f € E'. Par construction : Vx € C, f(z) < pc(x) <1 <pc(zo) = f(xo). O

Théoréme 2.2.4 (Théoreme de Hahn-Banach (formes géométriques)). Soit E
un evn sur R et soit A C E, B C E deux converes non vides disjoints de E.

1. Si A est ouvert, alors il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B.

2. Si A est compact et B fermé, il existe un hyperplan affine fermé qui
sépare strictement A et B.

Démonstration. 1. On pose C = A— B. Alors C' = Upep(—b+ A) est ouvert
comme réunion d’ouverts. De plus : V¢ € [0,1], Va,a’ € A, Vb,b' € B,
tla—b)+ 1 —-t)(d =) =ta+ (1 —t)a —tb— (1 — )t/ avec A et B
convexes = ta+ (1 —t)a € A et th+ (1 —t)V/ € B. Il en résulte que
tla—0b)+ (1 —t)(a' = V) € C et finalement, C' est un ouvert convexe
t.q. 0 € C car AN B = (). De la Proposition 2.2.3, on déduit qu’il
existe f € E' t.q. : Vo € C, f(z) < f(0) =0, i.e. Va € A, Vb € B,
fla—=0b) = f(a) — f(b) < 0. Soit & =supy f, B =infp f. Alors : a <
et Va € A, Vb € B, f(a) < a < f < f(b). Autrement dit, A et B sont
séparés par I’hyperplan affine fermé H d’équation f = «.

2. Soit C = A — B. Le méme raisonnement montre que C' est convexe et
0 ¢ C. Soit (z)n>0 € C une suite convegente de C' de limite z € C. On
pose;Vn >0, x, = ap—by,, a, € A, b, € B. Par compacité de A, il existe
une suite extraite (z,, )x>0 convergeant vers a € A. Alorsb,, — a—x =:b
et b € B car B est fermé. On en déduit que x = a — b € C et donc C est
fermé. On en déduit que 0 € C¢ = IB(0,r) C C°. Comme B(0,) est un
ouvert convexe non vide, il existe f € E' t.q.; Va € A, Vb € B,

fla—=b) = f(a) = f(b) <rf(z), Ve B,1)
de facon équivalente, par symétrie de B(0,1) :
rf(x) < f(b) — f(a) Va e B(0,1).
On en déduit, dans un premier temps :
rllf| < f(b) — f(a), VYa€c A, VbeB.

I1 en résulte :

r T
= — <i - = =: 1.
Si=supf + SIfl <inff - SlIf| =1
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Soit o € [S,I]. On a : Va € A, Vb € B,

fla) < a=ZlIfll < a+ZIFI < £,

i.e. A et B sont séparés strictement par I’hyperplan affine d’équation

f=a.
O

Exercice 12. Soit ' un evn de dimension finie. Soit C' C E un convexe non
vide t.q. 0 & C.
1. Soit (z,)n>0 € OV et soit D = {x,, n > 0}. On suppose que D est
dense dans C. On pose :

Vn >0, C,=conv{zg, - ,Zn}.

Montrer que C), est compact et que U,>oC), est dense dans C.

2. Montrer qu'il existe (f,,)n>0 € (E')N t.q.
Yn >0, |full=1 et fo(z) >0, Vael,.
3. Montrer qu'il existe f € E’ t.q.

[fll=1 et f(z)=0, VoeCl.

4. En déduire qu'’il existe un hyperplan qui sépare C' et {0} au sens large.

5. Soit A C F et soit B C E deux ensembles convexes non disjoints de E.
Montrer qu’il existe un hyperplan qui sépare A et B au sens large.

Corollaire 2.2.5. Tout sous-ensemble convexe compact K d’un evn E est l’in-
tersection des semi-espaces fermés qui contiennent K.

Démonstration. Soit K C E un convexe compact et soit L l'intersection des
semi-espaces fermés qui contiennent K. On a K C L. On suppose K # L. Soit
xg € K. Le Théoreme de séparation de Hahn-Banach appliqué avec A = K et
B = {z¢} entraine 'existence d’un hyperplan affine fermé séparant strictement
Aet {zg} : 3f € E' t.q. a :=sup,cx f(x) < f(xo). Alors K C {f <a} = H,
L CHetzge H® C L-. O
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2.2.1 Théorémes de Carathéodory et de Krein-Milman
Enveloppe convexe

Définition 2.2.2. I’enveloppe convexe d’une partie A d’un ev sur R est 'en-
semble noté Conv(A) des barycentres a coeflicients positifs des éléments de A,
ie.

Conv(A) = {>_ Nias, [I| < +00, (a;)icr € AT, N €[0,1], D A =1}
i€l iel
Théoreéme 2.2.6 (Théoreme de Carathéodory). Soit A C R™. Alors

n

Conv(A) = {Z i, (@i)iefo,n]) € AL\ € [0, 1], Z)‘i =1}
i=0 =0
Démonstration. Soit x = Zg:() Nia; € Conv(A), \; > 0, Zf:o Ai = 1. On
suppose que d > n. Alors la famille {a; — ag, -+ ,aq — ap} est liée dans R™ et il
existe p1, -, 1ad € R t.q. Zle wi(a; —ap) = 0. On pose pg = — Z?Zl ;. Alors
k

d d . A e A
o pia; =0 et i = 0. Soit k € [[0,d]] t.q. — = inf —. Alors
Dlimo Hiai =0 et 350 o pi oit k € [[0,d]] t.q. - = inf " Alors

; A
ap = — mai:x:Z()\i—mk>ai.
itk Kk ik Pk
Si p; > 0, alors
Ak

A
Hi— S)\ii)\z'*uifk > 0.
ok ok

Si p; < 0, alors
A A
N = 1= = N+ |l 25 > 0,
Mk HEk

De plus

A A
Z()\i_ﬂik) =1- M4+ mE=1
itk Kk Kk
donc = = Z#k d;a; avec 0; > 0 et Z#k 0; = 1. Il en résulte que tout = €

Conv(A) peut s’écrore comme combinaison convexe d’au plus n+ 1 éléments de
A. O

Corollaire 2.2.7. L’enveloppe convexe de tout compact de R™ est compacte.

Démonstration. Soit K un compact de R™. On pose :
n
A={xe0, 1" Y N =1}
i=0

Alors A est fermé comme image réciproque par 'application continue A —
o A du fermé {1}. De plus, VA € A,

=S =3 =1
=1 1=1
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i.e. A est contenu dans la sphere unité de R™ pour la norme || - ||;. Finalement,
A est fermé et borné dans R"*!, donc compact.
Soit ¢ : A x (R™)"*1 — R” Papplication définie par :

O\ (ziosicn) = D Nimi, V(A (@:)ocicn) € A x (R™)™F.
i=0

D’apres le Théoréme de Carathéodory, Conv(K) = ¢(A x K™*1). On en déduit
que Conv(K) est compact comme image par 'application continue ¢ du compact
A x Kt O

Le Théoréme de Krein-Milman

Dans tout ce paragraphe, E est un evn sur K.
Définition 2.2.3. Soit K un convexe non vide de E. Un sous-ensemble S C K
est dit extremal dans K si

1. S est un convexe non vide fermé;

2.Vxe S, z=ty+ (1 —t)zavecy,z€ Kett€]0,1[=ye Set z€8S.

On appelle point extrémal de K tout = € K t.q. {z} est extrémal dans K.
Autrement dit, un point extrémal de K ne peut pas étre un point intérieur a
un segment contenu dans K. On note Ext(K) 'ensemble des points extrémaux
de K.

Remarque 8. 1. Tout ensemble convexe est extrémal dans lui-méme.
2. Va € E, x est un point extrémal de K ssi K \ {2} est convexe.
Le lemme suivant fournit une méthode canonique de construction d’en-

sembles extrémaux.

Lemme 2.2.8. Soit f € E' et soit K C E un convexe compact non vide. On
pose :

Sp={zeK, f(zx)= gg%f(y)}

Alors, si [ n'est pas constante, ’ensemble Sy est extrémal dans K et strictement
contenu dans K.

Démonstration. On commence par remarquer que f|x étant non constante, Sy
est strictemnt contenu dans K. Par hypothese, f est continue sur E et K est
compact, donc f atteint sa borne supérieure sur K, i.e. Sy # (. Par linéarité
de f, K est convexe. Soit © € Sy et soit y,z € K t.q. v =ty + (1 — t)z avec
t €]0,1[. Alors, f étant linéaire

f@)=tf(y) + A=) f(2) = t(f(x) = f(y) + (1 =) (f(z) - f(2)) =0
avec t(f(z) = f(y)) 20 et (1 —=t)(f(x) = f(2) 2 0=
t(f(z) = f(y) = 1 =)(f(x) = f(2)) = 0.

Alors 0 <t <1 = f(y) = f(z) = f(z), ie. y € Sy et z € Sy. Donc Sy est
extrémal. O
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Lemme 2.2.9. Soit K C FE un convexe compact non vide et soit S C K un
sous-ensemble extrémal de K. Alors S’ C S est extrémal dans S ssi S’ est
extrémal dans K.

Démonstration. = Soit S’ C S extrémal dans S et soit z € S’ t.q. z = ty +
(1 —t)z avec y,z € K et t €]0,1]. Alors x € S et S extrémal dans K = y € S
et z € S. Par hypothese, S’ est extrémal dans S donc y € S’ et z € 5.

< Soit §' C S extrémal dans K et soit xz € S’ t.q. x = ty + (1 — )z avec
y,z € Settel0,1]. Alors 5" extrémal dans K ety e SCK,2€ SCK=y¢€
S'etze 8. O

Théoréme 2.2.10 (Théoreme de Krein-Milman). Soit E un evn et soit K C E
un convexe compact non vide.

1. Ext(K) # 0, i.e. K admet au moins un point extrémal.

2. K = Conw(Ezt(K)) i.e. K coincide avec l'adhérence de [’enveloppe
convexe de ses points ertrémau.

Démonstration. 1. Soit £ I'ensemble des sous-ensembles extrémaux de K
muni de la relation d’ordre : A < A’ <= A’ C A. Par hypotheses, K
est convexe donc extrémal dans lui-méme et K € £. Soit C' = {A;, i € I'}
une chaine de € pour < et soit A = N;e;A; un majorant. On remarque
que A est non vide. Sinon, les A;, i € I, étant fermés par hypothese et
K étant compact, on en déduit qu’il existe A;,,---, A4;, t.q. ﬁleAij =
() et comme C est une chaine, on peut supposer A4;, C --- C A;, et
donc A;, = 0, contradiction. De plus, A est fermé comme intersection
de fermés. On vérifie immédiatement que A est convexe. Soit z € A t.q.
x=ty+(l—t)zavecy,z€ Ket 0 <t <1l Alors:Vie I,z € A; et A;
extrémal dans K = y € A; et z € A;. Ceci est vrai Vi € I, donc y € A
et z € A. Donc A € £. Du Lemme de Zorn on déduit que £ admet un
élément maximal S. On suppose que S n’est pas réduit a un point, i.e.
que S admet au moins deux points distincts. Alors il existe fo € E' qui
les sépare. Soit Sy, = {z € 5, f(x) = maxg f}. Comme S € &, S est
fermé dans K compact donc compact. On en déduit que Sy, est extrémal
dans S, donc dans K car S est extrémal dans K. De plus, fy séparant
deux points distincts de S, fy|s n’est pas constante par construction et
I'inclusion Sy, C S est stricte, ce qui contredit le caractére maximal de
S. Donc S = {p} est un singleton et p € K est un point extrémal.

2. Soit K, = Conv(Ext(K)). Alors K, C Conv(K) = K puisque K est
convexe et fermé. Il reste & montrer que K = K. On suppose que 'inclu-
sion K C K. est stricte. Soit g € K\ K. Comme K, C K est fermé, K,
est compact. Du Théoreme de Hahn-Banach géométrique, on déduit qu’il
existe £ € E' et ¢ € R t.q. 'hyperplan fermé ¢ = ¢ sépare strictemnt {xz¢}
et K., ie l(x) <c <l(xg), Vo € K. Soit Sy = {x € K, £(x) = maxy {}.
Alors Sy est extrémal dans K et contient au moins un point extrémal
p € Ext(K) C K, par compacité. Alors p € K, = {(p) < ¢ < £(xg). De
plus, g € K et p € Sp = {(z0) < {(p) < c. Contradiction.

O
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