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1 Rappels de calcul différentiel

1.1 Différentielle

Définition 1.1.1 (Différentiabilité). Soit E et F' deux evns et soit U C F
un ouvert de E. Une application f : U — F est dite différentiable en
1o € U §'il existe une application linéaire continue f, € L(E,F) appelée
la différentielle de f en z¢ t.q.

fim If(x) = f(x0) = fr,(x — x0)l

=0
g |z — 0|

o F(2) = f(w0) + 11y (x — 70) + ol | — zo]]).

cette derniere écriture signifiant que f admet un DL d’ordre 1 au voisinage
de xg.

Remarque 1. 1. En dimension infinie, la différentiabilité d’une applica-
tion dépend du choix de la norme utilisée, contrairement au cas de la
dimension finie ol toutes les normes sont équivalentes.

2. Par définition de la différentiabilité, la différentielle f; : £ — F en
un point xg est continue sur E. Si en outre 'application résultante
f'U — L(E,F), v — f, est continue sur U , alors f est dite de
classe C! sur U.



3.

Si on a montré que f est différentiable en xq, le calcul pratique de
' (h) pour h € E donné s’effectue grace a la formule

b () — ti L0 1) = T o)

zo t—0 t

En toute rigueur, ce calcul donne la dérivée directionnelle de f en x,
ou différentielle au sens de Gateaux de f en xg dans la direction h. Des
définitions, il résulte immédiatement que si f est différentiable en zq,
alors elle admet une dérivéee directionnelle dans toutes les directions
alors que la réciproque est fausse.

En résumé :

f

de classe C! en zy = f est différentiable en zy = f de classe C° en x

4

f dérivable en xy suivant toutes les directions

Exemple 1 (Contre-exemple). L’application f définie par

5173

si xF# —y,
flx,y) =19 z+vy 7Y
0 sinon

admet une dérivée en (0,0) suivant toutes les directions de R? mais n’est
pas continue en (0, 0)

Soit A € R*. On a : V(z,y) € R?, z # —v,
23
flay) =7 = y=~ -z
donc
lim  f(z,y) =A#0.
(2,5)—(0,0), y=5 —z

De plus, V(z,y) € R, x # —y,

tr,t
VteR*,  f(tw,ty) = 2 f(x,y) = %l—{% Stz ty) xt, Y) =0=: fo0 (2, ¥)

Défi

nition 1.1.2 (Différentiabilité d’ordre supérieur). On dit que f : U C

E — F est deux fois différentiable sur U si f est différentiable sur U de
différenielle f’ différentiable sur U et on note :

la di

= (., YreU

x x?

fférentielle de ' en x € U, appelée différentielle d’ordre 2 en z € U.

Alors, on dit que f est de classe C? sur U si f” est continue sur U.
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Théoreme 1.1.1 (Schwartz). Si f : U C R — F admet une différentielle
d’ordre 2 sur U, alors pour tout x € U, Uapplication fI! : E x E — F est
une forme bilinéaire symétrique sur £ X E a valeurs dans F.

Démonstration. On peut définir les applications :
f""UCE—LIEF) e f'":UcCFE—LELEF)).

Doit & € U. Par définition : f/ € L(E,L(E,F)) et donc hy — fI(hy) €
L(E, F) est définie, linéaire et continue sur £. De méme, pour tout hy € E,
I'application hy — f2(hy)(ha) € F est définie, linéaire et continue sur F.
Finalement, 'application (hy, ha) — fI/(h1)(h2) € F est définie, bilinéaire
et continue sur £ X E, et on note :

fi(hayha) = fi(ha)(h2),  V(hi,ho) € E.
Il reste & monrer que f est symétrique. Soit (hy, hy) € E% On pose :
Ay(hi,he) = f(z +hi+ ha) — f(x+ ) — f(z+ h) + f(2).
On a:

Ag(hi, he) = (f(x + hi + he) — f(x + 1)) = (f(z + he) — f(z)) =

= fran (ha) = fi(ha) + o(l|hal]) = (1, ha) + o(\/[[Ball* + || ha]?).

De méme :
Ay(hi,hy) = (f(x 4 hy + hy) — f(z 4+ h2)) = (f(x + h) — f(z)) =

= foin (h2) = fo(ha) + o([[hall) = f7(h2, ha) + o(\/[hal]* + [h2]]?)-

Il en résulte :
i (hy, he) = f;/(hl,hg), Vhy, hy € E.

T

]

Définition 1.1.3. Soit £o(E, F) 'ensemble des formes bilinéaires symétriques
sur £ x E a valeurs dans F. Par récurrence sur n > 1, on note L, (FE, F)
I’ensemble des formes n-linéaires symétriques sur E" avaleurs dans F' et on
définit et on note f™ € L,(E, F) la différentielle d’ordre n de f. Obn dit
que f:U C E — F est de classe C" sur U si f est n fois différentiable sur
U et si f™ est continue sur U.



Remarque 2. Soit H un espace de Hilbert et soit f : H — R différentiable
en ry € H. Alors, d’apres le Théoreme de Riesz, il existe V f(zg) € H,
appelé le gradient de f en xo, t.q. : f, (h) = (Vf(20),h)u, Yh € H, et le
DL de f au voisnage de x( devient :

f(xo+h) = f(xo) + f1,(h) + ol|hll ) = f(w0) + (V. (x0), M) + ol[|A]l ).

Si en outre f est deux fois différentiable en xy € H, alors il existe V2 f(xq) €
L(H,H) t.q.:

fao (R, o) = (V¥ (20)h1, ha)v, Yhi, hy € H.

En dimension finie, 'endomorphisme V?f(zo) € L(H, H) s’identifie & la
matrice hessienne de f en xg.

1.2 Application de la différentielle

Proposition 1.2.1. On suppose que f : U C E — F est de classe C™tY)
surU. Soit x € U et soit h € E t.q. [x,x+h] C U. Alors, le développement
de Taylor de f en x avec reste intégral est défini par :

"1 Ya=v"
o h) = £+ 3 gy [ O by o
—_ !
k=1 ::fék).hk 0

Démonstration. On pose :
o(t) :== f(x+th), Vtel0,1].
Alors, ¢ € C™*1(]0,1[, F) et on a :

p(0) = f(x), @)= flx+h)

et
P W(t) = f8, - 1F, Yk € [[0,n 4 1)),

T

On conclut en appliquant la formule de Taylor a ¢ en t = 0. O]

Proposition 1.2.2. On suppose que f: U C E — F est différentiable sur
U. Si f admet un extremum en a € U, alors f, = 0.

Démonstration. Soit r > 0 t.q. B(a,r) C U et soit u € E, ||u]| = 1. On
pose :
o(t) == fla+tu), Vte][-rr].
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Alors ¢ est dérivable sur | — r,r[, de dérivée définie par :

Spl(t) = f(;-i-tu(u)’ vt G] -, 7“[.

De plus, ¢ admet un extremum en ¢t = 0, donc ¢'(0) = 0, i.e.

fa(u) =0.

Ceci étant vrai pour tout u € E t.q. |[|u]| = 1, on en déduit, par linéarité de
fl sur E, que :
fi(h) =0, VhekE.

a

]

Définition 1.2.1. Si f : U C E — F est différentiable sur U, on appelle
point critique de f tout z € U vérifiant f. = 0.

Remarque 3. Si f : U C E — F est différentiable sur U, ’ensemble de ses
points critiques ne coincide pas en général avec celui de ses extrema.

Proposition 1.2.3. On suppose que f : U C E — F admet une différentielle

d’ordre 2 sur U. Sia € U est un point critique de f et si f est positive sur
E, i.e. vérifie :

f'h?*>0, VhekE
alors a est un minimum (local) de f.

Démonstration. Soit r > 0 t.q. B(a,r) C U et soit h € B(0,r). On a :

fla+h) = fa)+ £ - 12 +o(|[n]]?)
—

>0
et donc pour € €]0, r| suffisamment petit :
fla+h)> f(a), Vhe B(0,¢).
O

Remarque 4 (Différentiabilité d’ordre supérieur). Si V' est un espace de
Hilbert et si f : V — R est supposée différentiable en zy € V', d’apres le
Théoreme de Riesz, il existe Vf(xg) € V, appelé le gradient de f en z,
t.q. : dfz,(h) = (Vf(z0), h)v, Vh € V, conformément au DL : Vh € V,

f(xo +h) = f(xo) + dfay(h) + o([[P]lv) = f(x0) + (Vf(0), W)y + o([|A]lv)-
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On dit que f est deux fois différentiable en 2y € Vsidf : U C V —
L(V,R) = V' ~ V est différentiable en g, i.e. s’il existe une application
linéaire continue L,, € L(V,V) t.q. :

dfagre = dfay + Lao(§) + o(lI€]]) = dfa, + d° fu (&) + o(lIE]])
en posant d?f,, .= Ly, i.e. :
Vf(zo+€) = Vf(xo) + Vf(w0)€ + o([[E]lv)

en utilisant la notation d’endomorphisme V2 f ()¢ := d?f,, (£) avec V2 f(xg) €
L(V,V). On en déduit le DL a l'ordre 2 en z :

f(xo +h) = f(xo) + (Vf(0), W)y + %sz(xo)h hyv + o127

ot (h,&) — (V2 f(z0)h, &)y est une forme bilinéaire continue sur V' x V.
En dimension finie, 'endomorphisme V?f(xq) € L(V, V) s’identifie a la
matrice hessienne de f en xy.

1.3 Cas particulier de la dimension finie

Dans la suite, on note (eq,--- ,e,) la base canonique de R™ et on munit
ructure euclidienne usuelle.
R™ de sa structure euclidienne usuelle

Proposition 1.3.1. Soit f : U C R" — R. Si f est différentiable sur U,
alors sa différentielle est donnée par :

Fih) = 3" high(a) = (V7(0).)

ot Vf(x) € R" est appelé le gradient de f en x et est défini par ses com-
posantes :
_9f

N (9:1:'1-’
Démonstration. Soit x € U et soit r > 0 t.q. B(z,r) C U. Soit h € B(0,r),

f(@+h) = f@)+ f.(h) + o([|Al])

1=1,---,n.

avec

f;(h) = Z hif:;<ei)‘
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Soit i € [[1,n]]. On a : Vh €] —r,r[, h # 0.
f(@+ he;) = f(x) + hfy(e:) + of[h])

et done

fitey = HEERD =T 4 o1y o iy LR 2T D

[]

Proposition 1.3.2. Soit f: U C R" — R. Si f est deuz fois différentiable
sur U, alors sa différentielle d’ordre 2 est donnée par :

i) = D vy (@) = (VS @) v)

ou la latrice symétrique V2 f(x) € R™ " est appelé la matrice hessienne de
f en x et est définie par ses composantes :

0*f
2 o
v f(x)w 8:1710%-7

Zajzlv , .

Démonstration. Soit x € U et soit r > 0 t.q. B(x,r) C U. Soit h € B(0,r),
fl@+h) = f(z)+ fr(h) + fi - B* +o(||h]*)

avec

fa h? = Z hih; f7 (€:, €;).

3,j=1

Soit i, j € [[1,n]]. En particulier :
Fein(ed) = fuled) + fi(ei, ) + o(|[R]])
et donc : Vh €] —r,r[, h #0,
Frine;(€1) = Fi(es) + hf; (i, €5) + o(|h]).

Il en résulte :

M, o\ — — T
fm(euej) h +o(1) ;115%

ihe; (€1) — fr(€) vrhe; (€1) = fo(€3)
h

1/ 0 o
— }111_%% (&i (z + he;) — 8:1{,- (x)) = &cﬁij (z)




Définition 1.3.1 (Fonction de classe C*). Soit i € [[1,n]] et soit k > 2.
Soit U un ouvert de R" et soit f: U C R* — R.

1. On dit que f admet une dérivée partielle d’indice ¢ en z( si f admet
une dérivée directionnelle en zy dans la direction de e;.

2. On dit que f est de classe C¥ sur U si toutes ses dérivées partielles

jusqu’a 'ordre k existent et sont continues sur U.

Remarque 5 (Contre-exemple de Peano). Si f n’est pas deux foix différentiable
en xq alors la matrice hessienne n’est pas nécessairement symétrique, comme
le montre le contre-exemple di a Peano :

WEY) G ) £0.0)

f(xmy) = 2+ y2
0 sinon
On en déduit :
eyl _ fellyl@+v)  lallyl (@)

212 - (@223 (a2 )2 T 2(a 4 y2)12 -

Lo, 2\1/2
= —(z° + — 0.
2( v) (z,y)—(0,0)

et donc f est différentiable en (0,0) de différentielle df o) = 0. Des rela-
tions : V(z,y) € R*\ {(0,0)},

212 2

on déduit :V(z,y) € R?\ {(0,0)},

of B 21 4%y
%(ﬂf,y)—y(l— >+ :

22 1 2 (22 + y2)2
of 22 439
ht'l — 1 et A
oy Y =7 (x2 +y? ) ICETE

Il en résulte :

lim + (a—f(o,y) - 8—i(o,o)) Cim 22 0, =i =Y = 1.

y=0y \ Ox

1.e.:




De méme :

lim = (%(x,()) _ 9, 0)) N

z—0 x \ Oy dy z—0 T Jy 0 1

le.:
0 f
0xdy

0 f
Oyox

(070) =1# (0,0),

donc la matrice hessienne de f en (0,0) n’est pas symétrique.

On rappelle les formules de Taylor a 'ordre 2.

Proposition 1.3.3 (Formule de Taylor avec reste intégral). Soit f : U C
R™ — R de classe C* sur un ouvert U de R™ et soit h € R" t.q. [xg, zo+h] C
U. Alors :

F(wo+ k) = F(zo) + (VF(xo) b + / (1= 0)(Vf(ao + th)h, hdt

Proposition 1.3.4 (Formule de Taylor avec reste de Lagrange). Soit f :
U cC R* = R de classe C* sur un ouvert U de R™ et soit h € R" t.q.
[xo, 20 + h] C U. On suppose que :

2 th)h, h
M = sup (V2 f (o +2 )b, 1) < +00.
te(0,1] HhH

Alors :
M
£+ 1) = Flao) = (9 F(a0), B)| < o [

2 Existence et unicité de la solution d’un
probleme d’optimisation

On peut retenir comme principe général que la compacité fournit des
résultats d’existence et la convexité un cadre favorable pour I'unicité.

Dans la suite, on étudie les fonctions convexes d’abord dans le cas par-
ticulier de la dimension finie. Dans la Section 2.3, on considere le cas plus
général des espaces de Hilbert.



2.1 Existence en dimension finie

Soit f: K C R™ — R continue. On considere le probleme :

i . 1

min f(z) (1)

Sans hypothese supplémentaire, ce probleme n’a pas de solution. Pour le
voir, il suffit de prendre f: z +— e et K =R.

Théoréme 2.1.1 (Existence en dimension finie). On suppose qu’il existe
zg € R" t.q. {z € R", f(x) < f(xo)} soit borné. Alors le probléme (1)
admet une solution globale.

Démonstration. On est ramené au probleme :

fg(lf(m) ot K:={zeR" flz)< flzy)}

Par hypothese, K est borné. De plus, K = f~'(] — oo, f(z0)]) est fermé
comme image réciproque par f continue du fermé | — oo, f(x)] de R. On
en déduit que K est compact et que f continue sur K est bornée sur K
et y atteint ses bornes. En effet, par hypothese, m := infz f > —oo donc
il existe une suite minimisante (x,)n>0 € KN, Comme K est compact, on
peut en extraire une suite convergente (Zy(y))n>0. Soit x* sa limite. Par
continuité de f :

im  f(zpm) = f(z7).

n—-+oo
Par construction :

donc f(x*) =inf .z f(x) = min, .z f(z). O

Remarque 6 (Deux remarques tres utiles en pratique...). Il reste a voir com-
ment le Théoreme 2.1.1 s’applique au probleme 1. On commence par rap-
peler que I’hypothese de dimension finie est fondamentale. Quand elle n’est
pas vérifiée, il est facile de construire des contre-exemples.

1. Si K est compact, la continuité de f permet de conclure directement.

2. Si K est fermé et si f est coercive, i.e. si f vérifie :

lim f(z) =400
[|[| =00

alors le Théoreme 2.1.1 s’applique.
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Remarque 7 (Semi-continuité inférieure). Le Théoreme 2.1.1 s’applique en-
core si on suppose seulement que f est semi-continue inférieurement sur K,
ie. si: V€ K, Va < f(z), f(Ja,+o0]) € V().

On montre que f est sci sur K ssi :

Va € R, f (] —o0,a]) estfermé dans R",

ou, de fagon équivalente, ssi : Vag € K, Ve > 0, il existe un voisinage V' de
Zo t.q. .
Vo eV, flao)—c < f(x)

en abrégé : f(zo) < liminf, ., f(z).

Démonstration. 11 suffit de remarquer que si z, —>+ x* alors f(z*) <
n—-+0oo

liminf, o f(2,). n

Exemple 2. Soit I C R un sous-ensemble quelconque et soit (f;);e; une
famille de fonctions linéaires de R™ dans R. On pose :

f(z) =sup fij(zx), VeeR™

jel

Alors f est semi-continue inférieurement. En effet : soit a € R. Par définition
de f: f~ (Jo, +00[) = Ujerf; ' (Jor, +00[) est ouvert comme réunion d’ou-
verts.

Exemple 3. Soit le probleme : min ek f(x,y) avec

flzy) =a'+y' —2°, K={(z,y) eR* z+y <4}

lim  f(z,y) = lim (2 +¢*) = +oo
l[(z,y)ll2—=+o00 ll(z,y)l|l2—+o0

i.e. f est coercive. Comme de plus, f est continue et K est fermé, on déduit
du Théoreme 2.1.1 que le probleme admet une solution.

Exemple 4. On considere une subdivision réguliere de [0, 1], soit :
u0:0<U1<"'<U/N+1:1,

définie par u; = ih, 0 < i < N+1, h = NLH, ou N > 1 est donné. Soit
(ui, 2;)1<i<y un nuage de points de R?. On pose 79 = 0, zy4; = 1. On

pose & = (z;)1<i<y € RY et on note f(z) la longueur de la courbe affine
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par morceuax passant par les points (u;, z;), i € [[0, N + 1]]. On montre
aisément que

ZE:\/ Ui4i — U z ($p+1—-$1 }IZEI\/l‘% ﬂ%+1 }

On s’intéresse au probleme

inf f(x). (2)

xRN

On remarque que : Vk € [[1, N + 1]],

k—
T
>h2‘ e Z|$z+1—$z|>|zxz+l_xz|_|xk|
i—0

i.e. : f(z) > ||7]|oo- Donc f est coercive. Comme de plus RY est fermé, on
déduit du Théoreme 2.1.1 que le probleme (2) admet une solution.

2.2 Unicité de 'optimum

La convexité fournit une condition suffisante d’unicité dans les problemes
d’optimum.

Définition 2.2.1 (Ensembles convexes et fonctions convexes). Un ensemble
K C R" est dit convexe s'il vérifie

V(z,y) € K*, Vte[0,1], tr+(1—-tyeK

Une fonction f: K C R" — R définie sur un ensemble convexe K C R" est
dite convexe si :

V(z,y) € K2, Vtelo,1], flta+(1—t)y) <tf(x)+(1-1)f(y).
Une fonction convexe f : K C R" — R est dite strictement convexe si
V(z,y) € K?, w#y=Vtel0,1] fltz+(1-t)y) <tf(x)+(1-1)f(y).

Théoréme 2.2.1 (Caractérisation des fonctions convexes régulieres).

1. Si f : R" — R est différentiable, les propositions suivantes sont
équivalentes.
(i) f est convere sur R™.
(ii) Yo,y € R, f(y) > f(z ) (Vf(z ) y— ).
(111) Vr,y € R*, (Vf(y) = Vf(z),y —x) > 0.
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2.8 f : R — R est différentiable, les propositions suivantes sont
équivalentes.
(i) f est strictement convexe sur R™.
(i) Vo,y € R, x £y = fly) > f(z) +(Vf(2),y — ).
(i1i) Yo,y e R*, v #y = (Vf(y) = Vf(z),y —x) > 0.
3. 81 f: R" = R est deux fois différentiable, les propositions suivantes
sont équivalentes.
(i) f est convexe sur R™.
(ii) Yz € R™, la matrice hessienne V2 f(z) est semi-définie positive.

Exemple 5 (Convexité d'une fonction quadratique). Soit A € M,,(R) une
matrice symétrique réelle d’ordre n, b € R™ un vecteur et soit ¢ € R. On
considere la fonction :

1
[R" =R, z+ f(z)= §<AZB,JZ> — (b,z) +c
En utilisant la symétrie de A, on obtient directement :
1
Ve, h e R", f(z+h)= f(x)+ (Az — b, h) + §<Ah,h>

ce qui conduit a :
1

Ah by ||A
<
Il

2[Al = 2

”
—0

|f(z+h) — f(z) — (Az — b, h)| = <

le. :
Vo, h € R",  dfy(h) = (Ax —b,h) = Vf(x) = Ax —b.
Il en résulte que V f est différentiable sur R", de différentielle définie par :
Vif(z) = A, Vo € R™
En particulier, on déduit de ce calcul et du Théoreme 2.2.1 que f est

convexe, resp. strictement convexe, ssi A est semi-définie positive, resp.
strictement définie positive.

Théoreme 2.2.2. On considere le probleme (1) avec f conveze et K convexe,
cventuellement de dimension infinie. Alors

1. Tout mininum local est global.

2. Si f est strictement convexe alors il y a au plus un minimum.

Démonstration. 1. On suppose que le probleme (1) admet une solution
x* et que cette solution est un minimum local. Il existe » > 0 t.q.

Vee K, |z—2a"|<r= f(z") < f(x).
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Soit x € K, || — 2*|| > r. On pose

_x*+r r—a*
A P

Par construction : .
ly— ol =% <.

De plus :
(o)
y=\l-si—=7 /% t o —=%
2|z — x| 2|z — x|
< L <1<1
2 —x*|| — 2

donc y € K par convexité de K. On en déduit, par hypothese sur z* :
f(z*) < f(y). De plus, par convexité de f sur K :

avec

0

,
2||z — 2]

r

fly) < <1 ) flz®) + mf(i)-

On en déduit :

f@ﬂé(l-—J;—)fwﬂ+——i—#@)¢¢

2|z — x| 2|z — 2]
= S O S g/ @ s S < f@.

Donc z* est un minimum global sur K.
. On suppose que f est strictement convexe sur K et qu’il y a deux
minima x; # 5. De 1., on déduit que f(z7) = f(x3) = ming f. Soit
t €]0,1[. Par hypothese : ] # x5 =

fltay + (1 =t)az) <tf(zy) + (1 =) f(23) = min f

avec tz} + (1 — t)xy € K par convexité de K. Contradiction.

2.3 Existence en dimension infinie

Dans ce paragraphe, on énonce un résultat d’existence en dimension

infinie dans le cas ou f vérifie une hypothese de convexité forte. Dans le
cas général, il est beaucoup plus difficile d’établir un résultat d’existence en
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dimension infinie. A titre d’exemple, on peut considérer 'espace de Hilbert
de dimension infinie défini par :

C(N) = {u = (tn)nz0, Y |un|” < +00}.

n>0

muni du produit scalaire : (z,y) = (z,y) = Y., 50 Ta¥n. On considere la
fonctionnelle f définie par :

Vo e A(N), f(z) = (||=]* -

+1

n>0

et on s’intéresse au probleme de minimisation :

inf .

On remarque immédiatement que f est coercive. En effet :

Vo e C(N), f(z) = (l=lI* —1)* —

llz]|—=+o0

Pourtant f n’admet pas de minimum sur /*(N). En effet : f > 0 et

$2

fl@)=0 < |l =1 et Y o =0=2,=0, Vn>0

n>0

ce qui contredit ||z|| = 1, donc f > 0 sur £*(N).
Soit 2™ € (?(N) la série définie par :

l'ggn):dk,n:{ ! .Sl k=mn,

0 sinon
On a : .
Vn > () (n)y — -

i.e. (z(™),>0 est une suite minimisante de ¢?(N).
On remarque que la suite (™), >0 est bornée mais non compacte dans

2(N).
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Dans ce qui suit, on étudie un cas d’existence en dimension infinie.

Définition 2.3.1 (Fonction a-ellitique). Soit V un espace de Hilbert, (-, )
un produit scalaire sur V. Soit K C V un convexe. Une fonction f : K — R
est dite fortement convexe ou uniformément convexe ou a-convexe ou «-
elliptique s'il existe « > 0 t.q. : V(x,y) € K2, Vt € [0,1],

flte + (1= t)y) < t(@) + (1= Of () = S0 =Dl — y|*

On vérifie immédiatement que 1'uniforme convexité entraine la stricte
convexité et donc la convexité. La convexité correspond au cas o = 0.

Exemple 6 (Liens entre les variantes de la convexité). On donne des
exemples élémentaires qui seront repris en détails dans la suite. En parti-
culier, on étudiera la convexité des formes quadratiques en dimension finie.

1. Les fonctions affines de R dans R sont convexes mais non strictement
convexes.

2. Une fonction a-elliptique est strictement convexe donc convexe.

3. La fonction f : 2 +— —Inx est strictement convexe sur |0, +oo[ mais
non elliptique. En effet, f est de classe C* sur |0, 400 et on a f"(z) =
x% > 0, Vx > 0. On raisonne par I’absurde en supposant qu’il existe
a>0t.q. vVt €|0,1], Va,y €]0, +o0],

—In(tx + (1 —t)y) < —tIn(x) — (1 —¢)In(y) — %t(l —t)|z — y|*.
Soit t €]0, 1] et soit y > 0. Alors : Vo > y,

Itz + (1 —t)y) - —tln(z) - (1 -t)In(y) «
e —yl> |z —y]?

avec

In(tr + (1 —t)y)  In(z) +1In(t) + =~

y
z Y
|z —y|? B |x|? (1—Q+0(% ) z—+oo 2

donc

(1) In(y)
—tIn(z) — (1—)In(y)  t) (1 e T O (m%x)))
|z —y|? 22 (1 -2 +0(Y))




tIn(z)

:B;\%ioo n x2
donc
lim —tIn(z) — (1 —t)In(y) _
T—>+00 ‘x — y‘2

On en déduit, quand x — +o00 :
0< —%t(l — 1)

en contradiction avec —§t(1 — ) < 0.

4. On vérifie aisément que x — 2% est ellitique de rapport o = 2. En
effet :

(tr+ (1 —t)y)* =tz + (1 —t)*y* — t(1 —t)(x — y)*.

Dans le cas ou f est réguliere, il existe des caractérisations de 'uniforme
convexité qui peuvent étre vues comme des conséquences du Théoreme 2.2.1.

Corollaire 2.3.1 (Caractérisation des fonctions uniformément convexes).

1. Si f 'V — R est différentiable, alors les propositions suivantes sont
équivalentes.
(i) f est a-elliptique.
(ii) V(x,y) € V2, fy) > f(x) + (Vf(z),y — z) + ]z — y*.
(iii) V(z,y) € V2, (Vf(y) = Vf(z),y —2) = §llz — y[*.
2. 81 f:V — R est deux fois différentiable, alors les propositions sui-
vantes sont équivalentes.
(i) f est a-elliptique.
(ii) Y(x,h) € V2, (V2 f(x)h, h) = o [h].

Exemple 7 (Uniforme convexité d'une fonction quadratique). Soit A €
M, (R) symétrique d’ordre n, soit b € R™ et soit ¢ € R. Soit f la fonction
quadratique définie par :

VeeR", f(x)= %(Ax,:@ — (b, x) + c.

On a vu dans I’Exemple 5 que f est convexe, resp. strictement convexe, ssi
A est semi-definie positive, resp. définie positive et que de plus V2 f(z) = A,
Vo € R". La matrice A étant symétrique, elle est diagonalisable dans une
base orthonormée de R, i.e. A se décompose sous la forme : A = UT DU
ou U € O, (R) est orthogonale et ou D est diagonale, formée par les valeurs
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propres A? < --- < A2 de A, avec la convention \; > 0, Vi € [[1,n]]. On en
déduit : Vh € R™,

(Ah,h) = (U" DU, h) = (DU, Uh) = > N (Uh); > AU

i=1

= Aln)?
UeOn(R)

d’olt on déduit que f est A-elliptique des que A\; > 0, i.e. des que A est
définie positive. Si h € R™\ {0} vérifie Ah = Ajh, alors (Ah, h) = \i||h|?

et donc (Ah. 1)
2 — min ~—2
Av= i g

i.e., A\? est la meilleure constante d’ellipticité de A.

Remarque 8. Si f : 'V — R est a-elliptique et différentiable, alors f est
coercive. En effet : soit (z,y) € V2 D’apres le Corollaire 2.3.1 :

fly) > f(x) +(Vf(z),y —x) + %Hy _ o=

y—x Q
— f(@) + e — 9 (<Vf<x>, —> £ 2y - xu)
EErTTAS
avec, pour = € R” fixé et ||y|| — 400 :

(z,v) 1
||y - xH = ||y\| (1 - +o| — ~ ||y||
1yl Nyl J ] llyll—+oo

‘<vm> y“"’H>\ < IVi@)|

Ny — 2

donc
) 2 @)+ Sl +o1) - =

[lyll—+oo
ie. : im0 f(y) = 400,
On est maintenant en mesure d’énoncer le résultat d’existence en di-

mension infinie annoncé dans l'introduction.

Théoreme 2.3.2. Soit K un conveze fermé non vide d’un espace de Hilbert

V' et soit f une fonction convexe continue sur K. Alors il existe un unique

minimum z* € K de f sur K et on a
Ve e K, |z—a2*?<

(f(x) = f(z")).

En particulier, toute suite minimisante de f sur K converge vers x*.
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Démonstration. La démonstration repose sur le résultat technique suivant :

Lemme 2.3.3. Soit f une fonction a-convexe sur K. Alors, il existe deux
constantes a; > 0, as € R t.q. :

Vee K, f(z)>allz|?*+ s

Démonstration du Lemme. C’est une conséquence du Théoreme de Hahn-
Banach géométrique appliqué a I’épigraphe de f noté £(f) et défini par :

) ={(Az) eRx K, f(x) < A}.

En effet, f étant convexe et continue, £( f) est fermé comme image réciproque
du fermé [04o0o[ de R par I'application continue (A, z) — A— f(z) et convexe
par suite de la convexité de f. Soit (Ao, z09) € R x K t.q. A\g < f(z). Alors
(Ao, z0) &€ E(f) et d’apreés le Théoreme de Hahn-Banach de séparation des
convexes compacts et des convexes fermés, il existe une forme linéaire conti-
nue qui sépare strictement E(f) et le singleton { (Ao, z9)} dans RxV au sens
suivant : il existe une forme linéaire continue L € V” et il existe (3,0) € R?
t.q. :(3)

V(A z) e &(f), BA+ L(x) > 3> B+ L(zo). (3)

En considérant A — 400 dans (3), on voit que 5 > 0 et en prenant z =
dans (3) on voit que # > 0. En remarquant que (f(z),z) € £(f), Vo € K,

on en déduit que
Vee K, pf(x)+ L(x)> 9.

De plus, 'uniforme convexité de f entraine alors, compte tenu de la linéarité

de L : V(z,y) € K?,

@)+ F) + 5(E) + D) — D — P

>
> Bf (xw) +L(x+y) > 6,
>0 2 2

Comme L est continue, il en résulte :

1 1
@)+ F@) + gLl + 5L0) > 5+ %~y
=54 22l — 2, ) + ) 2 6+ 2l — 2yl + ol

ie.:
L
) > Sl = (Sl + 1) ot 4.0 2 S+
ou C,C" € R sont des constantes indépendantes de x. O
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Du Lemme 2.3.3, on déduit que f est coercive, donc, K étant fermé par
hypothese, que le probleme infy f admet une solution dans K.
Soit (xp),>0 une suite minimisante. On a : ¥Yn,m > 0,

F(E) < o) + gfe) - Sl -l @

On en déduit, dans un premier temps :

mff < liminf f (MTW> < limsup f (w) <

m,n——+00 m,n——+oo 2

1 1
ol AU
< lim S f(en) + lim S f(n) = inf f

m—-+00

f (—xm i x") S inff.

2 mn—oo K

1.e. :

On obtient, en reportant dans (4) :

mff + hmlff |Zm — Zn|]? < 1nff+ lim sup ||z, — zn|]* < 1nff
m,n—

m,n——+00
= liminf [z, — z,[? < limsup ||z, — z,[|> <0
m,n—-+00 m,n—+00

donc :

lim |2, — 2,]|* =0
m,n—-+00

i.e. la suite (z,),>0 est de Cauchy dans V' complet, donc convergente vers
x* € V. Comme K est fermé, il en résulte que x, — a* € K, et par

n——+00
continuité de f : f(a*) = infg f.
On a d’autre part : Vn,p > 0,

xn+p + T,

«
sy = anl? + 1 (222

1 1
) < Ef(xn-i-p) + §f($n)
On en déduit, quand p — +oo : Vn > 0,

—Hx —xn\|2+1nff< 1nff+ f(xn) =

[0 9 X
— — < —
= Glle" =2l < (o)~ inf S
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Remarque 9. Le Théoreme 2.3.2 reste vrai si on suppose f semi-continue

inférieure. En effet, le méme raisonnement montre que z, — 2" € K
n—-+00

avec

inf f < f(2%) < liminf f(z,) = lm_f(w,) = inf f = f(27) = inf f.

li
n—-—+
3 Conditions d’optimalité. Optimisation
sans contrainte

Conformément au programme de I’Agrégation, on se limite au cas de la
dimension finie, laissant en remarques des prolongements pour le cas de la
dimension infinie.

Théoréme 3.0.1 (Inéquation d’Euler). Soit K C V wun sous-ensemble
convexe d’un espace de Hilbert V. Soit f : K — R différentiable sur K.
Si x est un minimum local de f sur K alors x est solution de l'inéquation
d’FEuler :

Vye K, (Vf(x),y—z)>0.

St de plus f est convexe alors x est un minimum global de f sur K.
Démonstration. Soit y € K. Par hypothese sur f, 'application
0:[0,1] =R, t— f((1—1t)z+ty)
est dérivable sur [0, 1], de dérivée donnée par :
e (0,1, @) = (VA((1— o +ty),y — ).

De plus ¢ admet un minimum local en t = 0, i.e. il existe r €]0,1] t.q. :

Vil elt) 2 ¢(0) = 1 (p(H) — 9(0)) 2 0

On en déduit : ]
lim —(p(t) — ¢(0)) = ¢'(0) > 0

t—0 t
ie. (Vf(x),y—az)>0.
On suppose que de plus f est convexe. Alors, d’apres le Théoreme 2.2.1 :

Ve K, [fly)=[flz)+(Vf(x),y—2) > f(z)

i.e. z est un minimum global. O
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3.1 Conditions d’optimalité. Optimisation
sans contrainte

Sot f:R™ — R. On considere le probleme :

min f(z). (5)

zeR™

On se propose d’étudier la généralisation au cas de la dimension n > 2 de
la condition suffisante classique en dimension 1.

Théoréme 3.1.1 (Conditions nécessaires). Soit x* € R™ solution du probléme
(5).
1. Si f est différentiable en x*, alors V f(x*) = 0 et x* est appelé point
stationnaire ou critique.

2. Si f est deuz fois différentiable en x*, alors la matrice V?f(x*) est
semi-définie positive.

Démonstration. 1. Onsuppose f différentiable en 2* solution de (5). Soit
x € R™. Alors I'application

p:R=>R, t— f((1—t)x" +tx) (6)

admet un minimum en ¢ = 0 et est dérivable en t = 0, de dérivée
définie par : ¢'(0) = (V f(z*),z —2*). On a :

vt €]0, oo, ; >0
donc ® 0
. t) — (0
/ =] %l________ >
#(0) t—lgl+ t 20

On a de méme : On a :
Vt €] — 00, 0],

donc
t) — (0
t—0~ t
Vf(x*),z —a*) = 0. Ceci étant
) =0.

ce qui entraine que ¢'(0) = 0, i.e. (
vrai Vo € R”, il en résulte que V f(z
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2. On suppose f deux fois différentiable en z*. Soit z € R™. Alors ¢
définie par (6) admet une dérivée seconde en t = 0 définie par :

0"(0) = (V*f(2")(z — a"), 2 — 2”).

De plus : 2
p(t) = ¢(0) +t¢'(0) + %90"(0) + o(t?)
oo 0+ 560 +oft) 2 9(0)

Si ¢"(0) # 0, alors p(t) ~ ¢(0) + %@”(O) et ¢©”(0) + o(1) > 0, donc
¢©"(0) > 0. On en déduit que ¢”(0) > 0 en général, i.e.

(V2f(z*)(x — %),z — 2*) > 0.

Ceci étant vrai Vr € R”, il en résulte que V2f(z*) est semi-définie
positive.
]

Remarque 10. 1. Si f est deux fois différentiable en z*, la hessienne en
r* n'est pas en général définie positive. Par exemple, si f(z) = 2,
alors f atteint son minimum absolu sur R en z =0 et f(0) = 0.

2. Le Théoréme 3.1.1 fournit des conditions nécessaires mais non suffi-
santes. En effet, si f(x) = 2*, alors f/(0) = f”(0) = 0 et f n’a pas de
minimum sur R.

Théoréme 3.1.2 (Conditions suffisantes). Soit f : R" — R deux fois
différentiable en x* t.q. V f(x*) = 0. On suppose en outre que :
(1) soit V2f(z*) est définie positive ;
(ii) soit f est deux fois différentiable dans un voisinage de x*, de hes-
sienne semi-définie positive dans ce voisinage.
Alors x* est un minimum local pour f.

Démonstration. (i) Soit z € R™, x # a*, et soit
e:R=>R, )= f((1-1t)x"+tx).
Alors ¢ est deux fois dérivable en 0 et on a :
¢'(0) =(V[f(z"),z —a") =0
p"(0) = (V*f(a")(z —a"), 2 —2") > 0
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On en déduit :

1.e. :

Donc il existe n > 0 t.q.

p(t) > ¢(0), Vte]l—nnl=1In

ie.:
f((1=t)x" +tx) > f(z*), Vtel,.
(ii) Par hypothese, f est deux fois différentiablke dans un voisinage V.
de x*. Soit r > 0 t.q. B(x*,r) C V- et soit x € B(z*,r) \ {z*} :
0 < ||z —z*|| < r. Avec les mémes notations que dans (i), ¢ est deux
fois différentiable dans un voisinage I, de 0 défini par :

. r
tel, < |t||lz—a"||<r < te

— , =:1,.
[l — [ ||z — 2]
Soit t € I,.. De la formule d’Euler-Mac Laurin, on déduit qu’il existe
Ct € [x tq
2 t2

o(t) = »(0) +t¢'(0) + 5s0”(ct) = ¢(0) + 59@”(@5) > ¢(0).

On obtient un résultat optimal dans le cas convexe.

Théoréme 3.1.3 (Cas convexe. Condition nécessaire et suffisante.). Soit
[ R* = R conveze et différentiable sur R™. Une CNS pour que x* € R"
soit un minimum local (et donc global) de f est que x* soit un point critique
de [ i.e. vérifie :

Vf(®)=0.

Démonstration. = Soit z* € R™ un point critique de f sur R™. D’apres la
caractérisation des fonctions convexes du Théoréeme 2.2.1 :

Ve eR"  fz) = f(a") + (Vf(2%), = 2%) = f(z7)

i.e., 2* est un minimum global de f sur R".
<« Inversement on suppose que f admet un minimum local en z*. Alors
Vf(xz*) =0 d’apres le Théoreme 3.1.1. O
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3.2 Minimisation d’une fonctionnelle
quadratique. Optimisation sans
contrainte

Soit A € M, (R) une matrice carrée réelle symétrique, soit b € R" et
soit ¢ € R. On définit la fonctionnelle quadratique (somme d’une forme
quadratique et d’une fonction affine)

1
f:R"— R, mr—>§<Ax,a:>—(b,m>+c

et on considere le probleme de minimisation :

min f(z).
Dans I’Exemple 5, on a montré que f est deux fois différentiable sur R", de
différentielle définie par le gradient : V f(x) = Az — b, de matrice hessienne
constante V2f(z) = A. En particulier, f est convexe ssi A est semi-définie
positive.

On en déduit que si A est semi-définie positive, alors f admet un mini-
mum local (et donc global) sil existe 2* € R™ solution de Az* = b, ce qui
est réalisé ssi b € Im(A) avec, en dimension finie : Im(A) = Ker(A”)+ =
Ker(A)*.

Dans le cas général ou A est symétrique réelle, A et digonalisable dans
une bon, i.e. il existe U € O,(R) orthogonale t.q. A = UTDU avec D
diagonale formée des valeurs propres de A, soit :

On distingue plusieurs cas suivant le signe de la plus petite valeur propre

A
(i) Si Ay <0, soit u; € R™ t.q. Au; = Aug et |Jug]| =1. On a: Vit € R,

2 A (t— (b, “1>>2+ (b, u1)*

tuy) = =X — (b = —
avec lim;_, . ‘t — % =400 =
tl}inoof(tU1) -
donc infg. f = —oc0 et le probleme (5) n’a pas de solution.
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(i) Si Ay =0 et b ¢ Ker(A)*, alors il existe u € Ker(A) t.q. (b,u) # 0.
On a:VteR,
f(tu) = —t(b,u) + c.

On peut supposer, quitte a remplacer u par —u, que (b, u) > 0. Alors

tE£2m1f<tu) == ;é%;(f(x) -
et le probleme (5) n’a pas de solution. Autrement dit, A étant semi-
définie positive, f est convexe non minorée sur R”. En particulier,
I’équation Ax = b n’a pas de solution i.e. f n’a pas de point critique,
car b ¢ (Ker(A)*.

(iii) Si Ay = 0 et b € (Ker(A))*, alors on remarque que (Ker(A4))+ =
Im(AT) = Im(A) i.e. Péquation des points critiques Az = b est
bien posée et admet une infinité de solutions. Plus précisément, b €
Ker(A)t =Im(A) = Jz* € R" t.q. b= Az* et alors

Az =b <= Az —2") =0 <= z € 2"+ Ker(A).

Soit alors © € R™ et soit x = 2’ + 2" la décomposition de = dans la
somme directe R" = Ker(A4) @ Ker(A)*. On a

(Az,z) = (Ax" x) = (2" Az) = (Az", 2")

et
b € Ker(A)* = (b,z) = (b, 2").

Donc f(x) = f(z") et on en déduit que infcrn f(2) = inf e ker(ayr f(2).
Or A\ = 0 = V2f(x) = A est semi-définie positive, Vo € R", donc

f est convexe et tout minimum local est un minimum global. De
plus, I'équation V f(z) =0 <= Ax = b admet une unique solution

x* dans (Ker(A))t. On en déduit que les solutions du probleme (5)
sont les vecteurs de la forme * + x, x € Ker(A) ot «* est I'unique
solution de

Az* =0 et z* € (Ker(A))* .

Le calcul montre directement que :

nf [(@) = f(a") = —3 (b,2") e
(iv) SiA; > 0, alors Im(A) = R™ et I'équation Az = b admet une unique
solution z*. De plus A est définie positive donc f est (strictement)
convexe et ¥ = A7 est 'unique solution du probleme (5). On a

inf f(z)=f(z*) = —%(b, A7) +c.

z€R™
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