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1 Rappels de calcul différentiel

1.1 Différentielle

Définition 1.1.1 (Différentiabilité). Soit E et F' deux evns et soit U C F
un ouvert de E. Une application f : U — F est dite différentiable en
ro € U §'il existe une application linéaire continue f, € L(E,F) appelée
la différentielle de f en z¢ t.q.

fim I1f(x) — f(x0) = fr,(x — x0)l

=0
=g |z — 0|

o F(2) = f(wo) + 11y (x — 70) + ol — zo]]).

cette derniere écriture signifiant que f admet un DL d’ordre 1 au voisinage
de xg.

Remarque 1. 1. En dimension infinie, la différentiabilité d’une applica-
tion dépend du choix de la norme utilisée, contrairement au cas de la
dimension finie ol toutes les normes sont équivalentes.

2. Par définition de la différentiabilité, la différentielle f; : £ — I en
un point xg est continue sur E. Si en outre 'application résultante
f' U — L(E,F), v — f!, est continue sur U , alors f est dite de
classe C! sur U.



3.

Si on a montré que f est différentiable en xg, le calcul pratique de
' (h) pour h € E donné s’effectue grace a la formule

b () —ti L0 1) = T o)

zo t—0 t

En toute rigueur, ce calcul donne la dérivée directionnelle de f en x,
ou différentielle au sens de Gateaux de f en xg dans la direction h. Des
définitions, il résulte immédiatement que si f est différentiable en zq,
alors elle admet une dérivéee directionnelle dans toutes les directions
alors que la réciproque est fausse.

En résumé :

f

de classe C! en zy = f est différentiable en zo = f de classe C° en x

4

f dérivable en xy suivant toutes les directions

Exemple 1 (Contre-exemple). L’application f définie par

5173

si xF# —y,
flx,y) =19 z+vy 7Y
0 sinon

admet une dérivée en (0,0) suivant toutes les directions de R? mais n’est
pas continue en (0, 0)

Soit A € R*. On a : V(z,y) € R?, z # —v,
23
flay) =+ = y=~ -z
donc
lim f(z,y) =A#0.
(2,5)—(0,0), y=5 —z

De plus, V(z,y) € R, x # —y,

tr,t
VteR*,  f(tw,ty) = 2 f(x,y) = %l—{% Stz ty) xt, y) =0=: fo0 (2, ¥)

Défi

nition 1.1.2 (Différentiabilité d’ordre supérieur). On dit que f : U C

E — F est deux fois différentiable sur U si f est différentiable sur U de
différenielle f’ différentiable sur U et on note :

la di

=", V,zelU

xT

fférentielle de ' en x € U, appelée différentielle d’ordre 2 en z € U.

Alors, on dit que f est de classe C? sur U si f” est continue sur U.
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Théoreme 1.1.1 (Schwartz). Si f : U C R — F admet une différentielle
d’ordre 2 sur U, alors pour tout x € U, Uapplication fI! : E x E — F est
une forme bilinéaire symétrique sur £ X E a valeurs dans F.

Démonstration. On peut définir les applications :
f""UCE—LEF) e f'":UcCFE—LELE,F)).

Doit x € U. Par définition : f/ € L(E,L(E,F)) et donc hy — fI(hy) €
L(E, F) est définie, linéaire et continue sur £. De méme, pour tout hy € E,
I'application hy — f2(hy)(h) € F est définie, linéaire et continue sur FE.
Finalement, I'application (hy, ha) — fI/(h1)(he2) € F est définie, bilinéaire
et continue sur £ X E, et on note :

fi(hashe) = f()(h2),  ¥(hi,he) € E%.
Il reste & monrer que f est symétrique. Soit (hy, he) € E% On pose :
Agp(h1, ho) = f(z + by + ha) = f(x + 1) = f(x + ha) + f(2).

On a:
Ag(hi, he) = (f(x +hi + he) — f(x + M) = (f(z + he) — f(z)) =

= fran (ha) = fi(ha) + o(l|hal]) = £/ (1, ha) + o(\/[[Bal|* + || ha]?).

De méme :
Ag(hi,hy) = (f(x 4 hy + he) — f(z 4+ h2)) = (f(x + h1) — f(z)) =

= foin (h2) = fo(ha) £ o([[hall) = f7(h2, ha) + o(\/[hal]* + [h2]]?)-

Il en résulte :
i (hy, he) = f;/(hl,hg), Vhi,hy € E.

T

]

Définition 1.1.3. Soit L£o(E, F) 'ensemble des formes bilinéaires symétriques
sur £ x E a valeurs dans F. Par récurrence sur n > 1, on note L,(FE, F)
I’ensemble des formes n-linéaires symétriques sur E" avaleurs dans F et on
définit et on note f™ € L,(E, F) la différentielle d’ordre n de f. Obn dit
que f:U C E — F est de classe C" sur U si f est n fois différentiable sur
U et si f™ est continue sur U.



Remarque 2. Soit H un espace de Hilbert et soit f : H — R différentiable
en ry € H. Alors, d’apres le Théoreme de Riesz, il existe V f(zg) € H,
appelé le gradient de f en wo, t.q. : f, (h) = (Vf(20),h)u, Yh € H, et le
DL de f au voisnage de x( devient :

f(xo+h) = f(xo) + f1,(h) + o(l|hll ) = f(x0) + (V. (z0), W) + ol[|A]l ).

Si en outre f est deux fois différentiable en xy € H, alors il existe V2 f(xq) €
L(H,H) t.q.:

fao (R, hy) = (V¥ (20)h1, ha)v, Yhi, hy € H.

En dimension finie, 'endomorphisme V?f(zo) € L(H, H) s’identifie & la
matrice hessienne de f en xg.

1.2 Application de la différentielle

Proposition 1.2.1. On suppose que f : U C E — F est de classe C™"tY)
surU. Soit x € U et soith € E t.q. [x,x+h] C U. Alors, le développement
de Taylor de f en x avec reste intégral est défini par :

"1 Ya=v"
o h) = 1)+ 3 gy [ O by o
—_ !
k=1 ::fék).hk 0

Démonstration. On pose :
o(t) :== f(x+th), Vtel0,1].
Alors, ¢ € C™*1(]0,1[, F) et on a :

p(0) = fz), @)= f(z+h)

et
W (t) = f8, - 1F, Yk € [[0,n 4 1)),

T

On conclut en appliquant la formule de Taylor a ¢ en t = 0. O]

Proposition 1.2.2. On suppose que f: U C E — F est différentiable sur
U. Si f admet un extremum en a € U, alors f, = 0.

Démonstration. Soit r > 0 t.q. B(a,r) C U et soit u € E, |lu]| = 1. On
pose :
o(t) == fla+tu), Vte][-rr].
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Alors ¢ est dérivable sur | — r,r[, de dérivée définie par :

Qpl(t) = ft;—i-tu(u)’ vt E] -, 7“[.

De plus, ¢ admet un extremum en t = 0, donc ¢'(0) =0, i.e.

falu) = 0.

Ceci étant vrai pour tout u € E t.q. ||u]| = 1, on en déduit, par linéarité de
fi sur E, que :
fi(h)=0, VhekFE.

a

O

Définition 1.2.1. Si f : U C E — F est différentiable sur U, on appelle
point critique de f tout € U vérifiant f, = 0.

Remarque 3. Si f : U C E — F est différentiable sur U, ’ensemble de ses
points critiques ne coincide pas en général avec celui de ses extrema.

Proposition 1.2.3. Soit E = RY. On suppose que f : U C RY — R admet
une différentielle d’ordre 2 sur U et que a € U est un point critique de f.
Si fI est définie positive alors a est un minimum local de f.

Démonstration. Si f! est définie positive alors elle définit un produit sca-
laire sur E. Soit (eq, - - - , ex) une base orthonormée pour f”. Soit r > 0 t.q.
B(a,r) C U etsoit h=> ., hie; € B(0,r). On a :

fla+h) = fla)+ fi' - h* +o([|h]]*)
avec

N
2 2 2
fl-nP=>"hlflel
=1

Soit a = minl¥, f”-e?>0.On a :
fla+h) = fa)+ £ - 1* +o(|[n]]*)
>[Ik

et donc :
fla+h) — f(a)

17212
On en déduit que pour ¢ €]0, r| suffisamment petit :
fla+h)— f(a)

1722

> a+o(l).

> % >0, Vhe B0,e).



Proposition 1.2.4. On suppose que f : U C RY — R est de classe C? sur
U et que a € U est un point critique de f. Si fI! > 0 dans un voisinage de
a, alors a est un minimum local de f.

Démonstration. Soit r > 0 t.q. B(a,r) C U et f!! > 0 dans B(a,r). Soit
h € B(0,7). On a :

1
fath)=f(a)+ / (L= 1)~ W2t > f(a).

>0
[l

Remarque 4 (Différentiabilité d’ordre supérieur). Si V' est un espace de
Hilbert et si f : V — R est supposée différentiable en zo € V, d’apres le
Théoreme de Riesz, il existe V f(zg) € V, appelé le gradient de f en o,
t.q. : dfy,(h) = (Vf(z0), h)v, Vh € V, conformément au DL : Vh € V,

f(@o +h) = f(xo) + dfay(h) + o([[hllv) = f(x0) + (V[ (20), h)v + ol[[h]lv).

On dit que f est deux fois différentiable en 2 € Vsidf : U C V —
L(V,R) = V' ~ V est différentiable en g, i.e. s’il existe une application
linéaire continue L,, € L(V,V) t.q. :

dfsgre = dfay + Lao (&) + o(lI€]]) = dfa + d° fu(§) + o([IE]])
en posant d?f,, = Ly, i.e. :

V f(xo+&) = Vf(xo) + V2 f(0)& + o([[€]lv)

en utilisant la notation d’endomorphisme V2 f(x¢)¢ := d? f,,(£) avec V2 f(z0) €
L(V,V). On en déduit le DL a l'ordre 2 en xy :

1
F@o+ 1) = flwo) +(Vf (o), )y + Z(V*F(x0)h h)v + o([[A[[},)
ot (h,&) = (V2 f(xo)h, &)y est une forme bilinéaire continue sur V' x V.
En dimension finie, I'endomorphisme V2 f(xq) € £(V,V) s’identifie & la
matrice hessienne de f en xg.

1.3 Cas particulier de la dimension finie

Dans la suite, on note (eq,--- ,e,) la base canonique de R™ et on munit
R™ de sa structure euclidienne usuelle.



Proposition 1.3.1. Soit f : U C R* — R. Si f est différentiable sur U,
alors sa différentielle est donnée par :

£ =3 hig () = (V5 (@), )

ou Vf(x) € R" est appelé le gradient de f en x et est défini par ses com-
posantes :
_9f

n 81‘1"
Démonstration. Soit x € U et soit r > 0 t.q. B(z,r) C U. Soit h € B(0,r),

fl@+h) = f(z)+ fo.(h) + o(|[n]])

1=1

Vf(x):

’-..7n_

avec .
falh) = 3 hifile).
Soit i € [[1,n]]. On a : Vh €] —r,r[, h # 0.
f(@+ he;) = f(x) + hf,(e:) + o(|h])

et donc

+o(1) = tim LEFRe) = fl@) _ OF

h h—>0 h ~ Oy ().

O

Proposition 1.3.2. Soit f : U C R" — R. Si f est deux fois différentiable
sur U, alors sa différentielle d’ordre 2 est donnée par :

F(u,v) = Zu%u — (V?f(a)u, )

ou la latrice symétrique V> f(x) € R™™ est appelé la matrice hessienne de

f en x et est définie par ses composantes :

__of
(9xi8:vj ’

V2f(x); i,j=1,---,n.

Démonstration. Soit x € U et soit r > 0 t.q. B(z,r) C U. Soit h € B(0,r),
fla+h) = fz) + folh) + f7 - 1* +o(||R]]*)
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avec

fe - h? = Z hihjfg,c/<€iaej)'

1,7=1

Soit 7, j € [[1,n]]. En particulier :
Frn(er) = foles) + fil(ei, h) + o([|A]])
et donc : YA €] — 7,7, h #0,
i, (€i) = file:) + hf; (i, €5) + o(|R]).

Il en résulte :

f;’(ei,ej) _ Jathe (ei])l— fa(es) +o(1) = }lg% x—i—hej(eil)l_ fa(€:)
1 /of of  \  of

]

Définition 1.3.1 (Fonction de classe C*). Soit i € [[1,n]] et soit k > 2.
Soit U un ouvert de R” et soit f: U C R* — R.

1. On dit que f admet une dérivée partielle d’indice @ en x( si f admet
une dérivée directionnelle en xy dans la direction de e;.

2. On dit que f est de classe C¥ sur U si toutes ses dérivées partielles
jusqu’a 'ordre k existent et sont continues sur U.

Remarque 5 (Contre-exemple de Peano). Si f n’est pas deux foix différentiable
en xq alors la matrice hessienne n’est pas nécessairement symétrique, comme
le montre le contre-exemple du a Peano :

2 _ 2
flx,y) = % si (z,y) #(0,0),
0 sinon

On en déduit :

[yl _ Jellyl@® +v?) ellyl (@ 4y

ViR T @R @) T 2 )R

1 2 2\1/2
= —(x" + — 0.
2( Y ) (z,y)—(0,0)



et donc f est différentiable en (0,0) de différentielle dfo) = 0. Des rela-
tions : V(z,y) € R*\ {(0,0)},

21 222
flz,y) =y (1—m) =y (m—l)

on déduit :V(z,y) € R*\ {(0,0)},
of 29/ 4?3
%(I’y):y<1_:v2+y2) (22 +y2)*’
of 222 4a3y?
By Y =7 <x2 v 1) (a2 +y2)?

Il en résulte :

lim (g(o,y) - a—i(@,@)) — lim 1a—f(o,y) — lim 7 = —1.

y—0y \ Ox o y—0 4 O b0y
ie.: a2f
m(0,0) =1
De méme :
1 (of of . 1af oz
alclir(l)g (8—y(x,()) a_y(oao)) —aljgl(l);a—y(di,())—al;g%;_l.
le.: o "

donc la matrice hessienne de f en (0,0) n’est pas symétrique.

On rappelle les formules de Taylor a 'ordre 2.

Proposition 1.3.3 (Formule de Taylor avec reste intégral). Soit f : U C
R™ — R de classe C* sur un ouvert U de R™ et soit h € R" t.q. [xg, zo+h] C
U. Alors :

F(wo+ k) = F(zo) + (VF(xo) h) + / (1= 0)(Vf(zo + th)h, hdt

Proposition 1.3.4 (Formule de Taylor avec reste de Lagrange). Soit f :
U c R* = R de classe C? sur un ouvert U de R™ et soit h € R" t.q.
(o, 20 + h] C U. On suppose que :

[(V2f (o + th)h, h)]

M := sup < +00.
te(0,1] HhH2

Alors : M
£+ ) = flwo) — (9 f(wo), B)] < 1Bl
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2 Existence et unicité de la solution d’un
probleme d’optimisation

On peut retenir comme principe général que la compacité fournit des
résultats d’existence et la convexité un cadre favorable pour I'unicité.

2.1 Existence en dimension finie

Soit f: K C R™ — R continue. On considere le probleme :

i . 1

min f(z) (1)

Sans hypothese supplémentaire, ce probleme n’a pas de solution. Pour le
voir, il suffit de prendre f : z +— e et K = R.

Théoréme 2.1.1 (Existence en dimension finie). On suppose qu’il existe
rg € R" t.q. {z € R", f(x) < f(xo)} soit borné. Alors le probléme (1)
admet une solution globale.

Démonstration. On est ramené au probleme :

min f(z) ot K :={z R, f(z) < f(zo)}.

zeK

Par hypothése, K est borné. De plus, K = F7Y] — oo, f(xg)]) est fermé
comme image réciproque par f continue du fermé | — oo, f(xy)] de R. On
en déduit que K est compact et que f continue sur K est bornée sur K
et y atteint ses bornes. En effet, par hypothese, m := inf; f > —oo donc
il existe une suite minimisante (x,)n,>0 € KN, Comme K est compact, on
peut en extraire une suite convergente (xw(n))nZO- Soit z* sa limite. Par
continuité de f :

lim f(zym) = f(z7).

n—-+4oo
Par construction :

donc f(z*) =inf .z f(x) = min, z f(z). O

Remarque 6 (Deux remarques tres utiles en pratique...). Il reste a voir com-
ment le Théoreme 2.1.1 s’applique au probleme 1. On commence par rap-
peler que I'’hypothese de dimension finie est fondamentale. Quand elle n’est
pas vérifiée, il est facile de construire des contre-exemples.
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1. Si K est compact, la continuité de f permet de conclure directement.

2. Si K est fermé et si f est coercive, i.e. si f vérifie :

lim f(z) = +o0
l|#]|—=+o0

alors le Théoreme 2.1.1 s’applique.

Remarque 7 (Semi-continuité inférieure). Le Théoreme 2.1.1 s’applique en-
core si on suppose seulement que f est semi-continue inférieurement sur K,
ie. si:Vry € K, Va < f(xg), [ (o, +o0]) € V(xo).

On montre que f est sci sur K ssi :

Va €R, f (] —o00,a]) estfermé dans R",

ou, de fagon équivalente, ssi : Vxg € K, Ve > 0, il existe un voisinage V' de
o t.q. .
Ve eV, fl(zo) —e < f(z),

en abrégé : f(zo) < liminf, ., f(z).

Démonstration. 11 suffit de remarquer que si x, — z* alors f(z*) <
n—-+o0o

liminf, o f(z,). O

Exemple 2. Soit I C R un sous-ensemble quelconque et soit (f;);e; une
famille de fonctions linéaires de R™ dans R. On pose :

f(x) =sup fj(z), VreR"™

jel

Alors f est semi-continue inférieurement. En effet : soit o € R. Par définition
de f: [ (o, +oo|) = Ujelfj_l(]oz, +0o0[) est ouvert comme réunion d’ou-
verts.

Exemple 3. Soit le probleme : min ek f(x,y) avec
flr,y) =2t +y* —a? K={(z,y) eR* x+y <4},

lim  f(z,y)= lim (2* +¢*) = +o0
| (@,y)[l2—+o00 Il (z,y)[l2—+00

i.e. f est coercive. Comme de plus, f est continue et K est fermé, on déduit
du Théoreme 2.1.1 que le probleme admet une solution.
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Exemple 4. On considere une subdivision réguliere de [0, 1], soit :
U0:O<U1<"'<UN+1:1,

définie par u; = th, 0 < i < N+ 1, h = N+L1> ou N > 1 est donné. Soit
(ui, T;)1<i<y un nuage de points de R% On pose 2o = 0, xy,; = 1. On
pose z = (z;)1<i<y € RY et on note f(z) la longueur de la courbe affine
par morceuax passant par les points (u;, z;), i € [[0, N + 1]]. On montre
aisément que

fx) = Z \/(UH—z —w)? 4 (T — )% = hz \/1 + (x”lh—;%)Q

On s’intéresse au probleme
inf f(x). (2)

xzeRN

On remarque que : Vk € [[1, N + 1]],

k—1 k—1 k—1
f@) 2 h Y T N ) 23 (e 0] =
1=0 =0 i=0

i.e. : f(z) > ||7]|oo- Donc f est coercive. Comme de plus RY est fermé, on
déduit du Théoreme 2.1.1 que le probleme (2) admet une solution.

2.2 Unicité de 'optimum

La convexité fournit une condition suffisante d’unicité dans les problemes
d’optimum.

Définition 2.2.1 (Ensembles convexes et fonctions convexes). Un ensemble
K C R" est dit convexe s'il vérifie

V(z,y) € K*, Vte|0,1], tr+(1—-tyekK

Une fonction f: K C R™ — R définie sur un ensemble convexe K C R" est
dite convexe si :

V(z,y) € K2, Vtel0,1], flta+(1—t)y) <tf(x)+(1—1)f(y).
Une fonction convexe f : K C R™ — R est dite strictement convexe si

12



Théoreme 2.2.1 (Caractérisation des fonctions convexes régulieres).

1. St f : R* — R est différentiable, les propositions suivantes sont

équivalentes.
(i) f est convexe sur R™.
(i) Y,y € R, f(y) > f(x) +(Vf(z),y — ).

2. 81 f : R" — R est différentiable, les propositions suivantes sont

équivalentes.

(i) f est strictement convexe sur R™.

(i) Yo,y e R", w £y = f(y) > f(x) +(V[(z),y — x).
(iii) Vr,y € R", x #y = (Vf(y) = V[f(z),y —x) > 0.

3. 81 f: R” = R est deux fois différentiable, les propositions suivantes

sont équivalentes.
(i) f est convexe sur R™.

(ii) Yz € R", la matrice hessienne V2 f(z) est semi-définie positive.

Démonstration. 1. (i) = (i7) : On pose :

Vie[0,1], o) = F((1—t)z +ty).

Par hypothese sur f, ¢ est dérivable sur [0, 1], de dérivée donnée par

vie[0,1], () =(V(1-t)z+ty),y— =)
De plus, la définition de la convexité entraine directement :
vt e[0,1], (t) = @t + (1 —1)0) <tp(1) + (1 —1)p(0).
On en déduit :
V0. 1], p(1) 2 9(0) + 1 (o) — £(0)
puis, quand ¢t — 07 :
p(1) Z ¢(0) +£'(0)

ie. (ii) :
fly) = f(0) +(Vf(x),y — ).

(17) = (i17) Par hypothese :

fly) = f@) +(Vf(z),y—x) et f(x)>fly)+(Vf(y),r—y)

13



d’ou, par linéarité du produit scalaire :
(Vf(x),y—z) < fly) = f(z) <{Vf(y),y — )
= (Vf(x),y —2) <(V[(y),y — )
ie. (iii).

(1i1) = (7) Soit t, s €]0, 1], t # s. Par hypothese sur f, ¢ est continue
sur [0, 1] et dérivable sur ]0,1[. On a :

(VA =tz +ty) = V(1 = s)z +sy), (t = s)(y - x)<(%) 0
- (t = 5)(e!(t) = /() 2 0.
Cela donne, en divisant par [t — s[> > 0 :
¢'(t) — ¢'(s)
t—s

>0

i.e. ¢’ est croissante sur |0, 1].
Soit t €]0,1[. On a :

FA =tz +ty) — (1 =1)f(x) = tf(y) = o(t) = (1 = 1)p(0) — t(1)

= (1 =8)(e(t) = ¢(0)) + tp(t) — ¢(1))
Du Théoréme des valeurs intermédiaires on déduit qu'’il existe u €]0, ¢[

et s €]t, 1] t.q. :

o(t) — p(0) = te'(u), @(t) —p(1) = (t = 1)¢'(s).

On en déduit :

F(A =tz +ty) — (L=1)f(z) = tf(y) = (1 = )t(o'(u) — ¢ (s))

<0
. (i) = (4i). On suppose f strictement convexe. Soit s,t €]0, 1] et soit
r,y € R", x #y. On a

o(1) < (1= )p(0) + (1) = LW =#(0)

= 20220 <o) - 0(0)
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De méme :

plst) < (1=8)p(0)+sp(t) 5 D EE < B < (1) —(0),

On en déduit, quand s — 07 :

ie. (ii).

(17) = (i17) Soit x # y. Par hypothese :

fly) > flx) +(Vf(z),y —z) et f(z)> fly) +(Vf(y),z—y)

(V@ —1) < f) — f(@) < (V) — )
donc

(Vf(x),y—x) <(Vf(y),y—x)
ie. (iii).

(i1i) = (i) Soit t €]0,1[. Par le méme raisonnement que dans 1.,
il existe u €]0,t[ et s €]t,1] t.q., en posant w = (1 — w)z + wy,
z=(1—=38)z+sy:

(A=t)f(x)+if(y) = f(A=)z+ty) +(A-t)(Vf(w) =V [(2),2—y) =

=0 (9 () =V () w—2) > F((1—ta-+ty).

S — U (id)

= f(1—t)z+ty)+

. (i) = (i1) D’apres le Théoreme de Schwartz, f étant deux fois différentiable
sur R™, sa matrice hessienne est symétrique en tout point de R™. Par
hypothese, ¢ est deux fois dérivable, de dérivée seconde donnée par :

vt € [0,1],

@' (t) = (V2 f((1=t)a+ty) (y—x), y—z) = (V> f(z)(y—2), y—x) = ¢"(0)

avec
1

"(0) = lim —(¢'(t) — ¢(0)).

t—0+ ¢

On remarque que, par hypothese :
1, , 1
VEED, 1], (@)~ @) = VA1~ t)a-+ty) =V (x).y=) > 0
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donc, en passant a la limite quand ¢t — 07 : ¢”(0) > 0, i.e. (ii).
(11) = (i) Soit z,y € R™. Par hypothese,

vte[0.1], ¢"(t) =(VAf((1 -tz +1y)(y —x),y —x) >0,
donc ¢’ est croissante sur [0,1]. On en déduit, ¢ étant de classe C!

sur [0, 1] :

MD=d®+AwﬁW2¢@+¢@

o ) > F(@) + (V(2).y - ).

De 1., on déduit que f est convexe, i.e. (i).
]

Corollaire 2.2.2. Si f : U C R" — R est convexe et différentiable sur U,
alors tout point critique a € U est un minimum local.

Exemple 5 (Convexité d'une fonction quadratique). Soit A € M,,(R) une
matrice symétrique réelle d’ordre n, b € R™ un vecteur et soit ¢ € R. On
considere la fonction :

1
R R, o f(z)= §<A:L‘,I'> — (b,z) + ¢
En utilisant la symétrie de A, on obtient directement :
1
Ve, h € R",  f(x+h)= f(z)+ (Az —b,h) + §<Ah, h)

ce qui conduit a :

1

Co2al T2

[
1]l = 0

i.e. :

Ve, h € R",  df,(h) = (Az —b,h) = Vf(x) = Az —b.

Il en résulte que V f est différentiable sur R", de différentielle définie par :
Vif(z) = A, Vo € R™.

En particulier, on déduit de ce calcul et du Théoreme 2.2.1 que f est
convexe, resp. strictement convexe, ssi A est semi-définie positive, resp.
strictement définie positive.
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Théoreme 2.2.3. On considere le probleme (1) avec f conveze et K convexe,
cventuellement de dimension infinie. Alors

1. Tout mininum local est global.

2. Si f est strictement convexe alors il y a au plus un minimum.

Démonstration. 1. On suppose que le probleme (1) admet une solution
x* et que cette solution est un minimum local. 1l existe » > 0 t.q.

Ve e K, |lz—2"| <r= f(z¥) < f(x).

Soit x € K, ||z — z*|| > r. On pose

*+r T—T
y=z S »
2|z — 2
Par construction :

ly—a'll=5 <7
De plus :

(=g e) =+ o
y= g% Tl ="

2|z — 2| 2l|lz — ||

avec

T 1
I< —— < =-<«1
2 —x*|| — 2

donc y € K par convexité de K. On en déduit, par hypothese sur z* :
f(x*) < f(y). De plus, par convexité de f sur K :

)5+

T T

fly) < (1— f(x).

On en déduit :

2|l — 2|l 2|l — 2|l

r

1)< (15 (”+ﬂﬁizﬁf“>¢j

r
= o [0 S g7 f(2) = [f(z") < fl2).
2| — 2| 2||9€ || r>0
Donc z* est un minimum global sur K.

2. On suppose que f est strictement convexe sur K et qu’il y a deux
minima 7 # x3. De 1., on déduit que f(x}) = f(x3) = ming f. Soit
t €0, 1[. Par hypothese : =} # x5 =

fltay + (1 =t)ap) < tf(zy) + (1 =) f(r3) = min f

avec tz} + (1 — t)ay € K par convexité de K. Contradiction.
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2.3 Existence en dimension infinie

Dans ce paragraphe, on énonce un résultat d’existence en dimension
infinie dans le cas ou f vérifie une hypotheése de convexité forte. Dans le
cas général, il est beaucoup plus difficile d’établir un résultat d’existence en
dimension infinie. A titre d’exemple, on peut considérer ’espace de Hilbert
de dimension infinie défini par :

C(N) = {u= (up)nz0, Y |un|* < +00}.

n>0

muni du produit scalaire : (z,y) = (2,y) = >, 5 TnYn. On considere la
fonctionnelle f définie par :

Vo e A(N), f(z) = (|||’ - +Z +1

et on s’intéresse au probleme de minimisation :

inf .

On remarque immédiatement que f est coercive. En effet :

Ve e ON), f@) 2 (ol -1 =

Pourtant f n’admet pas de minimum sur ¢*(N). En effet : f > 0 et

1'2

f(z)=0 < |z||=1 et Zn" =0=u2,=0, Yn>0

n>0

ce qui contredit |z|l = 1, donc f > 0 sur ¢*(N).
Soit 2™ € (2(N) la série définie par :

I](Cn) _ 6k;7n _ { 1 .Sl k = n,

0 sinon
On a: .
Vn >0 )y = —

i.e. (1(™),50 est une suite minimisante de ¢?(N).
On remarque que la suite (™), > est bornée mais non compacte dans
2(N).
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