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1 Rappels de calcul di↵érentiel

1.1 Di↵érentielle

Définition 1.1.1 (Di↵érentiabilité). Soit E et F deux evns et soit U ⇢ E

un ouvert de E. Une application f : U ! F est dite di↵érentiable en
x0 2 U s’il existe une application linéaire continue f

0

x0
2 L(E,F ) appelée

la di↵érentielle de f en x0 t.q.

lim
x!x0

kf(x)� f(x0)� f
0

x0
(x� x0)k

kx� x0k
= 0

i.e. :
f(x) = f(x0) + f

0

x0
(x� x0) + o(kx� x0k).

cette dernière écriture signifiant que f admet un DL d’ordre 1 au voisinage
de x0.

Remarque 1. 1. En dimension infinie, la di↵érentiabilité d’une applica-
tion dépend du choix de la norme utilisée, contrairement au cas de la
dimension finie où toutes les normes sont équivalentes.

2. Par définition de la di↵érentiabilité, la di↵érentielle f
0

x0
: E ! F en

un point x0 est continue sur E. Si en outre l’application résultante
f
0 : U ! L(E,F ), x 7! f

0

x
, est continue sur U , alors f est dite de

classe C
1 sur U .
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3. Si on a montré que f est di↵érentiable en x0, le calcul pratique de
f
0

x0
(h) pour h 2 E donné s’e↵ectue grâce à la formule

f
0

x0
(h) = lim

t!0

f(x0 + th)� f(x0)

t
.

En toute rigueur, ce calcul donne la dérivée directionnelle de f en x0,
ou di↵érentielle au sens de Gâteaux de f en x0 dans la direction h. Des
définitions, il résulte immédiatement que si f est di↵érentiable en x0,
alors elle admet une dérivéee directionnelle dans toutes les directions
alors que la réciproque est fausse.

En résumé :
f de classe C1 en x0 ) f est di↵érentiable en x0 ) f de classe C0 en x0

+

f dérivable en x0 suivant toutes les directions

Exemple 1 (Contre-exemple). L’application f définie par

f(x, y) =

8
<

:

x
3

x+ y
si x 6= �y,

0 sinon

admet une dérivée en (0, 0) suivant toutes les directions de R2 mais n’est
pas continue en (0, 0)

Soit � 2 R⇤. On a : 8(x, y) 2 R2, x 6= �y,

f(x, y) = � () y =
x
3

�
� x

donc
lim

(x,y)!(0,0), y=x3

� �x

f(x, y) = � 6= 0.

De plus, 8(x, y) 2 R2, x 6= �y,

8t 2 R⇤
, f(tx, ty) = t

2
f(x, y) ) lim

t!0

f(tx, ty)

t
= 0 =: f 0

(0,0)(x, y).

Définition 1.1.2 (Di↵érentiabilité d’ordre supérieur). On dit que f : U ⇢

E ! F est deux fois di↵érentiable sur U si f est di↵érentiable sur U de
di↵érenielle f

0 di↵érentiable sur U et on note :

f
00

x
:= (f 0)0

x
, 8, x 2 U

la di↵érentielle de f
0 en x 2 U , appelée di↵érentielle d’ordre 2 en x 2 U .

Alors, on dit que f est de classe C
2 sur U si f 00 est continue sur U .
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Théorème 1.1.1 (Schwartz). Si f : U ⇢ R ! F admet une di↵érentielle
d’ordre 2 sur U , alors pour tout x 2 U , l’application f

00

x
: E ⇥ E ! F est

une forme bilinéaire symétrique sur E ⇥ E à valeurs dans F .

Démonstration. On peut définir les applications :

f
0 : U ⇢ E ! L(E,F ) et f

00 : U ⇢ E ! L(E,L(E,F )).

Doit x 2 U . Par définition : f 00

x
2 L(E,L(E,F )) et donc h1 7! f

00

x
(h1) 2

L(E,F ) est définie, linéaire et continue sur E. De même, pour tout h1 2 E,
l’application h2 7! f

00

x
(h1)(h2) 2 F est définie, linéaire et continue sur E.

Finalement, l’application (h1, h2) 7! f
00

x
(h1)(h2) 2 F est définie, bilinéaire

et continue sur E ⇥ E, et on note :

f
00

x
(h1, h2) := f

00

x
(h1)(h2), 8(h1, h2) 2 E

2
.

Il reste à monrer que f
0

x
est symétrique. Soit (h1, h2) 2 E

2. On pose :

Ax(h1, h2) := f(x+ h1 + h2)� f(x+ h1)� f(x+ h2) + f(x).

On a :

Ax(h1, h2) = (f(x+ h1 + h2)� f(x+ h1))� (f(x+ h2)� f(x)) =

= f
0

x+h1
(h2)� f

0

x
(h2) + o(kh2k) = f

00

x
(h1, h2) + o(

p
kh1k

2 + kh2k
2).

De même :

Ax(h1, h2) = (f(x+ h1 + h2)� f(x+ h2))� (f(x+ h1)� f(x)) =

= f
0

x+h1
(h2)� f

0

x
(h2) + o(kh2k) = f

00

x
(h2, h1) + o(

p
kh1k

2 + kh2k
2).

Il en résulte :
f
00

x
(h1, h2) = f

00

x
(h1, h2), 8h1, h2 2 E.

Définition 1.1.3. Soit L2(E,F ) l’ensemble des formes bilinéaires symétriques
sur E ⇥ E à valeurs dans F . Par récurrence sur n � 1, on note Ln(E,F )
l’ensemble des formes n-linéaires symétriques sur En àvaleurs dans F et on
définit et on note f

(n)
2 Ln(E,F ) la di↵érentielle d’ordre n de f . Obn dit

que f : U ⇢ E ! F est de classe C
n sur U si f est n fois di↵érentiable sur

U et si f (n) est continue sur U .
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Remarque 2. Soit H un espace de Hilbert et soit f : H ! R di↵érentiable
en x0 2 H. Alors, d’après le Théorème de Riesz, il existe rf(x0) 2 H,
appelé le gradient de f en x0, t.q. : f 0

x0
(h) = hrf(x0), hiH , 8h 2 H, et le

DL de f au voisnage de x0 devient :

f(x0 + h) = f(x0) + f
0

x0
(h) + o(khkH) = f(x0) + hrf(x0), hiH + o(khkH).

Si en outre f est deux fois di↵érentiable en x0 2 H, alors il existe r2
f(x0) 2

L(H,H) t.q. :

f
00

x0
(h1, h2) = hr

f (x0)h1, h2iV , 8h1, h2 2 H.

En dimension finie, l’endomorphisme r
2
f(x0) 2 L(H,H) s’identifie à la

matrice hessienne de f en x0.

1.2 Application de la di↵érentielle

Proposition 1.2.1. On suppose que f : U ⇢ E ! F est de classe C
(n+1)

sur U . Soit x 2 U et soit h 2 E t.q. [x, x+h] ⇢ U . Alors, le développement
de Taylor de f en x avec reste intégral est défini par :

f(x+ h) = f(x) +
nX

k=1

1

k0
f
(k)
x

(h, · · · , h)| {z }
:=f

(k)
x ·hk

+

Z 1

0

(1� t)n

n!
f
(n+1)
x+th

dt · h
n+1

Démonstration. On pose :

'(t) := f(x+ th), 8t 2 [0, 1].

Alors, ' 2 C
(n+1)(]0, 1[, F ) et on a :

'(0) = f(x), '(1) = f(x+ h)

et
'
(k)(t) = f

(k)
x+th

· h
k
, 8k 2 [[0, n+ 1]].

On conclut en appliquant la formule de Taylor à ' en t = 0.

Proposition 1.2.2. On suppose que f : U ⇢ E ! F est di↵érentiable sur
U . Si f admet un extremum en a 2 U , alors f

0

a
= 0.

Démonstration. Soit r > 0 t.q. B(a, r) ⇢ U et soit u 2 E, kuk = 1. On
pose :

'(t) := f(a+ tu), 8t 2 [�r, r].

4



Alors ' est dérivable sur ]� r, r[, de dérivée définie par :

'
0(t) = f

0

a+tu
(u), 8t 2]� r, r[.

De plus, ' admet un extremum en t = 0, donc '
0(0) = 0, i.e.

f
0

a
(u) = 0.

Ceci étant vrai pour tout u 2 E t.q. kuk = 1, on en déduit, par linéarité de
f
0

a
sur E, que :

f
0

a
(h) = 0, 8h 2 E.

Définition 1.2.1. Si f : U ⇢ E ! F est di↵érentiable sur U , on appelle
point critique de f tout x 2 U vérifiant f 0

x
= 0.

Remarque 3. Si f : U ⇢ E ! F est di↵érentiable sur U , l’ensemble de ses
points critiques ne cöıncide pas en général avec celui de ses extrema.

Proposition 1.2.3. On suppose que f : U ⇢ E ! R admet une di↵érentielle
d’ordre 2 sur U et que a 2 U est un point critique de f . Si f 00

a
est définie

positive alors a est un minimum local de f .

Démonstration. Soit r > 0 t.q. B(a, r) ⇢ U et soit h 2 B(0, r). On pose :

'(t) = f(a+ th), 8t 2]� r, r[.

Alors, ' est deux fois dérivable sur ]� r, r[ et on a :

'(t) = '(0) +

Z
t

0

'
0(s)ds, 8t 2]� r, r[.

De plus : '00(0) = f
00

a
· h

2
> 0, donc il existe " 2]0, r[, t.q. '0 soit croussnate

sur ]� ", "[. Soit |t| < ". Si 0 < t < ", alors
Z

t

0

'
0(s)ds � t'

0(0) = 0 ) '(t) � '(0).

Si �" < t < 0, alors

'(t) = '(0)�

Z 0

t

'
0(s)ds

avec Z 0

t

'
0(s)ds  �t'

0(0) = 0

donc '(t) � '(0). Finalmentn dans tous les cas :

'(t) � '(0), 8t 2]� ", "[,

i.e. a est un minimum local de f .
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Remarque 4. Si E = RN est de dimension finie et si f 00

a
est définie positive

alors elle définit un produit scalaire sur E. Soit (e1, · · · , eN) une base ortho-
normée pour f 00

a
. Soit r > 0 t.q. B(a, r) ⇢ U et soit h =

P
N

i=1 hiei 2 B(0, r).
On a, si a est en outre un point critique de f :

f(a+ h) = f(a) + f
00

a
· h

2 + o(khk2)

avec

f
00

a
· h

2 =
NX

i=1

h
2
i
f
00

a
· e

2
i
.

Soit ↵ = minN

i=1 f
00

a
· e

2
i
> 0. On a :

f(a+ h) = f(a) + f
00

a
· h

2

| {z }
�khk2↵

+ o(khk2)

et donc :
f(a+ h)� f(a)

khk2
� ↵ + o(1).

On en déduit que pour " 2]0, r[ su�samment petit :

f(a+ h)� f(a)

khk2
�

↵

2
> 0, 8h 2 B(0, ").

Proposition 1.2.4. On suppose que f : U ⇢ E ! R est de classe C
2 sur

U et que a 2 U est un point critique de f . Si f 00

x
� 0 dans un voisinage de

a, alors a est un minimum local de f .

Démonstration. Soit r > 0 t.q. B(a, r) ⇢ U et f
00

x
� 0 dans B(a, r). Soit

h 2 B(0, r). On a :

fa+ h) = f(a) +

Z 1

0

(1� t)f 00

a+th
· h

2

| {z }
�0

dt � f(a).

Remarque 5 (Di↵érentiabilité d’ordre supérieur). Si V est un espace de
Hilbert et si f : V ! R est supposée di↵érentiable en x0 2 V , d’après le
Théorème de Riesz, il existe rf(x0) 2 V , appelé le gradient de f en x0,
t.q. : dfx0(h) = hrf(x0), hiV , 8h 2 V , conformément au DL : 8h 2 V ,

f(x0 + h) = f(x0) + dfx0(h) + o(khkV ) = f(x0) + hrf(x0), hiV + o(khkV ).
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On dit que f est deux fois di↵érentiable en x0 2 V si df : U ⇢ V !

L(V,R) = V
0
⇠ V est di↵érentiable en x0, i.e. s’il existe une application

linéaire continue Lx0 2 L(V, V ) t.q. :

dfx0+⇠ = dfx0 + Lx0(⇠) + o(k⇠k) = dfx0 + d
2
fx0(⇠) + o(k⇠k)

en posant d2fx0 := Lx0 , i.e. :

rf(x0 + ⇠) = rf(x0) +r
2
f(x0)⇠ + o(k⇠kV )

en utilisant la notation d’endomorphismer2
f(x0)⇠ := d

2
fx0(⇠) avecr

2
f(x0) 2

L(V, V ). On en déduit le DL à l’ordre 2 en x0 :

f(x0 + h) = f(x0) + hrf(x0), hiV +
1

2
hr

2
f(x0)h, hiV + o(khk2

V
)

où (h, ⇠) 7! hr
2
f(x0)h, ⇠iV est une forme bilinéaire continue sur V ⇥ V .

En dimension finie, l’endomorphisme r
2
f(x0) 2 L(V, V ) s’identifie à la

matrice hessienne de f en x0.

1.3 Cas particulier de la dimension finie

Dans la suite, on note (e1, · · · , en) la base canonique de Rn et on munit
Rn de sa structure euclidienne usuelle.

Proposition 1.3.1. Soit f : U ⇢ Rn
! R. Si f est di↵érentiable sur U ,

alors sa di↵érentielle est donnée par :

f
0

x
(h) =

nX

i=1

hi

@f

@xi

(x) =: hrf(x), hi

où rf(x) 2 Rn est appelé le gradient de f en x et est défini par ses com-
posantes :

rf(x)i =
@f

@xi

, i = 1, · · · , n.

Démonstration. Soit x 2 U et soit r > 0 t.q. B(x, r) ⇢ U . Soit h 2 B(0, r),

f(x+ h) = f(x) + f
0

x
(h) + o(khk)

avec

f
0

x
(h) =

nX

i=1

hif
0

x
(ei).
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Soit i 2 [[1, n]]. On a : 8h 2]� r, r[, h 6= 0.

f(x+ hei) = f(x) + hf
0

x
(ei) + o(|h|)

et donc

f
0

x
(ei) =

f(x+ hei)� f(x)

h
+ o(1) := lim

h!0

f(x+ hei)� f(x)

h
=

@f

@xi

(x).

Proposition 1.3.2. Soit f : U ⇢ Rn
! R. Si f est deux fois di↵érentiable

sur U , alors sa di↵érentielle d’ordre 2 est donnée par :

f
00

x
(u, v) =

nX

i=1

uivj
@
2
f

@xi@xj

(x) =: hr2
f(x)u, vi

où la latrice symétrique r
2
f(x) 2 Rn⇥n est appelé la matrice hessienne de

f en x et est définie par ses composantes :

r
2
f(x)ij =

@
2
f

@xi@xj

, i, j = 1, · · · , n.

Démonstration. Soit x 2 U et soit r > 0 t.q. B(x, r) ⇢ U . Soit h 2 B(0, r),

f(x+ h) = f(x) + f
0

x
(h) + f

00

x
· h

2 + o(khk2)

avec

f
00

x
· h

2 =
nX

i,j=1

hihjf
00

x
(ei, ej).

Soit i, j 2 [[1, n]]. En particulier :

f
0

x+h
(ei) = f

0

x
(ei) + f

00

x
(ei, h) + o(khk)

et donc : 8h 2]� r, r[, h 6= 0,

f
0

x+hej
(ei) = f

0

x
(ei) + hf

00

x
(ei, ej) + o(|h|).

Il en résulte :

f
00

x
(ei, ej) =

f
0

x+hej
(ei)� f

0

x
(ei)

h
+ o(1) = lim

h!0

f
0

x+hej
(ei)� f

0

x
(ei)

h

= lim
h!0

1

h

✓
@f

@xi

(x+ hej)�
@f

@xi

(x)

◆
=

@
2
f

@xi@xj

(x)
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Définition 1.3.1 (Fonction de classe C
k). Soit i 2 [[1, n]] et soit k � 2.

Soit U un ouvert de Rn et soit f : U ⇢ Rn
! R.

1. On dit que f admet une dérivée partielle d’indice i en x0 si f admet
une dérivée directionnelle en x0 dans la direction de ei.

2. On dit que f est de classe C
k sur U si toutes ses dérivées partielles

jusqu’à l’ordre k existent et sont continues sur U .

Remarque 6 (Contre-exemple de Peano). Si f n’est pas deux foix di↵érentiable
en x0 alors la matrice hessienne n’est pas nécessairement symétrique, comme
le montre le contre-exemple dû à Peano :

f(x, y) =

8
<

:

xy(x2
� y

2)

x2 + y2
si (x, y) 6= (0, 0),

0 sinon

On en déduit :

|f(x, y)|p
x2 + y2


|x||y|(x2 + y

2)

(x2 + y2)3/2
=

|x||y|

(x2 + y2)1/2


(x2 + y
2)

2(x2 + y2)1/2
=

=
1

2
(x2 + y

2)1/2 !
(x,y)!(0,0)

0.

et donc f est di↵érentiable en (0, 0) de di↵érentielle df(0,0) = 0. Des rela-
tions : 8(x, y) 2 R2

\ {(0, 0)},

f(x, y) = xy

✓
1�

2y2

x2 + y2

◆
= xy

✓
2x2

x2 + y2
� 1

◆

on déduit :8(x, y) 2 R2
\ {(0, 0)},

@f

@x
(x, y) = y

✓
1�

2y2

x2 + y2

◆
+

4x2
y
3

(x2 + y2)2
,

@f

@y
(x, y) = x

✓
2x2

x2 + y2
� 1

◆
+

4x3
y
2

(x2 + y2)2
.

Il en résulte :

lim
y!0

1

y

✓
@f

@x
(0, y)�

@f

@x
(0, 0)

◆
= lim

y!0

1

y

@f

@x
(0, y) = lim

y!0

�y

y
= �1.

i.e. :
@
2
f

@y@x
(0, 0) = �1.
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De même :

lim
x!0

1

x

✓
@f

@y
(x, 0)�

@f

@y
(0, 0)

◆
= lim

x!0

1

x

@f

@y
(x, 0) = lim

x!0

x

x
= 1.

i.e. :
@
2
f

@x@y
(0, 0) = 1 6=

@
2
f

@y@x
(0, 0),

donc la matrice hessienne de f en (0, 0) n’est pas symétrique.

On rappelle les formules de Taylor à l’ordre 2.

Proposition 1.3.3 (Formule de Taylor avec reste intégral). Soit f : U ⇢

Rn
! R de classe C2 sur un ouvert U de Rn et soit h 2 Rn t.q. [x0, x0+h] ⇢

U . Alors :

f(x0 + h) = f(x0) + hrf(x0), hi+

Z 1

0

(1� t)hr2
f(x0 + th)h, hidt

Proposition 1.3.4 (Formule de Taylor avec reste de Lagrange). Soit f :
U ⇢ Rn

! R de classe C
2 sur un ouvert U de Rn et soit h 2 Rn t.q.

[x0, x0 + h] ⇢ U . On suppose que :

M := sup
t2[0,1]

|hr
2
f(x0 + th)h, hi|

khk2
< +1.

Alors :

|f(x0 + h)� f(x0)� hrf(x0), hi| 
M

2
khk

2
.

2 Existence et unicité de la solution d’un

problème d’optimisation

On peut retenir comme principe général que la compacité fournit des
résultats d’existence et la convexité un cadre favorable pour l’unicité.

2.1 Existence en dimension finie

Soit f : K ⇢ Rn
! R continue. On considère le problème :

min
x2K

f(x). (1)

Sans hypothèse supplémentaire, ce problème n’a pas de solution. Pour le
voir, il su�t de prendre f : x 7! e

x et K = R.
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Théorème 2.1.1 (Existence en dimension finie). On suppose qu’il existe
x0 2 Rn t.q. {x 2 Rn

, f(x)  f(x0)} soit borné. Alors le problème (1)
admet une solution globale.

Démonstration. On est ramené au problème :

min
x2K̃

f(x) où K̃ := {x 2 Rn
, f(x)  f(x0)}.

Par hypothèse, K̃ est borné. De plus, K̃ = f
�1(] � 1, f(x0)]) est fermé

comme image réciproque par f continue du fermé ] � 1, f(x0)] de R. On
en déduit que K̃ est compact et que f continue sur K̃ est bornée sur K̃

et y atteint ses bornes. En e↵et, par hypothèse, m := inf
K̃
f > �1 donc

il existe une suite minimisante (xn)n�0 2 K̃
N. Comme K̃ est compact, on

peut en extraire une suite convergente (x'(n))n�0. Soit x
⇤ sa limite. Par

continuité de f :
lim

n!+1

f(x'(n)) = f(x⇤).

Par construction :
lim

n!+1

f(x'(n)) = m

donc f(x⇤) = inf
x2K̃

f(x) = min
x2K̃

f(x).

Remarque 7 (Deux remarques très utiles en pratique...). Il reste à voir com-
ment le Théorème 2.1.1 s’applique au problème 1. On commence par rap-
peler que l’hypothèse de dimension finie est fondamentale. Quand elle n’est
pas vérifiée, il est facile de construire des contre-exemples.

1. Si K est compact, la continuité de f permet de conclure directement.

2. Si K est fermé et si f est coercive, i.e. si f vérifie :

lim
kxk!+1

f(x) = +1

alors le Théorème 2.1.1 s’applique.

Remarque 8 (Semi-continuité inférieure). Le Théorème 2.1.1 s’applique en-
core si on suppose seulement que f est semi-continue inférieurement sur K,
i.e. si : 8x0 2 K, 8↵ < f(x0), f�1(]↵,+1[) 2 V(x0).

On montre que f est sci sur K ssi :

8↵ 2 R, f
�1(]�1,↵]) est fermé dans Rn

,

ou, de façon équivalente, ssi : 8x0 2 K, 8" > 0, il existe un voisinage V de
x0 t.q. :

8x 2 V, f(x0)� "  f(x),

en abrégé : f(x0)  lim infx!x0 f(x).

11



Démonstration. Il su�t de remarquer que si xn !
n!+1

x
⇤ alors f(x⇤) 

lim infn!+1 f(xn).

Exemple 2. Soit I ⇢ R un sous-ensemble quelconque et soit (fj)j2I une
famille de fonctions linéaires de Rn dans R. On pose :

f(x) = sup
j2I

fj(x), 8x 2 Rn
.

Alors f est semi-continue inférieurement. En e↵et : soit ↵ 2 R. Par définition
de f : f�1(]↵,+1[) = [j2If

�1
j

(]↵,+1[) est ouvert comme réunion d’ou-
verts.

Exemple 3. Soit le problème : min(x,y)2K f(x, y) avec

f(x, y) = x
4 + y

4
� x

2
, K = {(x, y) 2 R2

, x+ y  4}.

On a :
lim

k(x,y)k2!+1

f(x, y) = lim
k(x,y)k2!+1

(x4 + y
4) = +1

i.e. f est coercive. Comme de plus, f est continue et K est fermé, on déduit
du Théorème 2.1.1 que le problème admet une solution.

Exemple 4. On considère une subdivision régulière de [0, 1], soit :

u0 = 0 < u1 < · · · < uN+1 = 1,

définie par ui = ih, 0  i  N + 1, h = 1
N+1 , où N � 1 est donné. Soit

(ui, xi)1iN un nuage de points de R2. On pose x0 = 0, xN+1 = 1. On
pose x = (xi)1iN 2 RN et on note f(x) la longueur de la courbe a�ne
par morceuax passant par les points (ui, xi), i 2 [[0, N + 1]]. On montre
aisément que

f(x) =
NX

i=0

p
(ui+i � ui)2 + (xi+1 � xi)2 = h

NX

i=0

r
1 +

(xi+1 � xi)2

h2
.

On s’intéresse au problème
inf

x2RN
f(x). (2)

On remarque que : 8k 2 [[1, N + 1]],

f(x) � h

k�1X

i=0

|xi+1 � xi|

h
=

k�1X

i=0

|xi+1 � xi| � |

k�1X

i=0

(xi+1 � xi)| = |xk|,

i.e. : f(x) � kxk1. Donc f est coercive. Comme de plus RN est fermé, on
déduit du Théorème 2.1.1 que le problème (2) admet une solution.
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2.2 Unicité de l’optimum

La convexité fournit une condition su�sante d’unicité dans les problèmes
d’optimum.

Définition 2.2.1 (Ensembles convexes et fonctions convexes). Un ensemble
K ⇢ Rn est dit convexe s’il vérifie

8(x, y) 2 K
2
, 8t 2 [0, 1], tx+ (1� t)y 2 K

Une fonction f : K ⇢ Rn
! R définie sur un ensemble convexe K ⇢ Rn est

dite convexe si :

8(x, y) 2 K
2
, 8t 2 [0, 1], f(tx+ (1� t)y)  tf(x) + (1� t)f(y).

Une fonction convexe f : K ⇢ Rn
! R est dite strictement convexe si

8(x, y) 2 K
2
, x 6= y ) 8t 2]0, 1[, f(tx+(1� t)y) < tf(x)+ (1� t)f(y).

Théorème 2.2.1 (Caractérisation des fonctions convexes régulières).

1. Si f : Rn
! R est di↵érentiable, les propositions suivantes sont

équivalentes.
(i) f est convexe sur Rn.
(ii) 8x, y 2 Rn, f(y) � f(x) + hrf(x), y � xi.
(iii) 8x, y 2 Rn, hrf(y)�rf(x), y � xi � 0.

2. Si f : Rn
! R est di↵érentiable, les propositions suivantes sont

équivalentes.
(i) f est strictement convexe sur Rn.
(ii) 8x, y 2 Rn, x 6= y ) f(y) > f(x) + hrf(x), y � xi.
(iii) 8x, y 2 Rn, x 6= y ) hrf(y)�rf(x), y � xi > 0.

3. Si f : Rn
! R est deux fois di↵érentiable, les propositions suivantes

sont équivalentes.
(i) f est convexe sur Rn.
(ii) 8x 2 Rn, la matrice hessienne r

2
f(x) est semi-définie positive.

Démonstration. 1. (i) ) (ii) : On pose :

8t 2 [0, 1], '(t) = f((1� t)x+ ty).

Par hypothèse sur f , ' est dérivable sur [0, 1], de dérivée donnée par

8t 2 [0, 1], '
0(t) = hrf((1� t)x+ ty), y � xi.
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De plus, la définition de la convexité entrâıne directement :

8t 2 [0, 1], '(t) = '(t+ (1� t)0)  t'(1) + (1� t)'(0). (3)

On en déduit :

8t 2]0, 1], '(1) � '(0) +
1

t
('(t)� '(0))

puis, quand t ! 0+ :

'(1) � '(0) + '
0(0) (4)

i.e. (ii) :
f(y) � f(0) + hrf(x), y � xi.

(ii) ) (iii) Par hypothèse :

f(y) � f(x) + hrf(x), y � xi et f(x) � f(y) + hrf(y), x� yi

d’où, par linéarité du produit scalaire :

hrf(x), y � xi  f(y)� f(x)  hrf(y), y � xi

) hrf(x), y � xi  hrf(y), y � xi

i.e. (iii).

(iii) ) (i) Soit t, s 2]0, 1[, t 6= s. Par hypothèse sur f , ' est continue
sur [0, 1] et dérivable sur ]0, 1[. On a :

hrf((1� t)x+ ty)�rf((1� s)x+ sy), (t� s)(y � x)h �
(iii)

0

i.e. :
(t� s)('0(t)� '

0(s)) � 0.

Cela donne, en divisant par |t� s|
2
> 0 :

'
0(t)� '

0(s)

t� s
> 0

i.e. '0 est croissante sur ]0, 1[.

Soit t 2]0, 1[. On a :

f((1� t)x+ ty)� (1� t)f(x)� tf(y) = '(t)� (1� t)'(0)� t'(1)

= (1� t)('(t)� '(0)) + t('(t)� '(1))

14



Du Théorème des valeurs intermédiaires on déduit qu’il existe u 2]0, t[
et s 2]t, 1[ t.q. :

'(t)� '(0) = t'
0(u), '(t)� '(1) = (t� 1)'0(s).

On en déduit :

f((1� t)x+ ty)� (1� t)f(x)� tf(y) = (1� t)t| {z }
�0

('0(u)� '
0(s))| {z }

0

 0

2. (i) ) (ii). On suppose f strictement convexe. Soit s, t 2]0, 1[ et soit
x, y 2 Rn, x 6= y. On a

'(t) < (1� t)'(0) + t'(1) )
t>0

'(t)� '(0)

t
< '(1)� '(0).

De même :

'(st) < (1�s)'(0)+s'(t) )
s>0

'(st)� '(0)

st
<

'(t)� '(0)

t
< '(1)�'(0).

On en déduit, quand s ! 0+ :

'
0(0) 

'(t)� '(0)

t
< '(1)� '(0)

i.e. (ii).

(ii) ) (iii) Soit x 6= y. Par hypothèse :

f(y) > f(x) + hrf(x), y � xi et f(x) > f(y) + hrf(y), x� yi

i.e. :
hrf(x), y � xi < f(y)� f(x) < hrf(y), y � xi

donc
hrf(x), y � xi < hrf(y), y � xi

i.e. (iii).

(iii) ) (i) Soit t 2]0, 1[. Par le même raisonnement que dans 1.,
il existe u 2]0, t[ et s 2]t, 1[ t.q., en posant w = (1 � u)x + uy,
z = (1� s)x+ sy :

(1�t)f(x)+tf(y) = f((1�t)x+ty)+t(1�t)hrf(w)�rf(z), x�yi =

= f((1�t)x+ty)+
t(1� t)

s� u
hrf(w)�rf(z), w�zi >

(iii)
f((1�t)x+ty).
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3. (i) ) (ii) D’après le Théorème de Schwartz, f étant deux fois di↵érentiable
sur Rn, sa matrice hessienne est symétrique en tout point de Rn. Par
hypothèse, ' est deux fois dérivable, de dérivée seconde donnée par :
8t 2 [0, 1],

'
00(t) = hr

2
f((1�t)x+ty)(y�x), y�xi ) hr

2
f(x)(y�x), y�xi = '

00(0)

avec

'
00(0) = lim

t!0+

1

t
('0(t)� '

0(0)).

On remarque que, par hypothèse :

8t 2]0, 1],
1

t
('0(t)�'

0(0)) =
1

t
hrf((1�t)x+ty)�rf(x), y�xi � 0

donc, en passant à la limite quand t ! 0+ : '00(0) � 0, i.e. (ii).

(ii) ) (i) Soit x, y 2 Rn. Par hypothèse,

8t 2 [0, 1], '
00(t) = hr

2
f((1� t)x+ ty)(y � x), y � xi � 0,

donc '
0 est croissante sur [0, 1]. On en déduit, ' étant de classe C

1

sur [0, 1] :

'(1) = '(0) +

Z 1

0

'
0(t)dt � '(0) + '

0(0)

i.e. :
f(y) � f(x) + hrf(x), y � xi.

De 1., on déduit que f est convexe, i.e. (i).

Corollaire 2.2.2. Si f : U ⇢ Rn
! R est convexe et di↵érentiable sur U ,

alors tout point critique a 2 U est un minimum local.

Exemple 5 (Convexité d’une fonction quadratique). Soit A 2 Mn(R) une
matrice symétrique réelle d’ordre n, b 2 Rn un vecteur et soit c 2 R. On
considère la fonction :

f : Rn
! R, x 7! f(x) =

1

2
hAx, xi � hb, xi+ c

En utilisant la symétrie de A, on obtient directement :

8x, h 2 Rn
, f(x+ h) = f(x) + hAx� b, hi+

1

2
hAh, hi
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ce qui conduit à :

1

khk
|f(x+ h)� f(x)� hAx� b, hi| =

hAh, hi

2khk


kAk

2
khk !

h!0
0

i.e. :
8x, h 2 Rn

, dfx(h) = hAx� b, hi ) rf(x) = Ax� b.

Il en résulte que rf est di↵érentiable sur Rn, de di↵érentielle définie par :
r

2
f(x) = A, 8x 2 Rn.
En particulier, on déduit de ce calcul et du Théorème 2.2.1 que f est

convexe, resp. strictement convexe, ssi A est semi-définie positive, resp.
strictement définie positive.

Théorème 2.2.3. On considère le problème (1) avec f convexe et K convexe,
éventuellement de dimension infinie. Alors

1. Tout mininum local est global.

2. Si f est strictement convexe alors il y a au plus un minimum.

Démonstration. 1. On suppose que le problème (1) admet une solution
x
⇤ et que cette solution est un minimum local. Il existe r > 0 t.q.

8x 2 K, kx� x
⇤
k < r ) f(x⇤)  f(x).

Soit x 2 K, kx� x
⇤
k � r. On pose

y = x
⇤ +

r

2

x� x
⇤

kx� x⇤k
.

Par construction :
ky � x

⇤
k =

r

2
< r.

De plus :

y =

✓
1�

r

2kx� x⇤k

◆
x
⇤ +

r

2kx� x⇤k
x

avec

0 <
r

2kx� x⇤k


1

2
< 1

donc y 2 K par convexité de K. On en déduit, par hypothèse sur x⇤ :
f(x⇤)  f(y). De plus, par convexité de f sur K :

f(y) 

✓
1�

r

2kx� x⇤k

◆
f(x⇤) +

r

2kx� x⇤k
f(x).

17



On en déduit :

f(x⇤) 

✓
1�

r

2kx� x⇤k

◆
f(x⇤) +

r

2kx� x⇤k
f(x) ()

()
r

2kx� x⇤k
f(x⇤) 

r

2kx� x⇤k
f(x) ()

r>0
f(x⇤)  f(x).

Donc x
⇤ est un minimum global sur K.

2. On suppose que f est strictement convexe sur K et qu’il y a deux
minima x

⇤

1 6= x
⇤

2. De 1., on déduit que f(x⇤

1) = f(x⇤

2) = minK f . Soit
t 2]0, 1[. Par hypothèse : x⇤

1 6= x
⇤

2 )

f(tx⇤

1 + (1� t)x⇤

2) < tf(x⇤

1) + (1� t)f(x⇤

2) = min
K

f

avec tx
⇤

1 + (1� t)x⇤

2 2 K par convexité de K. Contradiction.

2.3 Existence en dimension infinie

Dans ce paragraphe, on énonce un résultat d’existence en dimension
infinie dans le cas où f vérifie une hypothèse de convexité forte. Dans le
cas général, il est beaucoup plus di�cile d’établir un résultat d’existence en
dimension infinie. A titre d’exemple, on peut considérer l’espace de Hilbert
de dimension infinie défini par :

`
2(N) = {u = (un)n�0,

X

n�0

|un|
2
< +1}.

muni du produit scalaire : (x, y) 7! hx, yi =
P

n�0 xnyn. On considère la
fonctionnelle f définie par :

8x 2 `
2(N), f(x) = (kxk2 � 1)2 +

X

n�0

x
2
n

n+ 1

et on s’intéresse au problème de minimisation :

inf
x2`2(N)

f(x).

On remarque immédiatement que f est coercive. En e↵et :

8x 2 `
2(N), f(x) � (kxk2 � 1)2 !

kxk!+1

+1.
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Pourtant f n’admet pas de minimum sur `2(N). En e↵et : f � 0 et

f(x) = 0 () kxk = 1 et
X

n�0

x
2
n

n+ 1
= 0 ) xn = 0, 8n � 0

ce qui contredit kxk = 1, donc f > 0 sur `2(N).
Soit x(n)

2 `
2(N) la série définie par :

x
(n)
k

= �k,n =

⇢
1 si k = n,

0 sinon

On a :

8n � 0, f(x(n)) =
1

n+ 1
!

n!+1

0

i.e. (x(n))n�0 est une suite minimisante de `
2(N).

On remarque que la suite (x(n))n�0 est bornée mais non compacte dans
`
2(N).

Théorème 2.3.1 (Inéquation d’Euler). Soit K ⇢ V un sous-ensemble
convexe d’un espace de Hilbert V . Soit f : K ! R di↵érentiable sur K.
Si x est un minimum local de f sur K alors x est solution de l’inéquation
d’Euler :

8y 2 K, hrf(x), y � xi � 0.

Si de plus f est convexe alors x est un minimum global de f sur K.

Démonstration. Soit y 2 K. Par hypothèse sur f , l’application

' : [0, 1] ! R, t 7! f((1� t)x+ ty)

est dérivable sur [0, 1], de dérivée donnée par :

8t 2 [0, 1], '
0(t) = hrf((1� t)x+ ty), y � xi.

De plus ' admet un minimum local en t = 0, i.e. il existe r 2]0, 1[ t.q. :

8t 2]0, r[, '(t) � '(0) )
1

t
('(t)� '(0)) � 0.

On en déduit :

lim
t!0

1

t
('(t)� '(0)) = '

0(0) � 0

i.e. hrf(x), y � xi � 0.
On suppose que de plus f est convexe. Alors, d’après le Théorème 2.2.1 :

8y 2 K, f(y) � f(x) + hrf(x), y � xi � f(x)

i.e. x est un minimum global.
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