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1 Rappels de calcul différentiel

1.1 Différentielle

Définition 1.1.1 (Différentiabilité). Soit E et F' deux evns et soit U C F
un ouvert de E. Une application f : U — F est dite différentiable en
ro € U §'il existe une application linéaire continue f, € L(E,F) appelée
la différentielle de f en z¢ t.q.

fim I1f(x) — f(x0) = fr,(x — x0)l

=0
=g |z — 0|

o F(2) = f(wo) + 11y (x — 70) + ol — zo]]).

cette derniere écriture signifiant que f admet un DL d’ordre 1 au voisinage
de xg.

Remarque 1. 1. En dimension infinie, la différentiabilité d’une applica-
tion dépend du choix de la norme utilisée, contrairement au cas de la
dimension finie ol toutes les normes sont équivalentes.

2. Par définition de la différentiabilité, la différentielle f; : £ — I en
un point xg est continue sur E. Si en outre 'application résultante
f' U — L(E,F), v — f!, est continue sur U , alors f est dite de
classe C! sur U.



3.

Si on a montré que f est différentiable en xg, le calcul pratique de
' (h) pour h € E donné s’effectue grace a la formule

b () —ti L0 1) = T o)

zo t—0 t

En toute rigueur, ce calcul donne la dérivée directionnelle de f en x,
ou différentielle au sens de Gateaux de f en xg dans la direction h. Des
définitions, il résulte immédiatement que si f est différentiable en zq,
alors elle admet une dérivéee directionnelle dans toutes les directions
alors que la réciproque est fausse.

En résumé :

f

de classe C! en zy = f est différentiable en zo = f de classe C° en x

4

f dérivable en xy suivant toutes les directions

Exemple 1 (Contre-exemple). L’application f définie par

5173

si xF# —y,
flx,y) =19 z+vy 7Y
0 sinon

admet une dérivée en (0,0) suivant toutes les directions de R? mais n’est
pas continue en (0, 0)

Soit A € R*. On a : V(z,y) € R?, z # —v,
23
flay) =+ = y=~ -z
donc
lim f(z,y) =A#0.
(2,5)—(0,0), y=5 —z

De plus, V(z,y) € R, x # —y,

tr,t
VteR*,  f(tw,ty) = 2 f(x,y) = %l—{% Stz ty) xt, y) =0=: fo0 (2, ¥)

Défi

nition 1.1.2 (Différentiabilité d’ordre supérieur). On dit que f : U C

E — F est deux fois différentiable sur U si f est différentiable sur U de
différenielle f’ différentiable sur U et on note :

la di

=", V,zelU

xT

fférentielle de ' en x € U, appelée différentielle d’ordre 2 en z € U.

Alors, on dit que f est de classe C? sur U si f” est continue sur U.

2



Théoreme 1.1.1 (Schwartz). Si f : U C R — F admet une différentielle
d’ordre 2 en x € U. Alors lapplication f : E x E — F est une forme
bilinéaire symétrique sur E X E a valeurs dans F'.

Démonstration. On peut définir les applications :
f""UCE—LEF) e f':UcCFE—LELEF)).

Soit x € U. Par définition : f € L(E,L(E,F)) et donc hy — fI(hy) €
L(E, F) est définie, linéaire et continue sur £. De méme, pour tout hy € E,
lapplication hy — f7(hq)(hy) € F est définie, linéaire et continue sur E.
Finalement, l'application (hy, ha) — f2(h1)(he) € F est définie, bilinéaire
et continue sur £ X E, et on note :

fi(hashe) = f()(h2),  ¥(hi,he) € E%.
Il reste & montrer que f” est symétrique. Soit (hy, he) € E2. On pose :
Agp(h1, ha) = f(z + by + ha) — f(x + 1) = f(2 + ha) + f(2).

On a:

1

ha h
gy el ) =

T (fethithy) = f(2+h)) = == (f(z +he) = f(2))

1 1
172 172

. f:p+h1 (hQ) fg,g(hZ) 1
= el el e

_ Ji(h)(hs)
172

= Ag(h, ha) = f/(h1)(ha) + [[hello([|hil]) + o((|2|)

On remarque que : A, (hy, hy) = A, (ha, h1) donc en échangeant les roles de
hy et ho dans ce qui précede, on obtient :

+o(llm]) + o (1)

Ay(hishe) = £/ (ha)(ha) + |[hal[o([[he| + o([|P1]))
Soit (uy,uz) € E? t.q. ||ur|| = |Jug|| = 1 et soit (t1,t5) € R% On a :

iAw(tlUlvtﬂ/a) = f;;/(m)(ug) + 0(1) + Oiil) _ f;;/(uz)(ul) + 0(1) N Osftf).

Il en résulte :

lim lim LAgg(tlul,tzm) = tIQignm(f;'(m)(uQ) +0(1)) = f, (ur)(us2)

to—0t1—0 t1t2



= lim lim LA (tyug, taug) = llmo(f;/(uz)(m) +o(1)) = [ (u2)(u1)

t1—=0t2—0 119
ie. :
fi () (uz) = f7 (uz) (ur)
O

Définition 1.1.3. Soit £o(E, F') 'ensemble des formes bilinéaires symétriques
sur £ x E a valeurs dans F'. Par récurrence sur n > 1, on note L, (F, F)
I’ensemble des formes n-linéaires symétriques sur E™ avaleurs dans F' et on
définit et on note f € L,(E, F) la différentielle d’ordre n de f. Obn dit
que f:U C E — F est de classe C" sur U si f est n fois différentiable sur
U et si f™ est continue sur U.

Remarque 2. Soit H un espace de Hilbert et soit f : H — R différentiable
en ry € H. Alors, d’apres le Théoreme de Riesz, il existe V f(zg) € H,
appelé le gradient de f en xg, t.q. : f; (h) = (Vf(z0),h)u, Yh € H, et le
DL de f au voisnage de x( devient :

f(@o+h) = f(wo) + fr,(h) + o([[hll#) = [ (o) + (Vf(x0), B} + o([| ] m)-

Si en outre f est deux fois différentiable en xy € H, alors il existe V2 f(xq) €

L(H,H) t.q.:
f;lo(hl, hg) = <V2f($0)h1, h2>v, Vhl, hz € H.
En dimension finie, I'endomorphisme V?f(z) € L(H, H) s’identifie a la
matrice hessienne de f en xg.
1.2 Application de la différentielle

Proposition 1.2.1. On suppose que f : U C E — F est de classe C™+1)
surU. Soitx € U et soith € E t.q. [x,x+h| CU. Alors, le développement
de Taylor de f en x avec reste intégral est défini par :

1 —t 0 .
flath) = f(2) + Z k,f (h, - h)+ / U D gy o
Démonstration. On pose :
o(t) .= f(z+th), Vtel0,1].
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Alors, ¢ € C™+1(]0,1[, F) et on a :

p(0) = f(x), @(1)=f(z+h)

et
p® () = f1, - h* Yk e [[0,n+1]].

On conclut en appliquant la formule de Taylor a ¢ en t = 0. O

Proposition 1.2.2. On suppose que f: U C E — F est différentiable sur
U. Si f admet un extremum en a € U, alors f = 0.

Démonstration. Soit r > 0 t.q. B(a,r) C U et soit u € E, |Jul| = 1. On
pose :
o(t) == fla+tu), Vtel[-rr].

Alors ¢ est dérivable sur | — r, 7|, de dérivée définie par :
@/(t) = fclz—i-tu(u)a vt €] —r,r.

De plus, ¢ admet un extremum en ¢t = 0, donc ¢’(0) = 0, i.e.

fa(u) =0.

Ceci étant vrai pour tout u € E t.q. ||[u]| = 1, on en déduit, par linéarité de
fl sur E, que :
fi(h) =0, VheE.

a

[]

Définition 1.2.1. Si f : U C E — F est différentiable sur U, on appelle
point critique de f tout € U vérifiant f, = 0.

Remarque 3. Si f : U C E — F est différentiable sur U, ’ensemble de ses
points critiques ne coincide pas en général avec celui de ses extrema.

Proposition 1.2.3. On suppose que f : U C E — R admet une différentielle
d’ordre 2 sur U et que a € U est un point critique de f. Si f! est définie
positive alors a est un minimum local de f.

Démonstration. Soit r > 0 t.q. B(a,r) C U et soit h € B(0,r). On pose :
o(t) = f(a+th), Vte|—rrl.
Alors, ¢ est deux fois dérivable sur | — r,r[ et on a :

o(t) = p(0) + /Ot ¢'(s)ds, Vte]—rrl
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De plus : ¢"(0) = f” - h?* > 0, donc il existe € €]0,7[, t.q. ¢’ soit croissante
sur | —¢g,¢. Soit |t| <e. Si0<t<eg, alors

/0 J(5)ds > 15/(0) = 0 = (t) > (0).
Si —e <t <0, alors .
o(t) = (0) - / o/ (5)ds

/0 ¢'(s)ds < —t¢'(0) =0
donc ¢(t) > ¢(0). Finalenflent dans tous les cas :
p(t) = ¢(0), Vte]—ee],
i.e. a est un minimum local de f. m

Remarque 4. Si E = RY est de dimension finie et si f est définie positive
alors elle définit un produit scalaire sur E. Soit (eq, - -+ , ey) une base ortho-
normée pour f7. Soit r > 0 t.q. B(a,7) C U et soit h = S0 hie; € B(0, 7).
On a, si a est en outre un point critique de f :

fla+h) = fla) + f7 - h* + o(||h]]*)
avec
N
fan* =) By el
i=1
Soit v = min’¥, f”-e?>0.On a :
fla+h) = fla) + f7 - h* + o(||h]]*)
2[|h[]2a

et donc :
fla+h)— f(a)
12][?

On en déduit que pour ¢ €]0, r| suffisamment petit :

flath) = f(a)
17112

> a+o(1).

> % >0, Vhe B(0,e).
Proposition 1.2.4. On suppose que f : U C E — R est de classe C* sur
U et que a € U est un point critique de f. Si fIl > 0 dans un voisinage de

a, alors a est un minimum local de f.
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Démonstration. Soit r > 0 t.q. B(a,r) C U et f2 > 0 dans B(a,r). Soit
h € B(0,r). On a :

1
fat+h)=f(a)+ / (L= t)f", - Bt > f(a).

>0
[l

Remarque 5 (Différentiabilité d’ordre supérieur). Si V est un espace de
Hilbert et si f : V — R est supposée différentiable en xy € V, d’apres le
Théoreme de Riesz, il existe Vf(xg) € V, appelé le gradient de f en z,
t.q. : dfy,(h) = (V f(x0),h)y, Vh € V', conformément au DL : Vh € V|

f(xo +h) = f(xo) + dfay(h) + o([[B]lv) = f(x0) + (VS (0), W)y + o([|A]lv)-

On dit que f est deux fois différentiable en xg € V sidf : U C V —
L(V,R) = V' ~ V est différentiable en z, i.e. s’il existe une application
linéaire continue L,, € L(V,V) t.q. :

fnyre = dfuy + Lag (€) + 0([IEN) = dfay + a2 £, (€) + o([I€])
en posant d?f,, := Ly, i.e. :

Vf(zo+ &) = Vf(xo) + V2 f(w0)€ + o(l€]lv)

en utilisant la notation d’endomorphisme V2 f(z¢)¢ := d? f,, (£) avec V2 f () €
L(V,V). On en déduit le DL a l'ordre 2 en z :

1
Flao+h) = f(xo) + (Vf(x0), )y + S{V*f (o) h)v + o([[AlI})
ot (h, &) — (V2 f(xo)h, &)y est une forme bilinéaire continue sur V' x V.
En dimension finie, 'endomorphisme V2f(xy) € L(V,V) s’identifie & la
matrice hessienne de f en x.

1.3 Cas particulier de la dimension finie

Dans la suite, on note (eq, - ,e,) la base canonique de R™ et on munit
R™ de sa structure euclidienne usuelle.

Proposition 1.3.1. Soit f : U C R* — R. Si f est différentiable sur U,
alors sa différentielle est donnée par :

£L0) = 3 b () = (V7001
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ot Vf(x) € R" est appelé le gradient de f en x et est défini par ses com-
posantes :
of .
i=1.---

axl Y ?

Démonstration. Soit x € U et soit r > 0 t.q. B(z,r) C U. Soit h € B(0,r),

f(@+h) = f@)+ f.(h) + o(||A]])

M.

Vf(r) =

avec
S
Soit ¢ € [[1,n]]. On a : Vh €] — r,r[,zz; 0.
f(@+ hei) = f(z) + hf,(es) + o] )

et donc

fite = LEERDZID o1y gy LoD 200 _ B

O

Proposition 1.3.2. Soit f: U CR* — R. St f est deux fois différentiable
sur U, alors sa différentielle d’ordre 2 est donnée par :

Zulv]a (%U] = (V2f(x)u,v)

ot la latrice symétrique V2 f(x) € R™ ™ est appelé la matrice hessienne de
f en x et est définie par ses composantes :

02 f

2 = =1
V f(l‘)z_] axla$]a Z)] ) ,TL

Démonstration. Soit x € U et soit r > 0 t.q. B(z,r) C U. Soit h € B(0,7),

fla+h) = f(@)+ fo(h) + fi - 1 +o(|[]*)
avec

! h2 = Z hih]’f!((ii,ej).

ij=1

Soit i, j € [[1,n]]. En particulier :
Frn(er) = foles) + fil(ei, h) + o([|A]])
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et donc : Vh €] —r,r[, h # 0,
Frine;(€) = fole:) + hfy (e, e5) + o([R]).

Il en résulte :

f;:;/(ei, Cj) _ Jathe; (ei})L_ fx(ez) n 0(1) _ }llli% 2+he; (eif)L— fm(ez)
1 0 0 52
RET (89{, (w4 hey) = 31]; (x)) - arigm‘ &

]

Définition 1.3.1 (Fonction de classe C*). Soit i € [[1,n]] et soit k > 2.
Soit U un ouvert de R" et soit f: U C R* — R.
1. On dit que f admet une dérivée partielle d’indice 7 en z( si f admet

une dérivée directionnelle en xy dans la direction de e;.

2. On dit que f est de classe C* sur U si toutes ses dérivées partielles
jusqu’a l'ordre k existent et sont continues sur U.

Remarque 6 (Contre-exemple de Peano). Si f n’est pas deux foix différentiable
en xg alors la matrice hessienne n’est pas nécessairement symétrique, comme
le montre le contre-exemple dii a Peano :

2,2
e B a @ £ 0.0,
0 sinon

On en déduit :

eyl _lelwl@ ) eyl (@)
\/m = (a:2+y2)3/2 (1:2—1—3;2)1/2 = 2(:E2+y2)1/2
_ 1(12 +y2)1/2 N
2 (z,y)—(0,0)

et donc f est différentiable en (0,0) de différentielle df o) = 0. Des rela-
tions : V(x,y) € R?\ {(0,0)},

21 222

on déduit :V(x,y) € R?\ {(0,0)},

B) 22 Ax2yP
—f(ﬂf,y)=y(1— Y )+ LY

)
or 12 + y2 (332 + y2)2’
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Il en résulte :

lim (a—f(o,y) - a—i{i(o,o)) —tim 290, ) = 1 =¥ — 1.

y=0y \ Ox

1.e. :

o2 f
5y (0:0) = 1
De méme :
1 (of of o\ . 19f, @
tig 2 (5000 S 0.0)) =i 2 o)~ T 1.
1.e. : 82f 82f
5y 00 =14 52-(0.0),

donc la matrice hessienne de f en (0,0) n’est pas symétrique.

On rappelle les formules de Taylor a 'ordre 2.

Proposition 1.3.3 (Formule de Taylor avec reste intégral). Soit f : U C
R"™ — R de classe C? sur un ouvert U de R™ et soit h € R™ t.q. [xg, 1o+h] C
U. Alors :

Flwo+h) = Flzo) + (VF(xo) h) + / (1= 0)(Vf(ao + th)h, hdt

Proposition 1.3.4 (Formule de Taylor avec reste de Lagrange). Soit f :
U Cc R* = R de classe C* sur un ouvert U de R™ et soit h € R" t.q.
[0, x0 + h] C U. On suppose que :

2 th)h,h
M = sup [V f (o +2 ), bl < +00.
tel0,1] Hh”

Alors :
M
|f(zo +h) = f(xo) = (Vf(20),h)| < 7||h||2
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