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Chapitre 1

Espaces de Hilbert

Dans la suite K = C, sauf cas particulier ou K = R.

1.1 Forme sesquilinéaire et produit scalaire

Définition 1.1.1. Une application f : F — F entre deux ev sur C est anti-
linéaire si

Lvz,yeE, flz+y)=/Fflz)+f(y),

2. Ve € E, YAEC, f(A\r)=M\f(n).

Définition 1.1.2. Soit F un ev sur K.

1. On appelle forme sesquilinéaire (& droite) sur K toute application f :
E x E — K vérifiant. :

(a) f est linéaire & gauche, i.e. Vy € E, x — f(x,y) est linéaire;
(b) f est antilinéaire & droite , i.e. Vo € E, y — f(z,y) est antilinéaire
Par convention, si K = R, une forme sesquilinéaire est bilinéaire.

2. Une forme sesquilinéaire f est hermitienne si K = C, resp. symétrique si
K= Rv si en outre f(xay) = f(yax)a resp. f(337y) = f(y,$)7 Vﬂ?vy €L

Proposition 1.1.1. St ¢ : E x E — K est une forme sesquilinéaire, alors :
Ve,y € E,

pl@+yz+y)+el@—yz—y) =20 2)+20(y,y)
Démonstration. Soit z,y € E. On a
(@ +y,z+y) = ez, 2) + o(z,y) + o(y,2) + ¢(y, ),

plx—y,x—y) =@, z) —p(x,y) — 0y, ) + 0(y, ),
O

Proposition 1.1.2. Si ¢ : E x E — K est une forme sesquilinéaire, alors :
Vr,y € E,

L opr+yz+y) —e@—yz—y) =20xy) + 20y, x).

1
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2. SiK =R et ¢ symétrique : p(x+y,x+y) — oz —y,x —y) = 4p(z,y).
3. St K =C et ¢ hermitienne : p(x +y,z+y) —o(x —y,x —y) +ip(r +
iy, +1iy) —ip(z — iy, x — iy) = dp(z,y).
Démonstration. Soit z,y € E.
1. On a

oty z+y)—plx—y,z—y)=pz)+py) +ey,z)+ ey y)+

—o(z,z) + oz, y) + oy, ) — (Y, y).
2. Si K =R on utlise ce qui précede avec ¢(z,y) = ¢(y, ).

3. Si K = C, alors, en notant Uy le groupe des racines quatriemes de 1 :
Uy ={1,-1,4,—i} et on est ramené & calculer Z(EM Co(z+ Cy, x + Cy).

On a
o+ CyatCy) =D Colaa)+ > 1Ko, y) + > Coly,x)
¢ely ¢ely ¢ely ¢ely
+ ) Celyy)
CeUy

= 4dop(z,y).
O
Proposition 1.1.3. Soit ¢ une forme sesquilinéaire sur un ev E sur C. Les
propositions suivantes sont équivalentes.

1. ¢ est hermitienne.
2. Ve € E, p(x,x) € R.

Démonstration. Si ¢ est hermitienne, alors p(z,z) = p(z,z) = p(z,z) € R,
Vr e E.

Inversement, on suppose que ¢(z,z) € R, Vo € E. On pose : Va,y € E,
O(z,y) = o(z,y) — p(y, x). Alors ® est sesquilinéaire et &(x,2) =0,V € E. De
la Proposition 1.1.2, on déduit que ®(z,y) =0, Va,y € E. O

Définition 1.1.3. Une forme hermitienne sur un C-ev est dite positive, resp.
définie positive Vo € E \ {0}, ¢(z,z) > 0, resp. ¢(x,x) > 0.

Proposition 1.1.4. Soit E un ev surK et soit ¢ une forme hermitienne positive
sur E. On a :Vx,y € F,
|2

lo(x, y)|* < oz, z)e(y,y).

Démonstration. Soit z,y € E et soit A € C t.q. Ap(x,y) = |p(z,y)|. Alors
|A| = 1. Soit t € R. Par hypothese sur ¢ : o(Az+ty, Ax+ty) > 0. En développant
cette expression, on obtient :

VteR, |APo(z,x) + 2tRe(Ap(z,y)) + 0y, y) > 0,

avec 2tRe(Ap(z,y)) = 2t|p(z,y)|. De la théorie des équations du second degré
a coefficients réels, on déduit que 4|p(z,y)|> — 4¢(z, 2)p(y,y) < 0. O
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Définition 1.1.4. Une forme sesquilinéaire définie positive est appelée un pro-
duit scalaire. Si E est un ev et si ¢ est un produit scalaire sur E, on définit une
norme sur F en posant

Ve e E, |z| = Vel(z, ).
Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé un espace préhilbertien.

Définition 1.1.5. On appelle espace de Hilbert un espace préhilbertien complet
pour la norme associée.

Exemple 1. L’espace C% est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

’ d = _
(2,2") = D> 1 Znzy,
Exemple 2. L’espace

C(N) = {(un)nz0 € CY, D fun|* < 400}
n>0
est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
(u,v) — Z UnTp
n>0

Exercice 1.
Soit h'(N) = {u € (2(N), > o, n?lu,|? < +oo}.

1. Montrer qu’on définit un produit scalaire sur h'(N) en posant :

VYa,be h'(N), (a,b) = (1+n?)anb,.
n>0

et que ce produit scalaire fait de h'(N) un espace de Hilbert.
2. Montrer que h'(N) est dense dans ¢?(N).
3. Montrer que la boule unité fermée de h'(N) est compacte dans £2(N).

1.2 Orthogonalité

Définition 1.2.1. Soit (H, (-,-)) un espace préhilbertien sur K. Deux vecteurs
z,y € H sont dits orthogonaux et on note L y sisi (x,y) = 0. Si A C H,
Iorthogonal de A dans H est le sev de H défini par :

At ={xcH VYacA, (x,a)=0}.
Proposition 1.2.1. Soit E un espace préhilbertien. Alors :
1. SiK=R,Vo,y € E, v Ly < |z +y|?=||=]|* + ||yl
2. SiK=C,Ve,ye E,z Ly < |lz+yl? = |z|*+ |ly||* et ||z +iy||*> =
2l + llylI.
3. SiAC BCE alors B- C A+,
4. Si ACE, alors AC (AH)L.

Démonstration. On utilise le développement :
Iz +ylI* = llz]* + 2Re(z, y) + [ly|I*

avec Re(z,iy) = Im(x, y). O
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1.3 Projection hilbertienne

Théoréme 1.3.1. Soit E un espace préhilbertien et soit C C E un convezre
complet. Alors : Vx € E, il existe a € C unique t.q. ||x — al = d(z,C). L’appli-
cation pc : E — C, x — a ainsi définie est caractérisée par :

po(r) € C et VyeC, Re(z—po(z),y—pc(r)) <0.

Démonstration. Soit (x,)n>0 € C définie par :
1
Yn>0, z,€C et d(z,C)< |-z, <dx,C)+ -
Ona:Vn,p>0,

[2ntp — Tl = [l& = 2pip — (€ — za)|

avec

2 = @nsp = (@ = 20) I* + (@ = @ntp) + (2 = 20)|* = 2]l2 = 201 + 2l|2 — 20

I? = 2l — @npll* + 2]l — 2|,

1
— Hxnﬂ) - $n||2 +4llz - 5 Tptp + Ty,)

2 (
On en déduit

2
1 1
Hanrp - xn||2 =4 <d(x’ C) + n) — 4z — 9 (Tntp + Tn) ”2 =

1 8 4 8 4
=1 (0.0 = i = § ey ) ) + 0,C) 4 75 < O+ 75

3

car C convexe = 3(Tn + Tptp) € C. 1l en résulte que (z,)n>0 est de Cauchy
dans C complet donc convergente vers a € C.
Par construction hI}} |z — x| = d(z,C) donc ||z — a|| = d(z,C). On
n—-+0oo

suppose qu'il existe ¢’ € C t.q. ||z — d'| = d(z, C). Alors

1
la = a'|* +4llz = S(a+a)|* = 2w - al|* + 2|z — o'|* = 4d(x, C)?

donc )
la —a'||* = 4d(z,C)? — 4|z — Jlat a)|? <0

i.e. a =d’. On note pc(x) = a.
Soit y € C. ON a :

lz = pe(@)|* < lly = z]* = lly = pe(2) - (z = pe (@) =

= lly = pe(@)II* + llz = pe(@)|I* = 2(y - pc(2), 2 — pe())
= 2(y —pc(x),z —pc(x)) < |ly —pe(@)|*.

Ceci est vrai en particulier pour y =tz + (1 — t)pc(z) avec z € C et t € [0,1].

Alors :
2t(z — pc(x),x — po(z)) < %)z — pe(@)|
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ie.,sit>0:
2(z = po(x), & — po(x)) <tz = po(@)|*.

On conclut en passant & la limite quand ¢ — 0.
Inversement, soit Z € C t.q. :

(y—2,2—%) <0, VyeC.
Soit y € C. on a :
ly—zl*=lly -7~ (@ -2 =lly —&|* + |17 —2|* - 2{y — 7,2 — 7)
—_———
<0
> ly = 2I° + 12 - 2]* > |2 - =||*.
O

Corollaire 1.3.2. Soit ' un espace de Hilbert et soit C C E un convexe fermé.
Alors : Yx € E, il existe a € C unique t.q. ||x — al = d(z,C). L’application
po: E— C, x+— a ainsi définie est caractérisée par :

po(x) € C et VyeC, Re(x—pc(z),y—pc(z)) <O0.

Démonstration. On est ramené au résultat précédent en remarquant que C est
un convexe complet. O

Corollaire 1.3.3. Awec les notations du Théoréme 1.3.1, l’applicaton po est
contractante, i.e. vérifie :

Ve,y € B, |pc(z) —pe)ll < |lz -yl

Démonstration. Le calcul donne :
Re(z—y,pc(x)—pc(y)) = —Re(z—pc(z), po(y)—pc (@) —Re(pe (x), po(y)—po ()

—Re(y — pc(y),pc(z) — pc(y)) — Re(pe(y), po(x) — pe(y))
= —Re(z — pc(2), pc(y) — po(x)) — Re(y — pc(y), pc(@) — pe(y))+

Hipe (@) = peW)* = llpc(x) = pe@)]?

Ipc () = pe(W)II? < Re(x — y,pe(x) — pe(y)) < [Relz — y,pe(x) — pe(y))]

< llz = yllllpe (=) = pe (W)
= llpc(x) = pe@)Il < [z = yll.
O

Proposition 1.3.4. Soit E un espace préhilbertien et soit ' C E un sev com-
plet. Alors :Va € E, il existe a € F unique t.q. ||z —al|| = d(z, F). L’application
pr: E — F, x — a ainsi définie est caractérisée par :

pr(x) €F et x—pp(z)€ F*
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Démonstration. On remarque que F' est convexe et fermé, d’ou l'existence et
Punicité de pg(z). On conclut en remarquant que :

Re(z —pr(z),y —pr(z)) <0, VyeF
et y — y — pr(x) est une bijection F' — F' donc
Re(z — pr(x),y) <0, VyeF.
F est un espace vectoriel donc y € F' <= —y € F et alors :
—Re(z —pr(2),y) <0, VyeF

ie. :
Re(m—pp(a:),y>:0, VyeF

De méme, F est un ev sur C donc y € F <= iy € F. On en déduit :
R,€<.I‘—pp($),iy> :Im(x—pF(x),zy> :Oa VyeF
et finalement ;
(zr —pr(z),y) =0, VyeF
ie. x—pp(r) e Ft.

Supplémentaire orthogonal et somme directe

Définition 1.3.1. On dit qu’'un ev F est la somme directe algébrique de deux
ev Fet Gsi E=F+ G avec FNG = {0}.

Si E est un espace préhilbertien on dit que E est la somme directe orthogo-
nale de F et Gsi E = F®G avec G = FL. Alors G est appelé le supplémentaire
orthogonal de F'.

Théoréme 1.3.5. Soit E un espace préhilbertien et soit F' C E un sev complet.

1. La projection orthogonale pr : E — F' est une application linéaire conti-
nue. Si F' # {0}, alors ||pr|| = 1.

2. E=Fg@F*+.
3. F+ =Ker(pr) et F*+ =F.

Démonstration. 1. D’apres le Théoreme de projection hilbertienne, la pro-
jection pp est bien définie. Soit =,y € E et soit A\, u € K.

pr(r) € F et pr(y) € F'= A\pr(z) + pupr(y) € F

et
x — pr(x) eFt et y —pr(y) c Ft

= Az + py — (Apr () + ppr(y) = Mz — pr(z)) + p(y — pry)) € F*-.

De la Proposition 1.3.4, on déduit que pr(Ax + py) = Apr(z) + ppr(y),
i.e. pr est linéaire.
pr étant linéaire et contractante, on a :

Ve e E, |pr(@)| = llpr(z) —pr(0)]| < |zl = lppll < 1.

Deplus:Vz € E,z € F = pp(x) = x et |[pr(x)| = ||z|. Donc ||pr| = 1.
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2. Soitz € E.Onax = 2—pr(x)+pr(z) avec v—pr(z) € Fet pp(z) € F
donc E = F + F1. De plus :

Vee FLNF, |z|?=(z,2)=0 < =0

onc F'N = . Finalement, £ = F' & .
d FnFt {0}. Final E=F@F+

3. Soit € Ker(pr). Alors z = x — pp(z) € F*. Donc Ker(pp) C F*.
Inversement soit x € F-. Par unicité de la décomposition 2 = = —
pr(z) + pr(z) € FX @ F on déduit que pr(z) = 0, i.e. x € Ker(pp).
Finalement : Ker(pr) = F*.

On a: F C (F4)*. Inversement, soit x € F++. Alors :

z —pp(r) € Fr = (z,2 — pp(z)) =0
donc
[2]* = (2, pr(z)) = (@ —pr(2), pr(2)) +(pr(2), pr (@) = (pr(z), pr(2))
= pr ()]
De plus (Théoreme de Pythagore) :
pr(z) Lo —pp(z) = |zl = llz — pr(@)|* + |pr ().

On en déduit ||z — pr(z)||?> =0, i.e. z = pp(z) € F. Donc F++ C F.
O

Remarque 1. Sous les mémes hypotheses, I — pp est la projection orthognle sur
FL et on peut écrire I — pp = pp..
Corollaire 1.3.6. Si F est un sev fermé d’un espace de Hilbert H alors :

H=F@F: et F'- = F.

Démonstration. On se rameéne au Théoreme 1.3.5 en remarquant que F' fermé
dans H complet est complet. O

Dans le cas général ot F' est un sev non nécessairement fermé d’un espace
de Hilbert, on a le résultat suivant.
Corollaire 1.3.7. Soit F' un sev d’un espace de Hilbert H. On a :

1. F-- =F.

2. F=H < F+=/{0}.

Démonstration. 1. Onremarque que F+ = N crKer(¢p,) olt ¢, : 2 — (2,y)
est linéaire continue de norme ||¢y| = ||y|l, Vy € F. Donc F* est fermé
comme intersection de fermés. Ceci reste vrai pour F++ qui est également

fermé. En particulier :
FcF*t =FcFit=p+t

De plus, le Corollaire 1.3.6 entraine :

FCF=oF CcFloFpllcF =

o

Finalement : F++ =F.
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2. De ce qui précede on déduit :
F=H — (FHy*t =H — Fi=H' — Ft={0}

car H+ = {0} par définition du produit scalaire et FL = F+t puisque
F est fermé.
O

Définition 1.3.2. Soit H un espace de Hilbert. Un endomorphisme P : H — H
est un opérateur autoadjoint (ou hermitien si K = C) si (P(x),y) = (z, P(y)),Vz,y €
H.

Proposition 1.3.8. Soit F' un sev fermé d’un espace de Hilbert H.
1. ppopr =pr
2. pr est auto-adjoint : Vx,y € H, (pr(z),y) = (z,pr(y)).

Démonstration. 1. C’est une conséquence directe de I'unicité de la projec-
tion orthogonale sur F'.

2. Soit z,y € H.

z—pr(r) € F et prly) € F = (z,pr(y)) = (pr(z), pr(y)).

De meéme :

Finalement : (x,pr(y)) = (pr(z),y) = (pr(x), pr(y)).
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1.4 Le Théoreme de représentation de Riesz

Corollaire 1.4.1. Soit E un espace de Hilbert et soit ¥ C E un sev fermé.
Alors : Yx € E, il existe a € F unique t.q. ||z — al| = d(z, F). L’application
pr: E — F, x— a ainsi définie est caractérisée par :

pr(z) €F et x—pp(z)€ F*

Remarque 2. Le Corollaire 1.4.1 montre que pp est la projection orthogonale
sur F'. On en déduit que pr est une application linéaire de E sur F' t.q. ||pr| =1
et Ft = Kerpp.

Proposition 1.4.2 (Théoréme de représentation de Riesz). Soit E un espace
de Hilbert. L’application ® : E — E', x — {¢, : y — (y, )} est une isométrie
antilinéaire et une bijection de E sur E’.

Démonstration. On remarque que x — {¢, : y — (y,x)} est une isométrie de E
dans F’. Tl reste & vérifier qu’elle est surjective. Soit F' = Ker(f). Par continuité
de f, F est fermé et donc E = F @ F+ avec F+ ~ E/F.

Rappel : Par définition de la relation d’équivalence associée d E/F,
v~y < pp(2) —prly) =2 —y <= 2 —pr(r) =y —pr(y)
ce qui permet de définir lapplication :
E/F - F*, x4+ Fw 2 —pp(x).
D’apres le théoréme d’isomorphisme, on a : E/F ~ Im(f) = C, i.e. F+ ~ C.

Donc F'+ = Cu avec u € F+ \ {0} choisi t.q. |[u]| = 1. Soit alors # € E. De la
décomposition :

x = (x,u)u+ pr(x)
on déduit que f(z) = (z,u) f(u), i.e., f = ), avec f(u) # 0 par construction

de u.
O

Corollaire 1.4.3. Tout espace de Hilbert est réflexif.

Démonstration. Soit H un espace de Hilbert et soit ® : H — H' l'isométrie
antilinéaire bijective entre H et H’'. Comme ® est une isométrie, on définit un
produit scalaire sur H’' en posant

Vige H', (f.9)m = (27 (9), 27 ()m = (271(f), 2~ (9))m-

Alors, (fn)n>0 est de Cauchy dans H' ssi (271(f,))n>0 est de Cauchy dans H,
i.e. convergente dans H. Par isométrie, (fy)n>0 est convergente dans H’. On en
déduit que H' est un espace de Hilbert, donc il existe une isométrie antilinéaire
bijective ¥ : H' — H". Alors, ¥ o ® est un isomorphisme de H sur H”, i.e. H
est réflexif. O
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Adjoint d’un opérateur

Proposition 1.4.4. Soit H, K deux espaces de Hilbert et soit A € L(H, K) une
application linéaire continue. Il existe une unique application linéaire continue
A* € L(K, H) appelée adjointe de A t.q. :

Vee H VyeK, (Ax,y)x = {(x,A"y)n.
De plus ||A*|| = ||A]| et A** = A.

Démonstration. Soit y € K. L’application ¢, 0 A : H — K,  — (Az,y) est
linéaire continue comme composée d’applications linéaires continues, et on a
¢yo0 A€ H avec

16y o All < [y ll[I ANl = [lyll < [|A]-

On en déduit qu’il existe A*y € H unique t.q. ¢4+, = ¢, 0 A. On remarque que,
par antilinéarité de y — ¢, : Vy € K, VA € K|

Dar(ry) = Py 0 A= APy 0 A= Xdpay = Prary

i.e., par définition de A* : A*(\y) = AA*y. Donc A* est linéaire. De plus :
Yy € K,
[pa-yll = A"yl = llgy o All < llyllx[IAl

donc A* est continue de norme ||[A*|] < ||A|. On remarque que : Va € H,
vy € K,

Pary(r) = as(y) = |Pa2(y)] < lPa-ylllzll < [A*[ylllzll = | Az]] < [[A*][]l]]

ie. ||A|| < ||A*||. Finalement : ||A] = [|A*].
O

1.5 Systemes orthonormés et bases hilbertiennes

Définition 1.5.1. Soit E un espace préhilbertien sur K. Un systéeme (z;);ec; de
vecteurs de E et un systeme orthogonal si (x;,z;) =0, Vi # j.

Définition 1.5.2. Soit E un espace préhilbertien sur K. Un systeéme orthogonal
(2;)ier est orthonormé si ||z;|| =1, Vi € T.

Exemple 3. Dans R"™ ou C" muni du produit scalaire usuel, le systeme (e, - - , e,)
donné par (ey); = ik, i,k € [[1,n]], est un systéme orthonormé.

Exemple 4. Dans I’espace de Hilbert ¢?(N, K) muni du produit scalaire (x,y) =

Y50 TkTks YT = (Tn)n>0, Y = (Yn)nzo0 € (%(N,K), le systeme (ey,),>0 donné
par (en)k = Ogn, Vk,n > 0 est orthonormé.

Exemple 5. Dans l'espace de Hilbert L?([—m, ], C) muni du produit scalaire
(x,y) = i T x(t)y(t)dt, le systeme (e,)nez Ol €, est la fonction e, : [—m, 7] —
C, t — e't,

Proposition 1.5.1. Soit E un espace préhilbertien et soit (e;);er un systéme

orthonormé. On suppose I fini. On pose F = Vect{e;, i € I}. Soit x,y € E. On
a
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Lopr(e) = i (@, €iei,
2. lpr (@)1 = Xie e, ),
3. (pr(@),y) = (x.pr(y)) = (Pr(@),prY)) = Xic (z, €i){y, e:).
Démonstration. 1. Soit € E' . On pose P(z) =, (7, ¢e;)e;. On a:
Viel, (x—Px),e)= (xe)— Z(x, ej e, e;) = (x,e;) —(x,e;) =0
jEI

donc # — P(x) € F+. Comme de plus P(z) € F, on en déduit que
P(x) = pp(x).
2. Soit x € F. D’apres ce qui précede :

o (@)II? = (pr (), pr(2)) = Y (2 e)(x,e5) e e;)

ijel
=Y [z el
il
3. Soit z,y € E. On a
wr@),y) = 3 (@ edleny) = 3 (@ e,
i€l il
O

Proposition 1.5.2 (Inégalité de Bessel). Soit E un espace préhilbertien et soit
(ei)icr un systéme orthonormé de E.

1. Soit x € E et soit J C I une partie finie de I. On a

2l =D W el + e =Y (z, eadeill?

icJ i€J
2. Soit x € E. La famille (|(z,e;)|?)icr est sommable dans R de somme

magorée par ||z|?* :
>l < ll=)*.
iel
Démonstration. 1. Soit & € E et soit J C I une partie finie de I. On pose
F = Vect{z;, i € J}. Alors

lz)* = llpr (@) + llz —pr(@))* =D e el + e = Y (e, eseil .

i€J e

2. Soit A I'ensemble des parties finies de I. De ce qui précede on déduit

que :
D e = SupZI z,e))* < [l

el zGJ
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Corollaire 1.5.3. Soit H un espace de Hilbert et soit (e;);c; un systéme ortho-
normé de H. Pour tout x € H, la famille ((x,e;)e;)icr est sommable de somme

vérifiant l’estimation :
1> (@ eneill < llz])-
il
Démonstration. Soit x € H. D’apres la Proposition 1.5.2 et I'inégalité de Bessel :

> e < ) < +oo
icl

i.e. la famille (|(x,e;)|?)icr est sommable. Soit € > 0. On en déduit qu'il existe
Je € Atq.:
VIEA, JCJ=) |(ze)] <e.
ieJd
i.e., le systeme (e;);es étant orthonormé :
VJeA JCJi=| Z(x,ei>ei||2 = Z |z, e <e.
icJ icJ

La famille ((zx, e;)e;);er vérifie le critere de Cauchy dans H qui est complet donc
est sommable, de somme 2’ := ", (x, e;)e;. Soit € > 0. Il existe J. € A t.q. :

VJeAN J.CJ=|z - Z(xi,ei>ei|| <e.
ieJ

Soit JEAt.q. J. CJ.On a:

|2l <+ 11D (@ eneill < e+ |lall.
icJ

Ceci est vrai Ve > 0, donc, quand € — 0, on obtient : ||z’ < ||z]|. O

Base hilbertienne

Définition 1.5.3. Soit E un espace préhilbertien. On appelle base hilbertienne
toute famille (e;);er de F orthonormée et totale.

Remarque 3. Soit H un espace de Hilbert. Un systéme orthonormé (e;);er est
une base hilbertienne ssi : Vo € H,

(x,e;) =0, Viel=uz=0.

En effet, si (e;);cs est une base hilbertienne et si @ € H vérifie : (z,e;) =0, Vi €
S —

I, alors x € Vect{e;, i € I} = Vect{e;, i € [} = H* = {0}. Inversement,

on suppose que : Yz € H, ((z,e;) = 0, Vi € I) = = = 0, alors Vect{e;, i €

I}t = {0}. On en déduit :

H = {0} = Vect{e;, i € I} =Vect{e;, i € I}

Théoreéme 1.5.4 (Caractérisation des bases hilbertiennes). Soit H un espace
de Hilbert et soit (e;)icr une famille orthonormée. Les conditions suivantes sont
équivalentes
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(i) (e;)icr est une base hilbertienne.

(i) Ve € H, =), {(x,e5)e;

(iti) Yo,y € H, (,y) =3 c(z,ei){ei,y) = 2,c (@, €)(y, )
() Vo € H, ||z||*> =3 ,c; [z, €:)|* (Egalité de Parseval)

Démonstration. ()= (ii) Soit € H et soit € > 0. Il existe y. € Vect{e;, € I}
t.q. ||z — ye|| < e. Soit A ensemble des parties finies de I. Il existe J. € A et il
existe (\)ics. € K= t.q. y. = ZiGJE Aiei. On pose F;. = Vect{e;, i € J.}. Fy.
est un sev de dimension finie de H et pr, () = > ;. ; (,e;)e;. Par définition
de pr,_, on a ||z —pr, (z)|| < ||z -y <e. Soit J € At.q. J. CJ.

Fy. CFr =z —pr, @)l <z —pr, ()] <e

ie.:
VJeA J.CJ=|z—pr(z)]<e.

Donc la famille ((x, e;))icr et sommable de somme . (z, e;)e; = .

(il)= (iii) Soit = € H et soit € > 0. Soit y € H \ {0}. Il existe J. € A t.q. :

VIEN, J.CT=|z—> (ze)e <e.
ieJ

Soit J €A t.q. J. CJ.Ona:
(2, y) =D (e en)(y,en] = z,y) = D (z,eidleny)l = e,y = Oz, eies,y)]

ieJ ieJ ieJ
=z =) (weeiy)| < llx =Y (@ eeillllyl < elyll
=y ieJ
Ceci est vrai Ve > 0, donc la famille ((z, ;) (y, €;))ics est sommable de somme :

Z<xa ei><y7 €i> = <I’,y>

iel

(iii)= (iv) Il suffit de poser y = z dans (iii) pour conclure.

(iv)= (i) Soit € H t.q. (z,e;) =0, Vi € I. Alors |z]|* =3, ; [{z, €;)]* est
la somme d’une série a termes tous nuls, donc x = 0 et on conclut grace a la
Remarque 3. O]

Théoréme 1.5.5. Tout espace de Hilbert admet une base hilbertienne. En par-
ticulier tout systéme orthomormé peut étre complété en une base hilbertienne.

Démonstration. Soit H un espace de Hilbert. On suppose H # {0}. Sinon, le
résultat est immédiat. Soit L un systeme orthonormé de H. On note B I’ensemble
des systémes orthonormés qui contiennent L ordonné par la relation C. Alors
B # () car L € B. On veut montrer que B est inductif. Soit C = (B;);er une
chaine de B. Alors B = U, B; est un majorant de C dans P(H). Soit z,y € B,
r # y, et soit iz,i, € I t.q. x € B;, et y € B;,. Alors |lz|| = [[y|| = 1.
Comme C est totalement ordonnée, on peut supposer B;, C B;, et alors z,y €
B;, = (z,y) = 0. Donc B € B. Du Lemme de Zorn on déduit que B admet
un élément maximal noté By. Il reste a montrer que By, est une famille totale
dans H i.e. que Vect(By) = H. On raisonne par I’absurde en supposant que
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1L S
Vect(BL) # H. Alors Vect(Br) # {0}. Soit alors zg € Vect(BL) t.q. 2o # 0.
x
Alors ||zo]| # 0. Quitte & remplacer o par ”—OH, on peut supposer que ||zo]| = 1.
zo
On en déduit alors que By, U {zo} est un systéme orthonormé, ce qui contredit
le caractere maximal de By,. Donc Bj, est total dans H et par suite, c¢’est une

base hilbertienne de H. O

Proposition 1.5.6. Soit (E,||-||) un evn et soit (z;)icr une famille sommable
de E de somme x € E. Alors :

1. Ve >0, {i € I, ||z;|| > €} est fini.
2. {i €1, x; # 0} est au plus dénombrable.

Démonstration. 1. Soit € > 0 et soit J. € A t.q.

VIeA JCJi=|) wll<e
icJ
Soit ig € I\ Je. On pose J = {ip}. On en déduit : ||z, || < e. Donc
{i € I, ||lz;]| > €} C J. est fini.
2. Ona

1
{iel, z;, 20y ={i e, ||zi| >0} =Up>1 {ie], ||zl > n}’

i.e. {i € I, x; # 0} est au plus dénombrable comme réunion dénombrable

d’ensembles finis, éventuellement vides
O

Proposition 1.5.7. Dans un espace de Hilbert, deux bases hilbertiennes sont
équipotentes.

Démonstration. Soit H un espace de Hilbert de dimension infinie. Soit B et
B’ deux bases de H. Soit e € B et soit D, = {f € B’, (e, f} # 0}. La famille
((e, ) rep’ est sommable de somme e =} ;. p/ (e, f) f donc D, est dénombrable
d’apres la Proposition 1.5.6. On note D, = {f¢, n > 0}. De plus, Vf € B,

sz(f,e)e#OiEleeB t.g. (f,e) #0

e€B

ie. B C UeepDe. Soit @ : B - N x B, f+ (n,e) t.q. f € Do et f = f°. On
remarque que si ®(f) = ®(f') = (n,e) alors f = f¢ = f'v = f' donc ® est une
injection de B’ dans N x B. Comme B est infini par hypothese sur H, N x B
est équipotent & B (admis ou Exercice). Donc ® est une injection de B’ dans un
ensemble équipotent & B. En échangeant les roles de B et B’, on montre qu’il
existe une injection ¥ : B — N x B’ de B dans un ensemble équipotent & B’.
On en déduit une bijection entre B et B’. O

Exemple 6. Soit I un ensemble non dénombrable. On note
C(ILK) = {z = (z:)ies €K', Y |ai]® < +oo}.
iel

muni du produit scalaire (x,y) — Y_,c; ;7;. Alors £2(I, K) est un espace de
Hilbert non séparable. Une base de £2(I, K) est donnée par la suite (e;);cs définie
par : (ei)j = 5ij ) VZ,_] el
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Théoréme 1.5.8. Soit H un espace de Hilbert de dimension hilbertienne I.
Alors, pour toute base hilbertienne (e;);c;r de H, Uapplication

H— *(1,K), z— ((z,e))ier

est une bijection isométrique de H sur ¢*(I,KK).

Espaces de Hilbert séparables

Théoréme 1.5.9 (Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt). Soit E un
espace préhilbertien de dimension infinie et soit (fn)n>0 une suite libre de E.

On pose :
Vp >0, V,=Vect{fo, -+, fp}

Alors la suite (en)n>0 définie par la récurrence

ey = i eyl = fp+1 _pr(sz»l)
Il 7 o =Py, (o)

est une suite orthonormée t.q. :
Vp >0, V,=Vect{ep, -, ep}.
Plus précisément :

fp+1 - Zf=0<fp+1a €i>€i

Ep+1 =
? pr+1 - Zf:o(fp+1’€i>€i||

Démonstration. Par construction ||e,| = 1, Vp > 0.
Soit P(n) la propriété : (eg,- -+ ,ep) est une bon de V;,.
P(0) est vraie par définition de eg. On suppose P(n) vraie et on pose :

- fot1 —pv, (fat1)
" an+1 _an(fn+1)||

Par définition de py,, e,p1 € V5. Comme |e,y1]| = 1, on en déduit que
(e, ,ent1) est une famille orthonormée. Par hypothese de récurrence

n

Py, (frg1) = Y (fur1s€i)ei = eng1 € Veet{eo, - n, fap1} = Vaga

i=0
donc (eg, -+ ,ent1) est une bon de V,, 41, i.e. P(n+ 1) est vraie. Par récurrence
sur n > 0, P(n) est vraie, Vn > 0. O

Exemple 7. Soit H = C°%([—1,1],R) muni du produit scalaire

dt
V-2

Par orthonormalisation de Gram-Schmit & partir de la suite (¢ — t"),>0 on
obtient la suite des polynémes de Tchebychev (P,),>¢ définis par :

(F.0) > (f,g) = / f(Hg(t)

P,(t) = cos(nArcos(t)), Vte[-1,1], Vn>0.
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Théoréme 1.5.10. Un espace préhilbertien E est séparable ssi il admet une base
hilbertienne dénombrable. Alors, toutes les bases hilbertiennes sont dénombrables.

Démonstration. On suppose que E est séparable. Soit (uy,),>0 une suite dense
dans E : E = Vect{un, n > 0}. Soit (un,)r>0 une sous-suite libre de (uy)n>0-
Par construction : Vn > 0, u,, € Vect{uy,, k > 0}, i.e. (un,)r>0 est totale est
libre. Par le procédé d’orthonormalisatin de Gram-Schmidt, on construit une
bon (ex)k>o0 t.q. Yk > 0, Vect{eg, - ,ex} = Vect{un,, - ,uUn, }. On en déduit
alors : E = Vect{u,,, k > 0} = Vect{ex, k> 0}, i.e. (ex)r>0 est orthonormée
et totale, donc c’est une base hilbertienne dénombrable de F.

Inversement, on suppose que E admet une base hilbertienne dénombrable
(en)n>0. Alors (e,)n>0 est une suite totale donc E est séparable. O

Théoréme 1.5.11. Soit H un espace de Hilbert séparable et soit (ey,)n>0 une
base hilbertienne de H. Alors, Uapplication ¢ : H — (*(N,K), z — ((x, en))n>0
est un isomorphisme isométrique.

Démonstration. Soit x € H. D’apres 'identité de Parseval :
2> =" [z, en)® = o)

n>0

On en déduit que ¢ est bien définie, i.e. p(z) € (?(N,K), Vo € H, et que ¢
préserve la norme. De plus, ¢ est linéaire (immédiat) donc c’est une isométrie
linéaire. Il reste & vérifier que ¢ est surjective. Soit a = (a,)n>0 € £3(N,K). On
pose :

n
Yn>0, S,= Zakek.
k=0

Alors : Vn,p > 0,

n-+p n+p
1Sntp — Sall? = |l Z aer|® = Z |ax|*.
k=n+1 k=n+1

Par hypothese sur a, Y, < |an|* < 400 donc :

lim || Sh4p — Sull* =0,

n,p—+o0

i.e. la suite (S,)n>0 est de Cauchy dans H donc convergente vers une limite
T =) ,500nen € H par complétude de H. On en déduit que a = p(x) et que
¢ est surjective. O

Exemple 8. Soit a < b. On pose T' = b —a, w = 2% On considere I'espace

L?([a, b], C) muni du produit scalaire : (f, g) — 5 f; f(_t)@dt. Pour tout n € Z,
on définit la fonction T-périodique e, : R — C, t — e'w?,

Proposition 1.5.12. La suite (e, )nez est un base hilbertienne de L?([a,b],C).
En particulier, L*([a,b],C) est isométriquement isomorphe a ¢*(Z,C).

Démonstration. La suite (e,,)nez est orthonormée. En effet : Vn,p > 0,

1t 1t
(en,€p) = T/ en(t)ep(t)dt = f/ etn=PIt gy
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1 b
leall? = 7/ dt =1,
T a

Si p # n, alors : wb = wa + 27 =

Si p =n, alors

1 ei(nfp)wb _ ei(nfp)wa
(en,ep) = T =0
(n—p)w
Il reste & montrer que (e,)nez est totale. Soit f € L?([a,b],C) et soit € > 0.
Par convolution, on construit g € C°([a,b],C) t.q. ||f — gll2 < € et g(a) =
g(b) = 0. On peut prolonger g par périodicité a R en une fonction T-périodique
g € Crper(R,C). D’aprés le Théoreme de Stone-Weierstrass, 1’ensemble des
polynomes trigonométriques P = Vectc{e,, n € Z} est dense dans Cp per (R, C).
Soit P € P t.q. [|g — Plleo < €. On en déduit :

If = Plla < lf —gll2+llg = Pll2 < [I[f = gll2 + lg = Plloc < 2.
Il en résulte que Vectc{e,, n € Z} = L*([a,b],C).

1.5.1 Autres bases hilbertiennes classiques de L?

Soit I C R un intervalle. On se propose de construire des bases orthogonales
de L%(I) lorsque le produit scalaire considéré est :

(f.9) > / F(@)g(x)pla)de (11)

ol p est continue sur I, a valeurs > 0 et vérifie :
/x"p(z)dx < 400, VneN.
I
On note L?(I, p) I'espace L?(I) muni du produit scalaire (1.1).

Remargue 4. Lorsque I est borné, C*°(I) est dense dans L?(I, p) et le théoréme
de Stone-Weierstrass implique que ’espace des fonctions polynomes est dense
dans C*°(I), donc dense dans L?(I,p) et les polynoémes orthogonaux pour p
forment une base orthogonale de L2(I,p). Si I n’est pas borné, il existe des
poids pour lesquels la suite des polynémes orthogonaux n’est plus une base.

Polynoémes de Legendre

Les polynoémes de Legendre sont les polynémes orthogonaux associés au
poids p =1 sur I =] — 1, 1[. Ils ont donnés par la formule :

lo(z) = (22 — 1)”)(”), Vo €] —1,1]

et vérifient :

2
Lnll2 = 2™n! Vn > 0.
nlls =2ty 5=, Vo >
Il est usuel de normaliser les polynomes de Legendre en posant :
by
Ln = 2nn)!

et alors L, (1) =1, Vn > 0.
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Fonctions d’Hermite

Cette base de L?(R) joue un role important dans I’étude de la transformation
de Fourier et dans I’étude de 'oscillateur harmonique.

On commence par montrer que la suite de fonctions gi : = — e“”Q/ka, ke
N, est un systéme total dans L*(R). En effet, soit g € L*(R) t.q. [ e~ 2gkg(z)da =
0, Vk € N, et soit G la fonction de la variable complexe définie par :

G(z) = / ei“e*ﬁmg(x)dx vz e C.
R
Soit z = & + in € C. On remarque que :
/ |e”ze_m2/zg(aj)|dx = / e‘"re_x2/2|g(a:)|da:.
R R

Sot R > 0 et soit |n| < R. On en déduit :

/‘emze_zz/Qg(m)|dmS/e}-t|gc|€_352/2‘g(x)|dx:61-12/2/e—(|96|—R)2/2‘g(x)maj
R R R

) ) 1/2 ) ) 1/2
< el ([ ot ar) gla = el ([ e ay) gl < o0, (12)

donc G est bien définie sur la bande compacte |Imz| < R, VR > 0, donc sur C.

De plus, G est holomorphe sur C car z — eixze_xz/gg(a:) est holomorphe sur C,
ppt.z€Retona:VR >0, V|Imz| <R,

. 2 2 2
|emzefw /29(1,)‘ < eR /267(|a:|7R) /2‘g($)|

ot la fonction dominante z — e_(‘m|_R)2/2|g(x)| est dans L2(R) d’apres (1.2). Du
Théor eme de convergence dominée de Lebesgue on déduit que G est holomorphe
sur la bande compacte [Imz| < R, VR > 0, donc sur C. En particulier, les
dérivées G*) de G, k € N, se calculent par dérivation sous le signe somme, i
..l

VzeC, GW(z)= / (iz)*e™ e~ 2g(2)dz
R

d’out on déduit que :

G (0) = /(ix)ke*&/zg(z)dz =0
R
par hypothese sur g. On en déduit que G = 0, i.e.

/ eixze_mz/Qg(x)dx =0, VzeC.
R

La transformation de Fourier étant injective sur L! (R), il en résulte que e_””z/Qg(x) =
0 p.p. dans R, i.e. ¢ = 0. Cela acheve de monrer que la suite (gx)ren est totale
dans L?(R). Le procédé d’orthonormlisation de Gramm-Schmidt permet d’en
déduire une base hilbertienne de L?(R).
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Fonctions de Laguerre
On pose :

x dn
Vo >0, WVneN, Ly(z)=e*?Ly(z) o Ly(z)= %dm”

(e 72"

1.6 Opérateurs compacts

1.6.1 Propriétés de base

Définition 1.6.1. Si E et F sont deux evn, une application T € L.(E, F) est

un opérateur compact si T(Bg(0,1)) est compact. On note K(FE, F') Pensemble
des opérateurs compacts de E dans F.

Proposition 1.6.1. Si E et F sont deux evn si T € L.(E, F) alors les propo-
sitions suvantes sont équivalentes :

(i) T est compact.

(i) Pour tout A C E borné, T(A) est compact.
i) Pour toute suite bornée (Tp)n>0 € EN, (Tzp)n>0 admet une valeur
(i1i) > ; >

d’adhérence.

Démonstration. (i)=(ii) Par hypothese, il existe r > 0 t.q. A C rBg(0,1) et la
linéarité de T entraine :

T(A) C rT(Bg(0,1)) = T(A) C rT(Bg(0,1))) = rT(Bg(0,1)))

Comme x +— rax est un homéomorphisme de E — E, on en déduit que rT(Bg(0,1)))
est un compact. Comme de plus T'(A) est fermé, il en résulte que T(A) est un
compact.

(ii)= (iii) On prend A = {z,, n > 0}.

— N
()= (i). Soit (zn)n>0 € T(Bg(0,1)) et soit € > 0. Par définition de
ladhérence,pour tout n > 0, il existe y, € Bg(0,1) t.q.

1
[zn — Tynll < on

Par hypothese, il existe une suite extraite (y,(n))n>0 qui converge vers x € E
1 .

et alors x,(n) n—>_-|>-oo x O

Proposition 1.6.2. Si E et F' sont deux evn, alors l’ensemble des opérateurs

compacts E — F est fermé.

Démonstration. Soit (Ty,)n>0 € K(E, F)N une suite d’opérateurs compacts et
soit T € L(E,F) t.q. T, 2 T dans L.(E,F). Soit (zx)k>0 € EY t.q.
n—-+0o0 -

|lzkllez < 1. Soit € > 0. Il existe ng > 0 t.q. |T — Tyl < &, ¥n > ng. Soit
n > ng. Par hypothese, il existe une suite extraite (%o(k))kzo et y € F t.q.
Thryy — ydans F.Ona:Vk >0,

k— o0

1Tzoky — yllr < Txpm) — Tnzpwyllr + [ Tazom — yllr <
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ST = Tallllzow 2 + 1Tazew) — yllr < e+ | Tazpw) —ylle
—— —

<1 - 0

k— 400

= limsup [Tz, —yllr < ¢
k— o0

Ceci éant vrai Ve > 0, on en déduit que ||[Tz,) —yllr  — 0.
k—+4oco

1.6.2 Exemples d’opérateurs compacts
Opérateurs de rang fini

Proposition 1.6.3. Tout opérateurT € L.(E, F) de rang fini, i.e. t.q. dim(T'(E)) <
+00, est compact.

Démonstration. 11 sufffit de remarquer que T'(Bg(0, 1)) est fermé et borné dans
lev T(E). de dimension finie. O

Opérateurs intégraux

Soit E = L*(I,C) ou I C R est un intervalle compact. On considere 'opérateur
intégral :
T:L*I,C) — L*(I,C), f+—Tf

défini par :
TF#) = /K(t,s)f(s)ds, Vf € I3(I,C)
I
ou K € C(I x I,C) est continue.
Soit f € L?(1,C). On a :

< ()2l fll2

/ K(t,s)f(s)ds
I

= |ITfI5 < /I 1Kt )Ll 11z = IKIZ1 13 < +o0

donc T'f € L*(I,C).
Soit t € I. On a : Vf € Bg,

T < 1K@l fll2 < VertK(t,-)|l2 < +oo

i.e. {Tf(t), f € Bg} est borné dans C.
Soit tq,ty € I et soit f € Bg. On a :

ITf(t2) = Tf ()] < 1K (11, ) = K (t2,) 2|1
=

Soit € > 0. Comme K est continue sur le compact I x I, elle est uniforément
continue. Il existe n > 0 t.q.

= taf < = [[K(ti,) = K(t2,)[la < Cl[K (1) = K(t2,)[lo <,
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ce qui montre que la famille {Tf, f € Bg} est (uniformément) équicontinue.
Du Théoréme d’Arzéla-Ascoli, T(Bg) est relativement compact dans C(I,C).

Soit (fn)n>0 € ?EN. Il existe donc une suite extraite (f,(n))n>0 € ?EN et
g € C(1,C) t.q. Tfum) —+> g dans C(I,C), puis, 'intervalle I érant borné :
n——+0o0

T foo(n) n_::oo g dans L?(1,C).

Théoréme 1.6.4 (Théoreme d’Arzela-Ascoli). Soit (X, T) un espace topologique
compact et soit (Y,d) un espace métrique. Soit A C C(X,Y) une partie t.q.

1. A est équicontinue sur X ;

2. pour tout v € X, A(x) = {f(x), f € A} est relativement compact dans
Y.

Alors A est relativement compacte dans C(X,Y) pour la topologie de la conver-
gence uniforme.

Opérateurs de Hilbert-Schmidt

Définition 1.6.2. Soit F un espace de Hilbert séparable. On dit que T €
L.(E,E) et un opérateur de Hilbert-Schmidt s’il existe une base hilbertienne

(en)n>0 t.q. :

Do Tenlll =: 1T Fs < +oo.
n>0

Proposition 1.6.5. La définition 1.6.2 ne dépend pas du choiz de la base
(en)n20~

Démonstration. Soit (e],)n>0 une base hilbertienne de E. On a :

Te, =Y (Teener =y |Te b= Y [Te,en)l

k>0 n>0 n,k>0
= > e T e =D T el = > (Tren e = > [(en Ter)|?
n,k>0 n>0 £,n>0 £,n>0
=Y I Tedl%
£>0

O

Proposition 1.6.6. Tout opérateur de Hilbert-Schmidt sur un espace de Hilbert
FE est compact.

Démonstration. Soit € > 0 et soit N > 0 t.q. Y,
On a:

non [Ten|% < e. Soit z € E.

N

Tx = Z(z, en)Te, + Z (x,en)Tey,

n=0 n>N

avec

1Y (@ en)TenlE < llzlE Y [TenllE < el
n>N n>N
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On en déduit :

N
1Tz = (,en)Ten| < ez %
n=0
=ToPr, (z)
ou Pr, est la projection orthogonale sur Fy = Vect{eg, - ,ex}. Donc T est

compact comme limite d’une suite d’opérateurs de rang fini donc compacts. [

1.6.3 Annexe : Remarques
Corollaire 1.4.3

Avec les notations de ’énoncé : ¥ o ® coincide avec 'injection canonique de
E — E” au moyen de lapplication eval, : f — f(z), ce qui achéve de montrer
que E est réflexif. (cf [1], Remarque 13.)

Démonstration. Soit f € E', x € E. Par définition. de ¥ et ® :

eval,(f) = f(z) = (2,97 (/)&
= (f,¥ (eval,))pr = (2 o U (eval,), @ (f)) k.

Ceci étant vrai pour tout f € E’ et ® étant une bijection de £ — E’, on en
déduit que :
oW (eval,) =2
—_——
=(Vod)-1

ie.:
Vo ®(z) = eval,.

O
D’apres [1], la réflexivité des espaces de Hilbert est une conséquence de leur
uniforme convexité. (cf. [1], Théoreme I11.29, p.51, et Proposition V.1, p.78.)
Proposition 1.6.1

(i)= (ii) : En remarquant que x — rx est continue & valeurs dans E qui est
séparé, on évite 'argument de ’homéomorphisme.
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