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Chapitre 1

Espaces de Hilbert

Dans la suite K = C, sauf cas particulier ou K = R.

1.1 Forme sesquilinéaire et produit scalaire

Définition 1.1.1. Une application f : F — F entre deux ev sur C est anti-
linéaire si

Lvz,yeE, flz+y)=/Fflz)+f(y),

2. Ve € E, YAEC, f(A\r)=M\f(n).

Définition 1.1.2. Soit F un ev sur K.

1. On appelle forme sesquilinéaire (& droite) sur K toute application f :
E x E — K vérifiant. :

(a) f est linéaire & gauche, i.e. Vy € E, x — f(x,y) est linéaire;
(b) f est antilinéaire & droite , i.e. Vo € E, y — f(z,y) est antilinéaire
Par convention, si K = R, une forme sesquilinéaire est bilinéaire.

2. Une forme sesquilinéaire f est hermitienne si K = C, resp. symétrique si
K= Rv si en outre f(xay) = f(yax)a resp. f(337y) = f(y,$)7 Vﬂ?vy €L

Proposition 1.1.1. St ¢ : E x E — K est une forme sesquilinéaire, alors :
Ve,y € E,

pl@+yz+y)+el@—yz—y) =20 2)+20(y,y)
Démonstration. Soit z,y € E. On a
(@ +y,z+y) = ez, 2) + o(z,y) + o(y,2) + ¢(y, ),

plx—y,x—y) =@, z) —p(x,y) — 0y, ) + 0(y, ),
O

Proposition 1.1.2. Si ¢ : E x E — K est une forme sesquilinéaire, alors :
Vr,y € E,

L opr+yz+y) —e@—yz—y) =20xy) + 20y, x).

1
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2. SiK =R et ¢ symétrique : p(x+y,x+y) — oz —y,x —y) = 4p(z,y).
3. St K =C et ¢ hermitienne : p(x +y,z+y) —o(x —y,x —y) +ip(r +
iy, +1iy) —ip(z — iy, x — iy) = dp(z,y).
Démonstration. Soit z,y € E.
1. On a

oty z+y)—plx—y,z—y)=pz)+py) +ey,z)+ ey y)+

—o(z,z) + oz, y) + oy, ) — (Y, y).
2. Si K =R on utlise ce qui précede avec ¢(z,y) = ¢(y, ).

3. Si K = C, alors, en notant Uy le groupe des racines quatriemes de 1 :
Uy ={1,-1,4,—i} et on est ramené & calculer Z(EM Co(z+ Cy, x + Cy).

On a
o+ CyatCy) =D Colaa)+ > 1Ko, y) + > Coly,x)
¢ely ¢ely ¢ely ¢ely
+ ) Celyy)
CeUy

= 4dop(z,y).
O
Proposition 1.1.3. Soit ¢ une forme sesquilinéaire sur un ev E sur C. Les
propositions suivantes sont équivalentes.

1. ¢ est hermitienne.
2. Ve € E, p(x,x) € R.

Démonstration. Si ¢ est hermitienne, alors p(z,z) = p(z,z) = p(z,z) € R,
Vr e E.

Inversement, on suppose que ¢(z,z) € R, Vo € E. On pose : Va,y € E,
O(z,y) = o(z,y) — p(y, x). Alors ® est sesquilinéaire et &(x,2) =0,V € E. De
la Proposition 1.1.2, on déduit que ®(z,y) =0, Va,y € E. O

Définition 1.1.3. Une forme hermitienne sur un C-ev est dite positive, resp.
définie positive Vo € E \ {0}, ¢(z,z) > 0, resp. ¢(x,x) > 0.

Proposition 1.1.4. Soit E un ev surK et soit ¢ une forme hermitienne positive
sur E. On a :Vx,y € F,
|2

lo(x, y)|* < oz, z)e(y,y).

Démonstration. Soit z,y € E et soit A € C t.q. Ap(x,y) = |p(z,y)|. Alors
|A| = 1. Soit t € R. Par hypothese sur ¢ : o(Az+ty, Ax+ty) > 0. En développant
cette expression, on obtient :

VteR, |APo(z,x) + 2tRe(Ap(z,y)) + 0y, y) > 0,

avec 2tRe(Ap(z,y)) = 2t|p(z,y)|. De la théorie des équations du second degré
a coefficients réels, on déduit que 4|p(z,y)|> — 4¢(z, 2)p(y,y) < 0. O
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Définition 1.1.4. Une forme sesquilinéaire définie positive est appelée un pro-
duit scalaire. Si E est un ev et si ¢ est un produit scalaire sur E, on définit une
norme sur F en posant

Ve e B, |lz] = Ve(z, ).
Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé un espace préhilbertien.

Définition 1.1.5. On appelle espace de Hilbert un espace préhilbertien complet
pour la norme associée.

Exemple 1. L’espace C? est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :
(2:2)) = Yoy Zh 2k

Exemple 2. L’espace

C(N) = {(tn)nz0 € CV, Y [un|® < 00}

n>0

est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u,v) — Z UpTp,

n>0

1.2 Orthogonalité

Définition 1.2.1. Soit (H, (-,-)) un espace préhilbertien sur K. Deux vecteurs
z,y € H sont dits orthogonaux et on note L y sisi (x,y) = 0. Si A C H,
lorthogonal de A dans H est le sev de H défini par :

At ={ze€H VYacA, (x,a)=0}.

Proposition 1.2.1. Soit E un espace préhilbertien. Alors :
1. SiK=R,Ve,ye E,z Ly < |z +y[*=|z]*+ ||y|>
2. SiK=C,Vz,ye E,z Ly < |z+y|*=|z|?+ ||lyl]? et ||z +iy||* =
2112 + llylI?-
3. SiAC BCE alors B- C A*.
4. Si ACE, alors A C (AY)*.
Démonstration. On utilise le développement :

lz + ylI* = llz[|* + 2Re(z, y) + [ly||*

avec Re(z,iy) = Im(z, y). O

1.3 Projection hilbertienne

Théoreme 1.3.1. Soit E un espace préhilbertien et soit C' C E un convexe
complet. Alors : Ya € E, il existe a € C unique t.q. || — al| = d(z,C). L’appli-
cation po : E — C, x> a ainsi définie est caractérisée par :

pe(x) € C et YyeC, Relr—pc(z),y—pc(x)) <0.
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Démonstration. Soit (2, )n>0 € C définie par :

¥n>0, z,€C et d,C)< |z -] < d(z,C) + %
Ona:Vn,p>0,

Hxnﬂ) — x| = [l — Tptp — (T — )|l

avec

|z — Ln+p — (z _xn)H2 + || (= _mnﬂ?) +(z— ajn)||2 = 2|z _xn+p||2 + 2|z — anQ

1
— Hmnﬂ) - $n||2 +4llz - 5 (mnﬂ) +zn) ||2 =2z - $n+p||2 + 2|z — anQ

2
On en déduit
2 1)° 1 2
ontp = 2al” < 4{d(@,C) + — ) =4z = 5 (@nip +20) I =

1 8 4 8 4
=4 (d(x, C)? — |- 5 (Trtp + ) |2) + ﬁd(z, C)+ 2 < =d(z,C) + )

3

car C convexe = (&, + Tnip) € C. 1l en résulte que (z,,)n>0 est de Cauchy
dans C complet donc convergente vers a € C.
Par construction lirf |z — 2| = d(x,C) donc ||z — a|| = d(z,C). On
n—-+0o0o

suppose qu'il existe a’ € C t.q. ||z — d'|| = d(z,C). Alors

1
la—a'|* +4llz - S(a+a)|* = 2w — a||* + 2|z - &'|]* = 4d(x, C)*

donc .
la —d||* = 4d(z,C)* — 4|z — Slat a)|? <0

i.e. a =da'. On note pc(x) = a.
Soit y € C. On a :

lz = pe(@)|* < lly = = = ly = pc(2) — (& = pe())|* =

= lly = pc@)II” + llz = pe(@)|I* = 2(y — pc(2), 2 — pc())
= 2(y — po(z),2 — pe(2)) < [ly — pe ()|

Ceci est vrai en particulier pour y = tz + (1 — t)pc(z) avec z € C et t € [0,1].

Alors :

2t(2 = pe(),x — pe(@)) < )|z = pe ()|

ie,sit>0:
2(z = pe(@),x — po(z)) <tz — pe(@)|.
On conclut en passant a la limite quand ¢ — 0F.
Inversement, soit Z € C t.q. :

(y—2Z,0—%) <0, VyeC.
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Soit y € C. on a :

ly ==l =lly =2 — (& = 2)|* = ly — &> + |& — z||* - 2{y — T, — )

> [ly = &|* + |7 — 2] > ||Z - =]]*.

Corollaire 1.3.2. Soit E un espace de Hilbert et soit C C E un convexe fermé.
Alors : Yx € E, il existe a € C unique t.q. ||z — al = d(z,C). L’application
po: E— C, x+— a ainsi définie est caractérisée par :

pe(z) € C et VYyeC, Relr—pc(z),y—pc(x)) <0.

Démonstration. On est ramené au résultat précédent en remarquant que C est
un convexe complet. O

Corollaire 1.3.3. Awec les notations du Théoréme 1.3.1, l’applicaton pc est
contractante, i.e. vérifie :

Ve,y € B, lpo(z) —pe@)l < llz -yl

Démonstration. Le calcul donne :

Re(z—y, pc(r)—pc(y)) = —Re(r—pc (), po(y)—pc(x))—Re(pc (), pe(y) —pc (z))

—Re{y —po(y),pe(z) —po(y)) — Re(pe(y), po(z) —po(y))
= —Re{z —pc(2), po(y) — po(x)) — Rely —po(y), pe(x) — pe(y))+
Hipe(@) = peW)* = llpc(x) —pey)]?

lpc(x) = pe)|* < Re(z — y,pc(x) — pe(y)) < [Re(z —y,pc(x) —pe(y))l

< lz = yllllpe(z) — pe )]
= llpc(x) —pc@)Il < llz -y
O

Proposition 1.3.4. Soit E un espace préhilbertien et soit F C E un sev com-
plet. Alors :Va € E, il existe a € F unique t.q. ||z —al|| = d(z, F). L’application
r: E— F, z— a ainsi définie est caractérisée par :

pr(z) €F et x—pp(x) € Ft

Démonstration. On remarque que F' est convexe et fermé, d’ou I'existence et
l'unicité de pp(x). On conclut en remarquant que :

Re(z —pr(z),y —pr(z)) <0, VyeF
et y — y — pr(z) est une bijection F — F donc

Re(z —pr(z),y) <0, VyeF.
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F' est un espace vectoriel donc y € F <= —y € F et alors :

—Re(z —pp(z),y) <0, VyeF
ie.:

Re(r — pp(z),y) =0, Vy€ L.
De méme, F est un ev sur C donc y € F <= iy € F. On en déduit :

Re(z — pp(x),iy) = Im(z — pp(x),iy) =0, Yy e F
et finalement ;
(r —pr(z),y) =0, VyeF

ie. x —pp(x) € FL.

Supplémentaire orthogonal et somme directe

Définition 1.3.1. On dit qu'un ev F est la somme directe algébrique de deux
evFetGsiE=F+Gavec FNG = {0}.

Si E est un espace préhilbertien on dit que E est la somme directe orthogo-
nale de F et Gsi E = F®&G avec G = F+. Alors G est appelé le supplémentaire
orthogonal de F.

Théoréme 1.3.5. Soit E un espace préhilbertien et soit F' C E un sev complet.

1. La projection orthogonale pr : E — F est une application linéaire conti-
nue. Si F' # {0}, alors ||pr|| = 1.

2. E=F@F*+.
3. F+ =Ker(pr) et Ft+ =F.

Démonstration. 1. D’apres le Théoreme de projection hilbertienne, la pro-
jection pp est bien définie. Soit z,y € E et soit A\, u € K.

pr(r) € F et pp(y) € F'= \pp(z) + pupr(y) € F

et
x — pr(x) eFt et y —pr(y) c Ft

= Az + py — (Apr () + ppr(y) = Mz — pr(z)) + p(y — pry)) € F*-.

De la Proposition 1.3.4, on déduit que pr(Ax + py) = A\pr(x) + upr(y),
i.e. pr est linéaire.
pr étant linéaire et contractante, on a :

Ve e E, |pr(@)| = llpr(z) —pr(0)]| < |zl = lprll < 1.

Deplus:Vz € E,z € F = pp(x) = x et ||[pr(x)| = ||z|]. Donc ||pr| = 1.

2. Soit x € E.Onaxz = 2—pr(x)+pr(z) avec —pr(z) € FL et pr(z) € F
donc E = F + F*. De plus :

Vee FYNF, |z|>=(z,2)=0 < =0

onc 1 N = . Finalement, £ = I'® .
d FNnF+ {0}. Final E=FaF*
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3. Soit € Ker(pr). Alors z = x — pp(z) € F*. Donc Ker(pr) C F*.
Inversement soit 2 € Ft. Par unicité de la décomposition z = x —
pr(z) +pr(z) € FX @ F on déduit que pr(z) = 0, i.e. € Ker(pr).
Finalement : Ker(pr) = F*.

On a: F C (F4)*. Inversement, soit x € F++. Alors :

z—pr(z) € Fr = (z,2 — pp(x)) =0
donc
2]|* = (@, pr(2)) = (x—pr (@), pr () + (pr(2), pr(2) = (pF(2), pF(2))
= llpr ().
De plus (Théoreme de Pythagore) :
pr(z) Lo —pp(z) = [lz|? = ||z — pr (@) + [pr(@)].

On en déduit ||z — pr(z)||? =0, i.e. z = pp(x) € F. Donc F++ C F.
O

Remarque 1. Sous les mémes hypotheses, I — pg est la projection orthognle sur
F et on peut écrire I — pp = pp..

Corollaire 1.3.6. Si F est un sev fermé d’un espace de Hilbert H alors :
H=F@Ft etFtt =F.

Démonstration. On se ramene au Théoreme 1.3.5 en remarquant que F' fermé
dans H complet est complet. O

Dans le cas général ou F est un sev non nécessairement fermé d’un espace
de Hilbert, on a le résultat suivant.

Corollaire 1.3.7. Soit F' un sev d’un espace de Hilbert H. On a :

FHt=F (1.1)

F=H < F*+=/{0}. (1.2)

Démonstration. 1. Onremarque que F+ = N crKer(¢,) olt ¢, :  — (2,y)
est linéaire continue de norme ||¢,| = [|y||, Vy € F. Donc F* est fermé

comme intersection de fermés. Ceci reste vrai pour F++ qui est également
fermé. En particulier :

FcF*t=FcFti=ptt
De plus, le Corollaire 1.3.6 entraine :
FCF=>F CcFroFtlcF =T
Finalement : F++ =F.
2. De ce qui précede on déduit :
F=H < (F))' =H «— FL1=H' — F+={0}

car H- = {0} par définition du produit scalaire et F- = F* puisque
F+ est fermé.
O
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Définition 1.3.2. Soit H un espace de Hilbert. Un endomorphisme P : H — H
est un opérateur autoadjoint (ou hermitien si K = C) si (P(x),y) = (z, P(y)),Vz,y €
H.

Proposition 1.3.8. Soit F' un sev fermé d’un espace de Hilbert H.

1. ppopr =pr

2. pr est auto-adjoint : Vx,y € H, {(pr(z),y) = (z,pr(y)).
Démonstration. 1. C’est une conséquence directe de 'unicité de la projec-

tion orthogonale sur F'.
2. Soit z,y € H.

z—pr(r) € F et prly) € F = (z,pr(y)) = (pr(z), pr(y)).

De méme :
(pr(2),y) = (pr(2), PP (Y))-

Finalement : (z,pr(y)) = (pr(z),y) = (pr(z),pr(y)). .

1.4 Systemes orthonormés et bases hilbertiennes

Définition 1.4.1. Soit FE un espace préhilbertien sur K. Un systéme (z;);c; de
vecteurs de E et un systeme orthogonal si (x;,x;) =0, Vi # j.

Définition 1.4.2. Soit E un espace préhilbertien sur K. Un systéme orthogonal
(2;)ier est orthonormé si ||z;]| =1, Vi € T.

Exemple 3. Dans R™ ou C" muni du produit scalaire usuel, le systéme (eq,-- - , e,)
donné par (e); = ik, i,k € [[1,n]], est un systéme orthonormé.

Exemple 4. Dans I’espace de Hilbert ¢?(N, K) muni du produit scalaire (x,y) =

> on0 TkTks VT = (Tn)n>0, ¥ = (Un)nz0 € L2(N,K), le systeme (e, )n>0 donné
par (en)k = Okn, Vk,n > 0 est orthonormé.
Exemple 5. Dans l'espace de Hilbert L?([—, 7], C) muni du produit scalaire

(x,y) = % _x(t)y(t)dt, le systeme (e, )nez ol e, est la fonction ey, : [, 7] —
C, t+— e,

Proposition 1.4.1. Soit E un espace préhilbertien et soit (e;);er un systéme
orthonormé. On suppose I fini. On pose F = Vect{e;, i € I}. Soit x,y € E. On
a

1. pr(z) =3 cr(T, ei)es,
2. lpr(@)|? = X (2, ),
3. (pr(x),y) = (@,pr(v)) = r(2),prY) = > i@, )y, e:).

Démonstration. 1. Soit x € E'. On pose P(x) =), (%, e;)e;. On a :
Viel, (x—Px),e)= (x,e)— Z(x, ej e, e;) = (x,e;) — (x,e;) =0
JjeI

donc z — P(z) € F+. Comme de plus P(z) € F, on en déduit que
P(z) = pr(x).
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2. Soit x € F. D’apres ce qui précede :

lpr(2)I> = (pr(x),pr(2)) = Y (2, ei) (@, ej) e ej)

ijeT

=3l el

icl

3. Soit z,y € E. On a

<pF(x)vy> = Z<xaei><eiay> = Z<$7ei><yvei>'

el i€l

O

Proposition 1.4.2 (Inégalité de Bessel). Soit E un espace préhilbertien et soit
(ei)icr un systéme orthonormé de E.

1. Soit x € E et soit J C I une partie finie de I. On a
o2 = 37 e, + o — 3z, el
icJ ieJ

2. Soit x € E. La famille (|(z,e;)|*)ic1 est sommable dans R de somme

magorée par ||z|?* :
>l en)® < ll=)*.
iel
Démonstration. 1. Soit x € E et soit J C I une partie finie de I. On pose
F = Vect{z;, i € J}. Alors

2] = [pr@)|2 + llz = pr@)I2 = 3 Ha,e) | + o =Y (2, eeil|.
ieJ ieJ

2. Soit A I'ensemble des parties finies de I. De ce qui précede on déduit

que :
Z (2, e)]? == SUPZ (2, e)* < ||z
icl Sy
O

Corollaire 1.4.3. Soit H un espace de Hilbert et soit (e;);cr un systéme ortho-
normé de H. Pour tout x € H, la famille ({x, e;)e;)icr est sommable de somme

vérifiant ’estimation :
1> (@ eneill < |-
el

Démonstration. Soit x € H. D’apres la Proposition 1.4.2 et I'inégalité de Bessel :

3 Ky ei) 2 < [l < +oc
icl
i.e. la famille (|(x,e;)|?)ics est sommable. Soit ¢ > 0. On en déduit qu’il existe
J.e€Atq.:
VIeA, JCJi=) |(ze)) <e
icJ
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i.e., le systeme (e;);er étant orthonormé :

VIeA, JCJi= D (medel® =) |z e) <e.

iceJ i€J

La famille ((zx, e;)e;);er vérifie le critere de Cauchy dans H qui est complet donc
est sommable, de somme 2’ := ", (x, e;)e;. Soit € > 0. Il existe J. € A t.q. :

VIeA, J.CJ= |2’ = (zie)el <e.
i€J

Soit JEA t.q. J. CJ.Ona:

|2/ < e+ 1Y (w,eesl < e+l
ieJ

Ceci est vrai Ve > 0, donc, quand € — 0, on obtient : ||2'|| < ||z]|. O

Base hilbertienne

Définition 1.4.3 (Famille totale). Une famille de vecteurs (e;);cr d'un ev E est
dite totale si E = Vect{e;, i € I'}. On appelle suite totale toute famille totale
dénombrable.

Définition 1.4.4. Soit E un espace préhilbertien. On appelle base hilbertienne
toute famille (e;);er de E orthonormée et totale.

Remarque 2. Soit H un espace de Hilbert. Un systéme orthonormé (e;);er est
une base hilbertienne ssi : Vo € H,

(x,e;) =0, Viel=z=0.
En effet, par définition, (e;);cs est une base hilbertienne ssi

H = Vect{e;, i € I} ﬁ {0} = Vect{e;, i € I}*-

Théoréme 1.4.4 (Caractérisation des bases hilbertiennes). Soit H un espace
de Hilbert et soit (e;)icr une famille orthonormée. Les conditions suivantes sont
équivalentes

(i) (e;)ier est une base hilbertienne.

(i) Ve € H, v =), /{(x,e:)e;

(ZZZ) V.Z‘, (RS H} <$7 y> = Zie[<x7 €i><€ia y> = Ziel<x’ ei><y7 ei>

() Yo € H, ||lz||* =Y ,c; [(z,e:)* (Egalité de Parseval)

Démonstration. (i)= (ii) Soit x € H et soit € > 0. Il existe y. € Vect{e;, € I}
t.q. ||z — ye|| < e. Soit A I'ensemble des parties finies de I. Il existe J. € A et il
existe (\;)ics. € K= t.q. ye = > icg. Aiei- On pose Fy = Vect{e;, i € J-}. F,
est un sev de dimension finie de H et pr, () = > ,c; (z,e;)e;. Par définition
de pr,_, on a ||z —pp, (2)|| < ||z —yel| <e. Soit J € At.q. J. C J.

Fr. CFy= |z =pr, @) <z —pr, (@) <e

ie. :
VieA, J.CJ=|z—pr(2)]<e.
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Donc la famille ((x, e;))icr et sommable de somme . (7, e;)e; = .
(ii)= (iii) Soit x € H et soit € > 0. Soit y € H \ {0}. Il existe J. € A t.q. :

VIEN, J.CT=|z—> (ze)el <e.
=y
Soit J€At.q. J. CJ.On a:

(2, y) =D (e en)(y,en] = z,y) = D (z,eidleny)l = ey = D (z eies,y)]

icJ i€J i€J

= (z =Y (z,eien,y)| < e =Y (z,eeilllyl <elyl
= ieJ

Ceci est vrai Ve > 0, donc la famille ((z, ;) (y, €;))icr est sommable de somme :

Z<xa 67;><y, ei> = <£L’, y>
icl
(iii)= (iv) Il suffit de poser y = z dans (iii) pour conclure.
(iv)=> (i) Par hypothese : Vect{e;, i € I}+ = {0}, i.e., compte tenu de (1.2) :
H = Vect{e;, i € I'}.
O

Théoréme 1.4.5. Tout espace de Hilbert admet une base hilbertienne. En par-
ticulier tout systéme orthonormé peut étre complété en une base hilbertienne.

Démonstration. Soit H un espace de Hilbert. On suppose H # {0}. Sinon, le
résultat est immédiat. Soit L un systéme orthonormé de H. On note B 'ensemble
des systémes orthonormés qui contiennent L ordonné par la relation C. Alors
B # () car L € B. On veut montrer que B est inductif. Soit C = (B;);cs une
chaine de B. Alors B = U;¢rB; est un majorant de C dans P(H). Soit z,y € B,
T # y, et soit iy,i, € I t.q. x € B;, et y € By, . Alors ||z|| = [[y|| = 1.
Comme C est totalement ordonnée, on peut supposer B;, C B;, et alors z,y €
B;, = (x,y) = 0. Donc B € B. Du Lemme de Zorn on déduit que B admet
un élément maximal noté By,. Il reste a montrer que By, est une famille totale
dans H i.e. que Vect(Br) = H. On raisonne par 'absurde en supposant que

Vect(By) # H. Alors Vect(BL)L # {0}. Soit alors z € Vect(BL)L t.q. xg # 0.
x

Alors ||zg]| # 0. Quitte & remplacer xo par —~%_on peut supposer que |zol| = 1.

lzoll’
On en déduit alors que By, U {zp} est un systéme orthonormé, ce qui contredit

le caractere maximal de Byr. Donc By, est total dans H et par suite, c¢’est une
base hilbertienne de H. O

Proposition 1.4.6. Soit (E, || -||) un evn et soit (z;);er une famille sommable
de E de somme x € E. Alors :

1. Ve >0, {i €1, ||z;|| > ¢} est fini.
2. {i€el, x; #0} est au plus dénombrable.

Démonstration. 1. Soit € > 0 et soit J. € A t.q.
VIEA, JCUi= Y ail<e
icJ
Soit 49 € I\ J.. On pose J = {ip}. On en déduit : ||z;,]] < €. Donc
{i €I, ||z;|]| > €} C J. est fini.
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2. On a
1
{iel, z;, #0y={i €, ||z >0} =Up>1 {ie], Il ] >n},

ie. {i € I, x; # 0} est au plus dénombrable comme réunion dénombrable
d’ensembles finis, éventuellement vides
O

Proposition 1.4.7. Dans un espace de Hilbert, deux bases hilbertiennes sont
équipotentes.

Démonstration. Soit H un espace de Hilbert de dimension infinie. Soit B et
B’ deux bases de H. Soit e € B et soit D, = {f € B’, (e, f} # 0}. La famille
((e, ) rep: est sommable de somme e = > ;. p/ (e, f) f donc D, est dénombrable
d’apres la Proposition 1.4.6. On note D, = {f2, n > 0}. De plus, Vf € B,

f= Z(f,e)e;é0:> Jee B tq. (f,e)#0
e€B
ie. B C UeepD.. Soit @ : B - Nx B, f+ (n,e) t.q. f € Do et f = f2. On
remarque que si ®(f) = ®(f') = (n,e) alors f = f¢ = f'v = f’ donc ® est une
injection de B’ dans N x B. Comme B est infini par hypothese sur H, N x B
est équipotent & B (admis ou Exercice). Donc ® est une injection de B’ dans un
ensemble équipotent & B. En échangeant les roles de B et B’, on montre qu’il

existe une injection ¥ : B — N x B’ de B dans un ensemble équipotent & B’.
On en déduit une bijection entre B et B’. O

Exemple 6. Soit I un ensemble non dénombrable. On note
C(ILK) = {z = (3:)ies €K', Y |2i]? < +o0}.
iel

muni du produit scalaire (z,y) — Y_,c; 2;7;. Alors £2(I, K) est un espace de
Hilbert non séparable. Une base de £2(I, K) est donnée par la suite (e;);c; définie
par : (e;); = 0;;; Vi,j € 1.

Théoréme 1.4.8. Soit H un espace de Hilbert de dimension hilbertienne I.
Alors, pour toute base hilbertienne (e;);cr de H, l'application

H— (1K), =z~ ((z,¢))ier

est une bijection isométrique de H sur (*(I,K).

Espaces de Hilbert séparables

Théoréme 1.4.9 (Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt). Soit E un
espace préhilbertien de dimension infinie et soit (fn)n>0 une suite libre de E.
On pose :

Vp>0, V,=Vect{fo, - ,fp}

Alors la suite (en)n>0 définie par la récurrence

ey = L eyl = fP-H 7pr(fp+1)
Il P 1 forr — pv, (s
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est une suite orthonormée t.q. :
Vp >0, V,=Vect{eg, - ,ep}.
Plus précisément :

fp+1 - Zf:o <fp+17 €i>ei

Ep+1 =
T e = ol eie]

Démonstration. Par construction ||ep| = 1, Vp > 0.
Soit P(n) la propriété : (eg,--- ,en) est une bon de V;,.
P(0) est vraie par définition de eg. On suppose P(n) vraie et on pose :

enit = fot1 = pv, (fat1)
| frt1 — pv, (frs1)|]

Par définition de py,, e 41 € V5. Comme |e,i1]| = 1, on en déduit que
(e, ,€n+1) est une famille orthonormée. Par hypothese de récurrence

n

Py, (frs1) = Y _(fur1,€i)ei = eng1 € Veet{eo, - en, fap1} = Vapa

i=0
donc (eq, -+ ,en+1) est une bon de V;,41, i.e. P(n+ 1) est vraie. Par récurrence
sur n > 0, P(n) est vraie, ¥n > 0. O

Exemple 7. Soit H = C°([—1,1],R) muni du produit scalaire

(f.9) = (F.0) = / F(t)g(t) 2

Vit
Par orthonormalisation de Gram-Schmit & partir de la suite (¢ — t"),>0 on
obtient la suite des polynémes de Tchebychev (P,),>¢ définis par :

P, (t) = cos(nArcos(t)), Vte[-1,1], ¥n>0.

Théoreme 1.4.10. Un espace préhilbertien E est séparable ssi il admet une base
hilbertienne dénombrable. Alors, toutes les bases hilbertiennes sont dénombrables.

Démonstration. On suppose que E est séparable. Soit (uy)n>0 une suite dense
dans E : E = Vect{u,, n > 0}. Soit (un, k>0 une sous-suite libre de (uy)n>0.
Par construction : Vn > 0, u,, € Vect{u,,, k > 0}, i.e. (un,)r>0 est totale est
libre. Par le procédé d’orthonormalisatin de Gram-Schmidt, on construit une
bon (ex)r>o0 t.q. Yk > 0, Vect{eg, - ,ex} = Vect{un,, -, un, }. On en déduit
alors : E = Vect{u,,, k > 0} = Vect{eg, k> 0}, i.e. (ex)r>0 est orthonormée
et totale, donc c’est une base hilbertienne dénombrable de E.

Inversement, on suppose que E admet une base hilbertienne dénombrable
(en)n>0- Alors (e,)n>0 est une suite totale donc E est séparable. O

Théoréme 1.4.11. Soit H un espace de Hilbert séparable et soit (e,)n>0 une
base hilbertienne de H. Alors, Uapplication ¢ : H — (*(N,K), z — ((z, €n))n>0
est un isomorphisme isométrique.
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Démonstration. Soit x € H. D’apres I'identité de Parseval :
2> =" [z en)l® = (@)
n>0

On en déduit que ¢ est bien définie, i.e. p(z) € (?(N,K), Vo € H, et que ¢
préserve la norme. De plus, ¢ est linéaire (immédiat) donc c’est une isométrie
linéaire. Il reste & vérifier que ¢ est surjective. Soit a = (a,)n>0 € £3(N,K). On
pose :

vn>0, S,= Zakek.
k=0

Alors : Vn,p > 0,

n+p n+p
1Snsp = Sull* =11 D awesl* = D laxl*
k=n-+1 k=n-+1

Par hypothése sur a, > -, |an|? < 400 donc :

lim_[[S,ep — Sall? =0,

n,p——+00

i.e. la suite (Sy)n>0 est de Cauchy dans H donc convergente vers une limite
T =),500nen € H par complétude de H. On en déduit que a = p(x) et que
© est surjective. O

Exemple 8. Soit a < b. On pose T =b—a, w = 27” On considere I'espace

L?([a, b], C) muni du produit scalaire : (f, g) — 7 fab f(t)g(t)dt. Pour tout n € Z,
on définit la fonction T-périodique e, : R — C, t — e,

Proposition 1.4.12. La suite (e,,)nez est une base hilbertienne de L?([a,b],C).
En particulier, L?([a,b],C) est isométriquement isomorphe a £*(Z,C).

Démonstration. La suite (ep,)necz est orthonormée. En effet : Vn,p > 0,

<€ 6>—l be (t)e (t)dtfl bei(nfp)wtdt
e, R T, -

Si p = n, alors
2 1 ’
A2 = dt = 1.
leall = 7 |

Si p # n, alors : wb = wa + 27 =

1 ei(n—p)wb _ ei(n—p)wa
(en,ep) = = — =0

T (n —plw
Il reste & montrer que (e,)nez est totale. Soit f € L?([a,b],C) et soit ¢ > 0.
Par convolution, on construit g € C%([a,b],C) t.q. ||f — gll2 < € et g(a) =
g(b) = 0. On peut prolonger g par périodicité & R en une fonction T-périodique
g € Crper(R,C). D’apreés le Théoreme de Stone-Weierstrass, 'ensemble des
polynoémes trigonométriques P = Vectc{e,, n € Z} est dense dans Cr per(R, C).

Soit P € P t.q. [|g — Plloo < €. On en déduit :

1f = Pllz <[If = glla +llg = Pll2 < [[f = gll2 + [|g = Plloc < 2e.
Il en résulte que Vectc{e,, n € Z} = L?*([a,b],C).
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1.5 Le Théoreme de représentation de Riesz

Corollaire 1.5.1. Soit E un espace de Hilbert et soit ' C E un sev fermé.
Alors : Yx € E, il existe a € F unique t.q. ||z — a|| = d(z, F). L’application
pr: E — F, x— a ainsi définie est caractérisée par :

pr(r) €F et x—pp(r) € F*

Remarque 3. Le Corollaire 1.5.1 montre que pg est la projection orthogonale
sur F. On en déduit que pr est une application linéaire de F sur F t.q. ||pr|| =1
et '+ = Kerpp.

Proposition 1.5.2 (Théoréme de représentation de Riesz). Soit E un espace
de Hilbert. L’application ® : E — E', x — {¢, : y — (y, )} est une isométrie
antilinéaire et une bijection de E sur E’.

Démonstration. On remarque que x — {¢, : y — (y,x)} est une isométrie de F
dans F’. Il reste & vérifier qu’elle est surjective. Soit F' = Ker(f). Par continuité
de f, F est fermé et donc E = F @ F+ avec F+ ~ E/F.

Rappel : Par définition de la relation d’équivalence associée a E/F,

v~y < pr(@) —pr(y) =z —y < z—pr(z) =y —pr(y)
ce qui permet de définir lapplication :
E/F - F*, x4+ Fw2—pp(x).

D’apres le théoréme d’isomorphisme, on a : E/F ~ Im(f) = C, i.e. F+ ~ C.
Donc F+ = Cu avec u € F* \ {0} choisi t.q. |lul| = 1. Soit alors z € E. De la
décomposition :

x = (x,u)u + pr(x)
on déduit que f(z) = (z,u) f(u), i.e., f = ¢¢w)u avec f(u) # 0 par construction

de u.
O

Corollaire 1.5.3. Soit H un espace de Hilbert. L’application ® : H — H’,
Y= ¢y t.q. ¢y(x) = (z,y), Yo € H, est une isométrie bijective antilinéaire de
H sur H'. En particulier si K = R, alors ® est un isomorphisme isométrique
de H sur H'.

Corollaire 1.5.4. Tout espace de Hilbert est réflexif, i.e. peut étre identifié a
son bidual H" au moyen de linjection canonique :

J:H—H", x—{eval,: H — H", [ f(z)}

Démonstration. Soit H un espace de Hilbert et soit ® : H — H’ isométrie
antilinéaire bijective entre H et H'. Comme ® est une isométrie, on définit un
produit scalaire sur H’ en posant

Vige ', (fo)m = (27 (9). 27 (f))m = (27(f), 2 (9))n.

Alors, (fn)n>0 est de Cauchy dans H' ssi (271(f,))n>0 est de Cauchy dans H,
i.e. convergente dans H. Par isométrie, (fy,)n>0 est convergente dans H'. On en




16 CHAPITRE 1. ESPACES DE HILBERT

déduit que H' est un espace de Hilbert, donc il existe une isométrie antilinéaire
bijective ¥ : H' — H”. Alors, ¥ o ® est un isomorphisme de H sur H”. De
plus : Yo ® = eval,, Vo € H. En effet, soit f € H’' et soit x € H. Par définition.
de U et & :

eval, (f) = f(z) = (2,27 (/) m
= (f, U (eval,)) gr = (@7 o U (eval,), @ (f)) m.

Ceci étant vrai pour tout f € H' et ® étant une bijection de H — H’, on en
déduit que :
oW (eval,) =2
—_———
=(Tod)—1
ie.:
Vo ®(z) = eval,,

i.e. H est réflexif. O

Adjoint d’un opérateur

Proposition 1.5.5. Soit H, K deux espaces de Hilbert et soit A € L(H, K) une
application linéaire continue. Il existe une unique application linéaire continue
A* € L(K, H) appelée adjointe de A t.q. :

VeeH, VyekK, (Az,y)x = (z,A"Y)u.
De plus || A*|| = ||A| et A** = A.

Démonstration. Soit y € K. L’application ¢, 0 A : H — K,  — (Az,y) est
linéaire continue comme composée d’applications linéaires continues, et on a
¢yo0 A€ H avec

1@y © All < gy l[IlAll = llyll | All

On en déduit qu’il existe A*y € H unique t.q. ¢4+, = ¢, 0 A. On remarque que,
par antilinéarité de y — ¢, : Vy € K, VA € K,

¢A*()\y) = ¢)\y 0A= ngy 0 A= X(i)A*y = ¢)\A*y
i.e., par définition de A* : A*(A\y) = AA*y. Donc A* est linéaire. De plus :
vy € K,
A=y

donc A* est continue de norme ||A*|] < ||A|. On remarque que : Yo € H,
Yy € K,

| =147yl = Ny o All < [lyllx [l Al

Pary(T) = Paz(y) = [Paz(y)| < |Paxy

izl < 1A%yl = [Az] < [|A"[[{]

i.e. ||A|| < || A*||. Finalement : | A|| = ||A*].
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1.6 Applications

1.6.1 Séries de Fourier

Soit T' > 0. Une application f : R — C est dite périodique de période T si :
f(z+T) = f(zx), Yz € R. On se raméne & f : T = R/TZ — C au moyen de la
relation d’équivalence r ~y <= x —y € TZ. Soit 7 : R — T la projection
canonique. f est 'unique application T — C t.q. f = fow. D’apres les propriétés
de la topologie quotient sur T, f est continue ssi fec (T, C). On établit ainsi
une bijection C(T,C) = Crper (R, C).

Soit S = {z € C, |z| = 1} le cercle unité. L’application ¢ : R — St t s !

T ~ _ .
avec w = T continue et surjective. L’application induite ¢ : T — S, T — e™?

est continue et bijective donc induit un homéomorphisme de T — S' car, T étant
compact, tout fermé de T est un compact donc est transformé en un compact
de S! par ¢ continue, i.e. en un fermé de S' car S! est séparé.

Il en résulte que pour toute application f : R — C continue et T-périodique
application f?:= fo¢!:S! = C est I'unique application continue S! — C
vérifiant : Vt € R, f(t) = fH(e™?).

Polynomes trigonométriques

Soit T' > 0 et soit n € Z. On considere 'application T-périodique e,, : R — C,
t et ot w = 27,

On appelle polynéme trigonométrique toute application de la forme ¢ +—
P(e?) ot P(X) € C[X]. Pour tout n > 0, on note P, = Vectc{er, k €
[[—n, n]]} Vespace vectoriel des polyndmes trigonométriques de degré < n et
P = Up>0Prn l'ev des polynomes trigonométriques.

Définition 1.6.1 (Coefficients de Fourier). Soit f : R — C une fonction
intégrable. On définit les coefficients de Fourier de f en posant :

T
VneZ, f(n)= 1 ft)e~mtdt,
T Jo
La suite (f(n))nez est appelée la suite des coefficients de Fourier de f. On
appelle série de Fourier de f la série de terme général f (n)en, n € Z, de somme
Sf =3 ez f(n)e,, dont la suite des sommes partielles (Sy f)nso est définie
par: Syf = Zg:_N f(n)en. La série de Fourier de f est dite convergente si la
suite des sommes partielles (S, f)n>0 converge.

Remarque 4. Si f est paire, alors f(—n) = f(n), ¥n € Z et la somme de la série
de Fourier de f est, au moins formellement, de la forme :

z— Sf(z) = f(0) + QZ f(n) cos(nwz),

n>1

Si f est impaire, alors f(—n) = —f(n), Vn € Z et la somme de la série de
Fourier de f est, au moins formellement, de la forme :

x> Sf(x) =2i Z f(n) sin(nwz),

n>1
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Proposition 1.6.1. Soit p € [1,4+00]. Pour tout f € LP(T), les coefficients de
Fourier de f sont bien définis et on a :

YneZ, [f(n)]<|fllp

1 1
Démonstration. Soit q le coefficient conjugué de p : — + — = 1. L’inégalité de
p q

Holder entraine :

v e Z, [f()] < le—aullgllfllp = 11 £1ls

1.6.2 Série de Fourier d’une fonction de L?([a,b],C)

2
Soit @ < b. On pose T =b — = —W On munit L?([a,b], C) du produit

scalaire :
(f.9) / 0

Pour tout n € Z, on note e, : R = C, t — ™™,
Proposition 1.6.2. La suite (e, )nez est une base hilbertienne de L?([a,b],C).
Démonstration. La suite (e, )nez est orthonormée. En effet : Vn,p € Z,

1 bi(n—p)wtd_ 1_(7)13 o si n=p,
(en,ep)—f ae t=q et _citnor = 0 si n#p,

i(n—p)Tw wb=wa+2m

Il reste & montrer qu’elle est totale. Soit f € L?([a, b],C) et soit ¢ > 0. D’apres le
théoreme de densité, il existe g € C([a, b],C) t.q. ||f —gl|l2 < e. On peut supposer
quitte a modifier g au voisinage de a et b, on peut supposer que g(a) = g(b) =0
et prolonger g par périodicité & R en une fonction continue T-périodique sur R,
soit g € Cr per(R,C). D’apres le Théoreme de Stone-Weierstrass, Vect{e,, n €
Z} est dense dans Cr per (R, C). Soit P un polynéme trigonométrique t.q. ||g —
Plleoc <e.On a

If = Pllz <[If = glla +llg = Pllz < [[f = gll2 + [|g = Plloc < 2e.
Donc Vect{e,, n € Z} est dense dans L?([a,b],C). O

Théoréme 1.6.3. L’application ® : L2(T,C) — (2(Z,C), f — (f(n))nez est
un isomorphisme isométrique. En particulier, si f : R — C et T-périodique t.q.
fo |f(t)|?dt < +o0, alors :

()

f=Y fn)e, € L*(T,C) et Hriloo||2f en— flla =0

neZ =N
(i)
—/ t)[2dt = Z |f(n)|?  (égalité de Parseval)

nez
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(iii)

Vf,g € L*(T,C), (f.g) = f(n)g(n).

nez
Remarque 5. Ce résultat ne permet as de conclure sur a convergence smple de
la série de Fourier de f € L%(T,C). On a le Théoréme suivant.

Théoréme 1.6.4 (Carleson (1965)). Si f € L?(T,C), la série de Fourier de f
converge p.p. dans R vers f.

Autres conséquences de ’existence d’un base de Hilbert

Proposition 1.6.5. Tout espace de Hilbert de dimension infinie admet un sev
isomorphe & (2(N).

Démonstration. Soit H un espace de Hilbert et soit (e;);er une base hilber-
tienne. Cette base étant infinie par hypothese, on peut en extraire une suite
ortonormée (e;, )n>0). Alors E = Vect{e;,, n > 0} est un sev isomorphe a
2(N). O

Corollaire 1.6.6. Si un espace de Hilbert H admet une base de Hamel au plus
dénombrable, alors il est de dimension finie.

Démonstration. Si H est de dimension infinie, d’apres la Proposition 1.6.5, il
contient un sev isomorphe & ¢2(N). II suffit de montrer que ¢?(N) n’admet pas
de base de Hamel dénombrable.

Soit « €]0,1[. On pose z, = (1,a, -+ ,a™,--+). On a
Jal? =Y 0% = L < too
@ 1—a?
n>0
donc z, € (?(N). De plus : doit A,---, A\ € K et soit ay, - ,a; €]0,1] des

réels distincts t.q. Zle Aio, = 0. Alors :

k

Le systeme linaire formé des k premieres équations s’écrit :

1 1 1 A1
o (e N o A | A2
2 2 2
ag Qg Qg g A3 = 0.
n—1 n—1 n—1
oy oG SRR T AL

la matrice est de type Van der Monde, inversible car les «; sont tous distincts
par hypothese, donc Ay = --- = Ay = 0 est "unique solution. Par récurrence
sur k& > 1, on déduit que A\p = 0, Vk > 1, i.e. que la famille (z4)aejo,1 €st
libre. Comme toute base de Hamel de ¢*(N) contient la famille (z4)qej0,1], 00
en déduit que si H est de dimension infinie, alors les bases de Hamel de ¢?(N)
ne sont pas dénombrables. O
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