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Exercice

Montrer que ∀x ∈]0, 2π[,

∑
n≥1

sin(nx)

n
=

∫ 1

0

sinx

(1− 2t cosx+ t2)
dt. (1)

Démonstration. Soit η ∈]0, π[ et soit x ∈]η, frm−eπ − η[. On pose :

∀n ≥ 1, Sn(x) =
n∑
k=1

sin(kx).

Alors :

∀n ≥ 1, Sn(x) = Im

(
n∑
k=1

eikx

)
= sin

(
n− 1

2
x

)
sin
(
nx
2

)
sin
(
x
2

)
donc

|Sn(x)| ≤ 1

| sin
(
x
2

)
|

≤
η≤x≤2π−η

1

| sin
(
η
2

)
|

=: Mη

Du Théorème d’Abel, on déduit que la série (1) converge uniformément sur
]η, 2π − η[, ∀η ∈]0, π[.

Soit x ∈]0, 2π[. On a :∫ 1

0

sinx

(1− 2t cosx+ t2)
dt =

1

2i

∫ 1

0

eix − e−ix

(e−ix − t)(eix − t)
dt =

1



=
eix

2i

∫ 1

0

dt

1− teix
− e−ix

2i

∫ 1

0

dt

1− te−ix
avec

∀t ∈]0, 1[,
1

1− teix
=
∑
n≥0

tneinx

la convergence étant uniforme sur [0, a], ∀a ∈]0, 1[. On en déduit :

∀a ∈]0, 1[,

∫ a

0

sinx

(1− 2t cosx+ t2)
dt =

∑
n≥1

sin(nx)
an

n
.

Soit a ∈]0, 1[ et soit N ≥ 1. On a∣∣∣∣∣∑
n≥1

sin(nx)

n
−
∫ 1

0

sinx

(1− 2t cosx+ t2)
dt

∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∣
N∑
n=1

sin(nx)

n
(1− an)

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∑
n≥N

sin(nx)

n
(1− an)

∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∫ 1

a

sinx

(1− 2t cosx+ t2)
dt

∣∣∣∣ .
On a

∀t ∈ [a, 1], 1− 2t cosx+ t2 ≥ 1 + 2t+ t2 = (1 + t)2 ≥ (1 + a)2 ⇒∣∣∣∣∫ 1

a

sinx

(1− 2t cosx+ t2)
dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

a

dt

(1 + a)2
≤ (1− a)

4
.

On pose :

∀n ≥ 1, Rn(x) =
∑
k≥n

sin(kx)

k
.

Il existe N0 = N0(x) > 0 t.q. :

∀n ≥ N0, |Rn(x)| ≤ ε.

Soit N ≥ N0. Alors :∣∣∣∣∣∑
n≥N

sin(nx)

n
(1− an)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ ∑
n≥N+1

Rn(x)an−1(1− a) +RN(x)(1− aN)

∣∣∣∣∣ ≤
≤ ε

∑
n≥N+1

an−1(1− a) + ε ≤ 2ε.
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Finalement : ∀N ≥ N0, ∀a ∈]0, 1[,∣∣∣∣∣∑
n≥1

sin(nx)

n
−
∫ 1

0

sinx

(1− 2t cosx+ t2)
dt

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
N∑
n=1

sin(nx)

n
(1− an)

∣∣∣∣∣+ 2ε

donc :

lim sup
a→1−

∣∣∣∣∣∑
n≥1

sin(nx)

n
−
∫ 1

0

sinx

(1− 2t cosx+ t2)
dt

∣∣∣∣∣ ≤ 2ε.

Ceci étant vrai ∀ε > 0, on en déduit le résultat.
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