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Exercice

Montrer que Vz €]0, 27|,

Z sin(nz) /1 sin 5 (1)
n  Jo (1—=2tcosx+1t2)

n>1

Démonstration. Soit n €]0, [ et soit x €|n, frm—er — n[. On pose :

n

Vn>1, S,(z)= Zsin(lm).

k=1

Alors :

donc
1

ST LS Ty
= |sin (5) | n<e<za— |sin (3) |

S,(2) — M,

Du Théoreme d’Abel, on déduit que la série (1) converge uniformément sur

]777 2T — 7][7 \V/Tl 6]07 W['
Soit x €]0,2x]. On a :

! sin 1 [t et — e
o (1 —2tcosz +1?) 2i Jo (e7 —t)(ei* —t)

1




I e /1 dt
20 Jy 1—teir 2 J, 1 —tei

1 .
vt €0, 1], D tren

1 — teix
n>0

avec

la convergence étant uniforme sur [0, a], Va €]0,1[. On en déduit :

sinx

a an
Va €]0,1 dt = i —.
a €]0,1], /0 (1= 2tcoss 1 ) ;Sln(nl‘> -

Soit a €]0,1[ et soit N > 1. On a

Z sin(nx) /1 sin x 0
n o (1 —2tcosz+ t?)

n>1

<

- -

Z sin(nx) (1— o™

n

Z sin;nx) (1— o™

n>N

! sin
/ it
o (1 —=2tcosz +t?)

+

Vtela,1], 1—2tcosz+t*>1+2t+"=(1+1)?>*>(1+a)=

/1 sin /1 dt (1—a)
dt| < < :
. (1—=2tcosz+t*) |~ J, 14+a)?~ 4

Wn>1, Ry(r)— Z sin;‘kx).

k>n

On pose :

Il existe No = No(z) > 0 t.q. :
Vn > Ny, |R,(z)| <e.
Soit N > Ny. Alors :

Z sinflnx) (1— o™

n>N




Finalement : VN > Ny, Va €]0, 1],

: : N .
sin(nx) ! sin x sin(nx)
- dt| < 1—a" 2
nZZI n /0 (1 —2tcosz+t2) | — ; n (1—a")|+2

donc :

, sin(nz) ! sin x

1 — dt| < 2e.

I(Iisll,lp Z n /0 (1 —2tcosx+1t2) | — c

n>1

Ceci étant vrai Ve > 0, on en déduit le résultat.



