Préparation Agrégation de Mathématiques
Année 20202021

Lecon 266

Exercice 1

Soit X une va t.q. E(X,) =400 et E(X_) < +00. Soit (X,)n>1 une suite
de va 1id de méme loi que X. On pose

1 n

1. Montrer que

LS. B R

n—-+o00
k=1

3

Par définition X = X, — X_, donc X_ > 0 p.s. De plus E(X_) < 400,
donc d’apres la Loi forte des grands nombres appliquée a la suite de va
iid ((Xn)—)nZI:

LS (x-S E(X)

n—-—+o0o
2. On suppose que X,, > 0 p.s., Vn > 1.

(a) Montrer que
lim E(min(X,n)) =E(X) = +oo.

n—-+4o0o

Soit x € R et soit n > 0. Si min(x,n + 1) = z alors min(z,n) <
r=min(z,n+1). Simin(x,n+1) =n+1lalorsn+1<z=n<
n+1<uz ie min(z,n) <n < min(x,n + 1). Dans tous les cas:
min(z,n) < min(x,n+1), ¥n > 0. On en déduit que min(X,n) <
min(X,n + 1) < X p.s. Comme de plus min(X,n) =¥ X, on

n—-+00
déduit du théoreme de convergence monotone que

lim E(min(X,n)) = E(X) = 4oc.

n——+o0o



(b) Montrer que:

1 ¢ s
Vp € N, EZmin(Xk,p) 2% E(min(X,p)).

n—-4o00
k=1

On applique la Loi forte des grands nombres a la suite de va iid
(HHH(AQUZ»)n21y

n—-4o00

1 R
—E min(Xg,p) 23 E(min(X, p)).
n

k=1

(c) Soit A > 0. Montrer que

liminf S, > A p.s.

n—-+0oo
Soit p > 0. De ce qui précede on déduit que p.s.:

IR 1 ¢
liminf S, > liminf — Z min(Xy,p) = lim — Z min(Xg, p) = E(min(X, p))
k=1 k=1

n—-+oo n—+oo n n—-+oo 1,

De (a), on déduit qu’il existe ng > 0 t.q. :Vn > ng, E(X) > A.
Soit p > ng. Alors: p.s.,

liminf S,, > E(min(X, p)) > A.

n—-+o0o
(d) En déduire que p.s.:
VA €N, liminfS, > A

n—-+o0o

Soit B = Nyen(liminf, S, > A): On a:

P(B°) = P(Usen(liminf S, > A)) <} P((liminf S, > A)°) = 0

AN n—+00 ()
donc P(B) =1, i.e. p.s.:

VAeN, liminfS, > A

n——+oo



3. Montrer que
S, M 4.

n—-+o0o
De 2.(d), on déduit que p.s.

n

1
lim inf — Z(X’“)Jf = 400

n—+oo 1
k=1
1.e.
1 & 1 & s,
S, + — X =— X — )
+n;( k) n;( W+ T+

De 1., on déduit que

.S.
S, 2 4.
n—-+o0o



Exercice 2

Soit (X,,)n>1 une suite de va iid suivant la loi de Poisson de paramétre 1.
1. Montrer que

moXe— 1
lim P(M§O> ———
n—+o0 \/ﬁ 2

OnaE(X;)=1et V(X;)=1. D’apres le TCL:

Dk Xp —n A
\/ﬁ n—-+o0o

Soit Z ~ N(0,1) On en déduit:

"X, - 1
lim P (2= ) iz <)=L
vn 2

N(0,1)

n—-+oo n

2. Appliquer le TCL pour trouver la limite de la suite de terme général:
nok
AN
(& Z y
k=0
D’apres la théorie, Y, := > "7 | X} ~ P(n). On en déduit: Vn > 1,

D1 Xk — 1 _ n) — cee 1
p( - §0>_P(Yn§) P(Y, €{0,1,-- ,n})

n —n n
= PV = F) = D P0G =) = e "
k=0 k=0
Il en résulte:
r " " nk B 1
b0 k2
k=1



Exercice 3

Soit (X,,)n>1 une suite de va indépendantes de loi E(N), A > 0.

1. Montrer que

1 p 1
— max X — —
Inn 1<k<n n—-+oo )\

On pose:

1
Vn>1, Y,=-— max X,.

Inn 1<k<n

Soit € > 0. On a:
Y, — —

1 1 1
P =PlY, — P(Y, - —
< )\>&t) (n>>\—|—€)+ (n<>\ 8)
1 1
P(Yn>x+€) :P(UZ:I <Xk> <X+€> IH))

- 1 - 00 —Az 1
S 1P<Xk><x+5)hl)2/l e dl’:Zm

avec

k= j=1 / (5+e)In k=1
1
- nAe n—>—-i>-oo 0
donc )
lim ]P’(Yn>——|—€) =0
n—400 >\
De plus:




Finalement:

1
Y, -~
A

>€):O.

Inn
max X, — —
1<k<n A

lim P <
n—+oo

. Montrer que la suite de terme général

converge en lot vers une limite a déterminer.

Soit t € R. On a:

Inn Inn
_ < _ <«
P (1211?5{71 X AT t) F (lrélkaﬁxn Xe < A + t)

|
=P (ﬂ1<k<n (Xk < % + t))

Inn
= Ili<p<nP (Xk < ~ + t)

lon ¢ " AN
= (/ ’ )\e_mxdx> = <1 — 6—)
0 n

donc |
. nn =Mt
lim P(maxXk——§t> =e .
n——+oo 1<k<n A
1.e. 1
nn
max X, — — VA
1<k<n A n—+oo

avec P(Z <t) = e_e_kt, vVt e R.



