Chapitre 3

Equation de la Chaleur

3.1 Modélisation

L’équation de conservation de la tempéature d’un volume V' constitué
par un matériau soumis a des forces de déformation réparties de densité f :

T(x,t)dQ, = —/ ﬁT.cﬁsw/ FdS,
ov 14

dt Jy

avec, d’apres la formule de Stokes :

ﬁT-ﬁ:/dw:/divﬁv .
/av\tz_/ Vv 14 ( )

On suppose de plus que Uapplication (z,t) — T(z,t) est suffisamment
réguliere pour écrire :

d 0
— | T Q.= | =T Q.
i [ 1600, = [ 21 e,

On en déduit, le volume V' étant arbitraire :

QT(x,t):—div(ﬁTH f dans R"
ot NiAY )

=AT
i.e., par définition de I'opérateur A :

%T(x,t) =—-AT+f dans R"
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72 CHAPITRE 3. EQUATION DE LA CHALEUR

3.2 Existence et unicité

Dans la suite, on considere le probleme lorsque n = 1 car c’est la
discrétisation en temps qui nous intéresse ici. Plus précisément, soit 7" > 0.
On considere le probleme avec conditions aux limites :

((Ou  J*u

i 0 dans 0, L[x]0, 400[=: Q,

u(z,0) = up(x) dans 10, L[ (3.1)
( u(0,t) =u(L,t) =0 dans ]0,4o0|

Théoréme 3.2.1 (Existence et unicité). Soit ug € C(]0, L[, R). Alors, il
existe une unique fonction u € C*(]0, L[x]0, +o0[, R)NC([0, L] % [0, +oo[, R)
solution de (3.1).

Remarque 11. Si u est solution de (3.1) et si ug € C(]0, L[, R), on a méme
u € C>(]0, L[x]0,T[). C’est l'effet régularisant de 1’équation de la chaleur.

Proposition 3.2.2 (Principe du maximum). Sous les hypothéses du Théoréme 3.2.1,
la solution w du probleme (3.1) vérifie

1. Stug(z) >0, Vo € [0, L], alors u(x,t) >0, ¥Vt >0, Vz €0, L].

2. HUHLOO(]O,L[X}O,—&-OO[ < ||U0HL°°(}0,L[)-

Résolution analytique par les séries de Fourier

Proposition 3.2.3. On suppose que ug € CH([0,L],R) et que up(0) =
uop(L) = 0. Alors la solution du probléme (3.1) se développe en série de
Fourier sous la forme :

u(z,t) = Z cn(ug)e™ "t sin (?) (3.2)

nez

0t (cp(ug))nez est la suite des coefficients de Fourier de ug.

Démonstration. On commence par chercher u sous la forme u(z, t) = X (x)7T(¢)
ou X et T sont de classe C2, en accord avec le Théréeme 3.2.1. Apres report

dans (3.1), on obtient :
X// T/
2 -2 —)eR
X T "F

Si A =w? >0 avec w > 0, alors

X(z) = ae®® +be**, a,beR
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avec : X (0) = X(L) =0, ce qui entraine. que (a,b) est slution du systeme :

a+b = 0,
ae*t +be~vl =0

dont I'unique solution est a = b = 0, en contradiction avec u # 0. Donc
A= —w?<0etona:

X(x) = acos(wz) + bsin(wz)

avec : X(0) =0=a=0. Il reste : X(L) = bsin(wL) = 0 et donc w € FZ.
On obtient dons la suite de solutions (u,),ez définies par :

up(z,t) = e L) sin (?) , Yz, t) € Q.

Il reste a vérifier la condition au bord en t = 0, ce qu’on cherche a priori
pour u =y . byu,. Formellement, on trouve que :

u(z,0) = Zun(x, 0) = Z by, sin (?) = up(z).

nez neL

Le probleme admet une solution ssi ug coincide avec sa série de Fourier
et si cette derniere est impaire. Comme u(0) = 0, on prolonge uy en une
fonction impaire de classe C' sur [—L, L]. La condition ug(L) = 0 permet
de prolonger ug par périodicité a R en une fonction périodique de période
2L > 0, continue et C! par morceaux. On en déduit que la série de Fourier de
ug est absolument convergente sur R vers ug et que la série des coefficients
est dans /', 1l reste a vérifier qu’on peut dériver sous le signe somme dans
=,z bau, lorsque (by)nez € 1. Soit 7> 0. On a :

bt (2, £)] < e < (bl BT < Cem T Yz, t) € R x [0, 7]

et la série majorante est convergente. On e déduit que la série de fonctions
continues Y b, u,, est uniformément convergente sur tout compact de [0, L] x
R* donc de somme continue sur [0, L] x RT. On a aussi : Vk, ¢ > 0,

ak—i—é

‘Gtkaxg

ol la série majorante est convergente. On en déduit que la série des dérivées
iell ot iformé d

partielles > 3k g.7 Un €st uniformément convergente sur tout compact de

[0, L] x Rt donc que la somme de la série Y b,u, est de classe C* sur
[0, L] x RT. On conclut par unicité de la série de Fourier de wuq. O

Wbl
un(flf,t)‘ <C (%) e G Yz, t) € R x [0,T]

Proposition 3.2.4. Si uy € C'([0, L], R), alors (3.2) est l'unique solution
de (3.1).

Démonstration. C’est une conséquene du principe du maximum. O
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3.3 Approximation numérique

Le Schéma d’Euler explicite
Soit L, T > 0. On considere les subdivisions :
I0:0<$1<"'<I[<$[+1:L, 0:t0<t1<"'<tN<tN+1:T.

Pour simplifier les notations, on suppose que les subdivisions sont régulieres
de pas Az > 0, A > 0. Soit (u})o<i<r+1,0<n<n+1 la suite solution du schéma :

1 1 _
E(u?Jrl —uy) + A—xz(—u?_l +2ul —ul ) = flzy), i=1,---,1,
n:l)...N7

(3.3)
u) = ug(z;) i=1,--1,
U(T)L:u?Jrl:O n:l’...’N

Définition 3.3.1 (Consistance). On définit 'erruer de consistance au point
(xi,tn), par :

&y (u(xi7tn+1)_u(‘ri7tn)

T A A

Le schéma est dit consistant si

lim max |e}'| = 0.
(At,Az)—(0,0) 1<i<I,1<n<N

Proposition 3.3.1. On pose :

le™|oo = max len;|, Vn >0.

Siu e C4]0, L[x]0,T|), alors

sup_[|e”[loo < Cllut?|oo (At + Az?)

<n>N

Démonstration. On pose :

e(z,t) = i(u(x, t+At)—u(z, t)—i—i(—u(x—Aa:,t)%—Qu(x, t)—u(x+Ax,t))—f(x).

At Ax?
La formule de Taylor donne :
At 9%u (Ax)? 0'u N
e(x,t) = TWU(:B, ) — 5 @u(a:,t) + o(At) + o((Az)?)

(—u(@i—1, tn)+2ulx;, tn) —u(zigr, tn))— f(24).
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Définition 3.3.2 (Convergence). On définit 'erreur de convergence par :

i=1,--,I, n=1,---,N.

el = u(x;, t,) —ul,

et on pose :
He””oo = lirllaxl ||e?|7 n=1,---,N.
Le schéma est dit convergent si

lim  [[e"||w =0.
(At,Az)—(0,0)

Proposition 3.3.2. On suppose que u € C*([0, L] x [0,T)]) et que

At

0< (Ax)?

<3 (3.4)

Alors :

max [[e"]|s < OT||u® ]| (At + (Az)?).

1<n<N
Démonstration. Soit (uf') une suite de réels et soit (2I') la suite définie par
le schéma :

1
E(ZZ'TLJrl_Zgl)—i_m(_zzn—l—*—zzin_zzn—l):/’L?a 7’-:17"'7[7 n:LN
22eR i=1---1,
20 =274 =0 n=1---,N
(3.5)
Alors :

ZiJrl: (1_2W) ZZ-"’W (Zi—1+zi+l)+Atui7 n=1--- N, i=1,--

On en déduit, compte tenu de (3.4) :

12" loo < 112" oo + At oo < 12°]loc + A2 [l6* ]l
k=0
Siu? = f(z;), Yn € [[1, N]] et si 20 = ug(z;), i = 1,--- , I, alors 2" = u? et
on en déduit :
™ H oo < llu™llso + Atl] £l

i.e., le schéma est stable, donc convergent puisque consistant. Si 2" = e
alors pf* = e? est Derreur de consistance et z{ =0 =

[€"]|oo < Cllu? || NAL(AL 4 (Az)?) < Cllu? || T (AL + (Az)?).
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Définition 3.3.3 (Erreur d’arrondis). On appelle erreur sur les arrondis
au point (x;,t,) le terme 2" dans la suite définie par le schéma (3.5) lorsque
pi = 0.

Proposition 3.3.3. Le schéma (3.3) est stable au sens des erreurs d’ar-
ronds.

Démonstration. Soit (2]') la suite résultant du schéma (3.5) lorsque u? = 0.
On pose :

7MW =1 : | eRV

n
N
Le schéma (3.5) se réécrit sous forme matricielle :

At
Zn+1 = (I + WAN) Zn, n Z 0,

~~
::BN

J/

ot Ay € RV*N est la matrice (2.13). On en déduit :
zM™ =BrzO0  vyn>o.
La matrice By étant symétrique réelle, on a :

1B™l2 = p(By) = p(Bx)".

™)

%

2 2
0<A™ —4sin [ ") <... <A =4 T <4
! AV TR (V)

D’apres (2.17), les valeurs propres A =1,---,N de Ay vérifient :

On en déduit :

At (v Aty
-1 < 1- AW <<l A1
(3.4) (Ax)2" N (Ax)2" =
i.e. p(Byn) < 1 et donc le schéma est stable. O

Proposition 3.3.4 (Stabilité au sens de Von Neumann). Le schéma (3.3)
est stable au sens de Von Neumann.
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Démonstration. Pour simplifier les notations, on pose L = 1. On suppose
que la donnée initiale ug dans (3.1) co incifde avec son développement en
série de Fourier, soit :

up(z) = che“‘”, vz e [0,1].

Alors, le schéma (3.3) est défini avec :

ugzzckeijkAxa 92077N+1
kEZ

On en déduit : Vj € [[1, N]],
th k 2 ..
1‘: D e . i ijkAx
u; kgez Cr: (1 Q(Ax)Q (sm (QAx)) )e

puis, par récurrence sur n > 0,

u;‘ = g c;ﬁ}:e”kmﬁ, n >0,
kez

I 2
1>y > 1-— (sin (—Am)) > 0.
(3.4) 2

avec :



