Chapitre 3

Equation de la Chaleur

3.1 Modélisation

L’équation de conservation de la tempéature d’un volume V' constitué
par un matériau soumis a des forces de déformation réparties de densité f :

T(x,t)dQ, = —/ ﬁT.cﬁsw/ FdS,
ov 14

dt Jy

avec, d’apres la formule de Stokes :

ﬁT-ﬁ:/dw:/divﬁv .
/av\tz_/ Vv 14 ( )

On suppose de plus que Uapplication (z,t) — T(z,t) est suffisamment
réguliere pour écrire :

d 0
— | T Q.= | =T Q.
i [ 1600, = [ 21 e,

On en déduit, le volume V' étant arbitraire :

QT(x,t):—div(ﬁTH f dans R"
ot NiAY )

=AT
i.e., par définition de I'opérateur A :

%T(x,t) =—-AT+f dans R"
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3.2 Existence et unicité

Soit €2 C R™ un ouvert de frontiere 9€) assez réguliere, par exemple
C! par morceaux. Soit f : 2x]0,+oo[— R, up : Q@ — R. On considere le
probléme : trouver u : Qx]0, +00[— R solution de :

% —Au=f dans Qx]0,+4o0],
u=0 sur  00Qx]0, oo, (3.1)
[ u(z,0) =uo(z) dans

Proposition 3.2.1. Si ug € L*(Q) et si f € L*(2x]0,+00[), le probléeme
(3.1) admet une unique solution u € L*(]0, +oo[, H}(2))NC([0, +o00[, L*(£2))
telle que, de facon équivalente a (3.1) :

Vv € Hy (), %/ﬂu(t)vdqu/QVqudm:/Qf(t)vdm.

Démonstration. Soit ¢ € C}(2x]0,+00]). Par intégration par parties sur
(2, on obtient :

% u(t)pdr + AVUU)VW%: /Q f(t)pda (3.2)

Par densité de C1(Q) dans L?(Q) et dans Hj (), la formulation variation-
nelle (3.2) se généralise & ¢ = v € H(2). On retrouve (3.1) a partir de
(3.2) immédiatement par intégration par parties de (3.2). Le choix v = ()
dans (3.2) conduit &, pour tout ¢ > 0 :

+o0
/\u ]d:c—l—/ /|Vu\ dzdt = /f d:cdt—l—/]uo|2dx
0

+oo
= sup /|u(t)|2d:£+/ |Vul|?dedt < ||f||2||u||2+/|u0|2dx
0 Q Q

te[0,+o0[ JQ
ie.:

sup [Ju(t) || z2() + [IVull L2 @@x)0,4+00p < +00.
te[0,4o00[

O

Proposition 3.2.2. Siuy € L*(Q) et si f =0, alors la solution u de (3.1)
vérifie :
u € C'(]0, +o00, L*(2))
et _
u € C®([e, +00[xQ), Ve > 0.



3.2. EXISTENCE ET UNICITE 77

Démonstration. Brézis Théoreme X.1. O

Proposition 3.2.3 (Principe du maximum). Si ug € L?(Q) et si f = 0,
alors la solution u de (3.1) vérifie :

min(0, igf up) < u < max(0, sup ug).
Q
1. Siug >0 p.p. dans 2, alors uw > 0 dans 2x]0, +00].
2. Siug € L*>®(R), alors u € L>®(Q2x]0,4+00[) et
[ ]| oo < luo]loo-

Démonstration. Dans le cas ou 2 = R", c¢’est une conséquence directe de
I’expression de u obtenue explicitement. En supposant que u admet une
transformée de Fourier a tout instant ¢ > 0, soit

(&, t) = / e ty(x, t)dr, €€ R, /quadt >0
R

ainsi que ses dérivées, on obtient 1’équation avec condition initiale :

0
6D +IEPAED =0, alE,0) =io(e), EER, t>0.

de solution : .
a6, t) = e W ig(), E€R, t>0.

On en déduit, par transformation de Fourier inverse :

1 -1‘_92
u(z,t) = E/Re_l i up(y)dy, x €]0,L[, t>0. (3.3)

]

Définition 3.2.1. Pour tout £ > 0, on appelle noyau de la chaleur I’appli-
cation :
K I <
STy ——e 4t
! 47t
Dans la suite, on considere le probleme lorsque n = 1 car c’est la
discrétisation en temps qui nous intéresse ici. Plus précisément, soit T > 0.

On considere le probleme avec conditions aux limites :

((Ou  O%u

% o 0 dans )0, L[x]0, +oo[=: Q,

u(z,0) = ug(x) dans 10, L[ (3.4)
[ u(0,t) =u(L,t) =0 dans ]0,+o0|
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Théoréeme 3.2.4 (Existence et unicité). Soit ug € C(]0, L[,R). Alors, il
existe une unique fonction u € C*(]0, L[x]0, +oo[, R)NC([0, L] x [0, +oo[, R)
solution de (3.4).

Remarque 12 (Effet régularisant de 1'équation de la chaleur). Si u est solu-
tion de (3.4) et si up € C(]0, L[, R), alors u € C*(]0, L[x]0,T7).

Proposition 3.2.5 (Principe du maximum). Sous les hypothéses du Théoréme 3.2.4,
la solution u du probléeme (3.4) vérifie
1. Siug(x) >0, Va € [0, L], alors u(x,t) >0, Vt >0, Vx €]0, L].

2. |ull oo qo,L[x]0,4-00] < ||t || Loe0,L])-

Résolution analytique par les séries de Fourier

Proposition 3.2.6. On suppose que ug € CH[0,L],R) et que ug(0) =
up(L) = 0. Alors la solution du probléme (3.4) se développe en série de
Fourier sous la forme :

nmwTx

u(x, t) = Z cnug)e "t sin (T) (3.5)

0t (¢p(ug))nez est la suite des coefficients de Fourier de ug.

Démonstration. On commence par chercher u sous la forme u(x,t) = X (z)7'(¢)
ot X et T sont de classe C2, en accord avec le Théréeme 3.2.4. Apres report
dans (3.4), on obtient :
X// T/
—===X€eR.
X T

Si A =w? >0 avec w > 0, alors
X(z) = ae®® +be*", a,beR

avec : X (0) = X (L) =0, ce qui entraine. que (a,b) est slution du systeme :

a-+b = 0,
ae’t + bevt =0

dont I'unique solution est a = b = 0, en contradiction avec u # 0. Donc
A=-w?<0etona:

X(z) = acos(wzx) + bsin(wz)
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avec : X(0) =0=a = 0. Il reste : X(L) = bsin(wL) = 0 et donc w € FZ.
On obtient dons la suite de solutions (u,),ecz définies par :
nmx

up(z,t) = e L) sin (T) . V(z,t) € Q.

Il reste a vérifier la condition au bord en t = 0, ce qu’on cherche a priori
pour u =y . byu,. Formellement, on trouve que :

u(z,0) = Zun(x, 0) = Z by, sin (?) = up(z).

nez neL

Le probleme admet une solution ssi ug coincide avec sa série de Fourier
et si cette derniere est impaire. Comme u(0) = 0, on prolonge uy en une
fonction impaire de classe C! sur [—L, L]. La condition ug(L) = 0 permet
de prolonger uy par périodicité a R en une fonction périodique de période
2L > 0, continue et C! par morceaux. On en déduit que la série de Fourier de
up est absolument convergente sur R vers ug et que la série des coefficients
est dans /1. 1l reste & vérifier qu’on peut dériver sous le signe somme dans
u=y, 7bnuy, lorsque (by)nez € €'. Soit T'> 0. On a :

batin (2, 8)] < e T < |by|e BT < Ce T’ V(z,t) € R x [0, T

et la série majorante est convergente. On e déduit que la série de fonctions
continues Y b,u, est uniformément convergente sur tout compact de [0, L] x
R* donc de somme continue sur [0, L] x RT. On a aussi : Vk, £ > 0,

ok+t NN\ 2K+ nmve
— <C(— —(5)°T
‘3tkaxgun(x7t)‘ < C( 7 ) g , V(x,t) eRx[0,T]

ol la série majorante est convergente. On en déduit que la série des dérivées
partielles a?:—;iﬁ“n est uniformément convergente sur tout compact de
[0, L] x Rt donc que la somme de la série Y b,u, est de classe C* sur
[0, L] x RT. On conclut par unicité de la série de Fourier de uy. O

Proposition 3.2.7. Si uy € C'([0, L], R), alors (3.5) est l'unique solution
de (3.4).

Démonstration. C’est une conséquene du principe du maximum. O

3.3 Approximation numérique

Le Schéma d’Euler explicite
Soit L, T > 0. On considere les subdivisions :

ro=0<mr <---<xy<zri1=L, O0=ty<ty<---<ty<tyy=T.
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Pour simplifier les notations, on suppose que les subdivisions sont régulieres
de pas Az > 0, A > 0. Soit (u})o<i<r+1,0<n<n+1 la suite solution du schéma :

1 1 '
E(u;ﬂrl —u) + R(_u?_l +2ul —ul ) = flzy), i=1,--- 1,
’)’L:l’...N’

(3.6)
u? = up(z;) i=1,---1,
US—U?+1:O n:]_j...)N

Définition 3.3.1 (Consistance). On définit I'erreur de consistance au point
(xi,tn), par :

ey (w(@s, 1) —ulzs, ) (—u(@i—1, tn)F2ul(x;, tn) —u(zigr, tn))— f(24).

[ — +_
' At Ax?
Le schéma est dit consistant si

lim max |e}'| = 0.

Proposition 3.3.1. On pose :

e oo = max |ef|,  ¥n > 0.

Siu € C4]0, L[x]0,T|), alors
sup_le"[|oe < Cllu?|oc (AL + Aa?)

<n>N

Démonstration. On pose :

S() = = (u(, t+At)—u(z, 1)

AL +A_x2(_u(x_Ax’ t)+2u(x, t)—u(z+Az, t))—f(x).
La formule de Taylor donne :
At O*u (Az)? 'u 5
e(z,t) = 7@“(%75) T @U(%t) +o(At) +o((Az)")  (3.7)

O
Définition 3.3.2 (Convergence). On définit I'erreur de convergence par :

el =u(wy,ty) —uy, i=1,---,1I, n=1--- N.

v 1
et on pose :
He””oo = 1311&}([ ||e?|, n=1,---,N.
Le schéma est dit convergent si

lim lle"]|eo = 0.
(At,Az)—(0,0)
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Proposition 3.3.2. On suppose que u € C*([0,L] x [0,T]) et que
At

Alors :
max ||e"]|e < C’T||u(4)||oo(At + (Ax)?).

1<n<N

Démonstration. Soit (uf) une suite de réels et soit (2I') la suite définie par
le schéma :

1

Kt(zln—‘_l_Z?)+A_.I,2(_Z;L—1+QZ?_ZZL—1):Hzlv Z:]-aa]7 7’L:]_,
2 eR i=1,---1,
(3.9)
Alors :

)

(Ax)2) ™ (M)Q(

On en déduit, compte tenu de (3.8) :

127 oo < 112" lloo + At oo < 112100 + ALY 14* ]l
k=0

Sipl = f(z;), Yn € [[1,N]] et si 20 = up(x;), e = 1,--- , I, alors 2" = ul et
on en déduit :
™ H oo < llullso + Atl| £l

i.e., le schéma est stable, donc convergent puisque consistant. Si z' = e}

alors p? = e” est Perreur de consistance et z{ =0 =
le"lloo < Cllu [l NALH(AL + (Az)?) < Olu?|T(AL + (Az)?).
O

Définition 3.3.3 (Erreur d’arrondis). On appelle erreur sur les arrondis
au point (z;,t,) le terme 2" dans la suite définie par le schéma (3.9) lorsque
wi = 0.

Proposition 3.3.3. Le schéma (5.6) est stable au sens des erreurs d’ar-
rondz.

At At
P (1—2— )Zn+— Z?—1+Z?+1)+AW?7 n=1 N i=1--
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Démonstration. Soit (zI') la suite résultant du schéma (3.9). On pose :

z
zo =1 : | eRrRM

n
N

n
1

Le schéma (3.9) se réécrit sous forme matricielle :

At

Zn = <I—|— e AN>Z”—|—AtuZ, n >0,
—By

ot Ay € RV*N est la matrice (2.13). On en déduit :
ARES +ZBN,u Fo¥n > 1.

La matrice By étant symétrique réelle, on a :

I1B" |2 = p(BY) = p(Bx)".

D’apres (2.17), les valeurs propres /\Z(N), i=1,---,N de Ay vérifient :

2 2
0< ™ _ 4 ul e W)y T 4
< 1 Sln(<N+1) < < N COS (N—|—1) <

On en déduit :
At At

(N) (N)
—1(?3)1—@)\]\, <~~<1—W>\1 <1

i.e. p(By) < 1 et donc le schéma est stable.

[]

Proposition 3.3.4 (Stabilité au sens de Von Neumann). On suppose que
Y kez ekl < 400 et que (3.8) est vérifié. Alors, le schéma (8.6) converge au

sens de Von Neumann, i.e. :

lim  [|eN | = 0.
(ALAD)(0,0)

Démonstration. Pour simplifier les notations, on pose L = m. On suppose
que la donnée initiale ug dans (3.4) co incifde avec son développement en

série de Fourier, soit :

up(z) = Z cre™. Y e [0,1].

k€EZ
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Alors, le schéma (3.6) est défini avec :

szckeijkAx7 j:077N+1

J
kEZ

On en déduit : V5 € [[1, N]],

3 4AL k \
1_ 1 — : N ijkAx
u; 2 Cp; < (AQL’>2 (sm <2 33'>) )6

J/

-~

=k

puis, par récurrence sur n > 0,

u? = E cw,?e”km, n >0,
kEZ

I 2
1>2v% > 1—2(sin <—A:U>) > —1
(3.8) 2

Soit 7 € [[0,I]]. On pose L = 7 dans (3.5). D’apres (3.5), on a alors :

u(xj, T) Y\ £ R ch<e—k2T _ %16\/+1>€z‘kzj

J
keZ

avec

avec :
_ 2 ; . _ 1.2
Jen(e™ T = e = Jeylle™ T — g < 2

et la série majorante est convergente par hypothese. Soit k € Z. On a :

ANt (. [k 2 ANt (kN )
LN VNS E (Sm <§Ax>) (AtAD00)  (Az)? (5“) = —hAL

e () -2 ()

= —k*At(1 + o(kAx))

donc :
(™) = (N + 1) Inq, = (N + 1) In(1 — k*At(1 + o(kAz)))
~ —(N + 1)k*At = —K*T
(At,Az)—(0,0)

le. :

im  In(y ) = —k2T
(At,A:gg(O,o) n(y )
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On en déduit, par continuité de I’exponentielle :

lim N+1 _ 7k2T
(AL, Az)—(0,0) T
1.e:
2
lim (™ —e T =0.

(At,Az)—(0,0)

Du Théoreme de convergence dominée il résulte que

lim Z|Ckl| N+ _ o —FT) =

(At,Az)—(0,0)

On remarque que :
eI <3 el = e =0, T L
keZ

et donc :

He(NJrl)H < Z |Ck||,YN+1 kaTl

At,A 0,0
— (At A2)=(0,0)

Schéma implicite et schéma de Crank-Nickolson

Soit 6 € [0, 1]. On considere le schéma :

u?+1 o ’U,? . 0( n+1 + 2un+1 u?ill) N (1 B 9) (—uzn_l + Zu? — U?_H) —0
Az (Ax)? (Az)? ’
U?ZUO(xi>7 UEL:U%JA:O, izl?"'aN7 n > 0.

(3.10)

Proposition 3.3.5. Le schéma (3.10) est consistant d’ordre 2 en espace.
1l est consistant d’ordre 2 en temps si 0 = %, d’ordre 1 en temps sinon.

Démonstration. Soit (z,t) € [0,1] x RT. On a :
u(z,t + At) —u(z,t) —u(r — Az, t + At) + 2u(x, t + At) — u(z + Az, t + At)
fi(@ 1) = At " Aa? |

_Qu oy, AP
7 2 08 Qu?
=04 (g ¢+ Al)

— (2, t + At) + O(A?) + O(Az?)
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du At 0*u ou 5 5
= E(m,t) + 5 o0 —(z,t) — 5 —(z,t+ At) + O(At?) + O(Ax?)
At du 0*u 9 9
=5 o —(x,t) — Atw(x,t) + O(At") + O(Ax?)
2
= —gg?(x t) + O(A¥?) + O(Az?)
u(z,t 4+ At) —u(r,t)  —u(r — Az, t) + 2u(w,t) —u(z + Ax,t)
52(1‘7t) = At —+ N =
At 0*u
On en déduit :
2
Oe1(z,t) + (1 — 0)ea(x,t) = (% - 0) Azt gtg (z,1) + O(A?) + O(Az?)

O(A?) +O(Az?)  si 0=3,
O(At) + O(Az?)  sinon

]

Proposition 3.3.6 (Convergence au sens de Von Neumann). On suppose
que Y cq lck| < 4oo. Alors, le schéma (3.10) converge au sens de Von

Neumann, i.e. :
li N+1 = 0.
(At,A;gg(0,0) €™ oo

Démonstration. Par hypothese :

0 __ ikjAx s
uj—E cre , 1=1,---,N.

JEZ

Au temps n = 0, le schéma (3.10) se réécrit sous forme matricielle :
At At
Fooan ) ut = (1= (1= 0) gy ) o
< (Az)? (Az)?
On cherche u! sous la forme :

1 zk]Az s
uj—E cre j=1,--- N.
kEZ
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Le calcul donne directement

4(AA;)2 (sin (gAaj))Q

_1 +402L (sin (EAx))?

e, VkeL. (3.11)

J

Vo
=T

Par récurrence sur n > 0, on trouve que :

n __ n itkjAx .
uj—E T}, C€ , Jj=1,--- N.

keZ
avec
- 4 [k S
Al;rgo W (sm (iAa:)> =k, VkelZ.
donc
lim 7, = 1.
Az—0

Il en résulte :

4 At (sin (gAilf))Q

(At,Az)=(0,0) 1 4 49@ (sm (EAx)) (At,Az)—(0,0)
= nln(7g) ~ —k*t,,,
(At,Az)—(0,0)
ile. :
lim T = e_th", Vk e Z, VYn>D0.
(At,Az)—(0,0)
On conclut comme pour la Proposition 3.3.4. ]

Définition 3.3.4. Le schéma (3.10) est dit stable au sens de Von Neumann
si dans (3.11) :
|Tk| <1, VkelZ.

Proposition 3.3.7 (Stabilité au sens de Von Neumann). 1. Si 6 > %,
le schéma (3.10) est inconditionnellement stable.

2. 8i0> 1, le schéma (3.10) est stable si en outre :

At _ 1
(Az)2 = 2(1-0)
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Démonstration. Soit k € Z et soit 6 € [0, 1]. On pose :

e B (5a0))

7| <1 <= 0< ] f%Sk <2 (3.12)
N——

=:fo(sk)

1. Si 0 > 3, Pétude des variations de fy montre que fy(R**) CJ0,2], i.e.
que (3.12) est réalisé pour tout k € Z.

2. 510 < %, I’étude des variations de fy montre que |0, 2[= fy (]O, 1_—220 D

On conclut en remarquant que :

0< s < 2B
=%k = (Ag)?
avec :
ant 2 A
(Az)2 ~1-20 (Az)2  2(1—26)

]

Corollaire 3.3.8. 1. Les schémas d’Euler implicite (§ = 1 dans (3.10))
et de Crank-Nicolson (6 = § dans (3.10)) sont inconditionnellement
stables.

2. Le schéma d’Euler explicite (0 =0 dans (3.10)) n’est stable que si

At
(Az)?

IN
thH
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