Chapitre 3

Equation de la Chaleur

3.1 Modélisation

Pour modéliser la diffusion de la chaleur par un dispositif quelconque
enfermé dans un volume V', le critere choisi est celui de ’évolution de la
température T'(x,t) répartie dans le volume a l'instant ¢ > 0. En admettant
qu’en I'absence de forces extérieures, le seul phénomene a prendre en compte
est le flux de chaleur au travers de la surface 9V du volume généré par le
gradient de température, on obtient 1’équation de convservation :

i/T(x,t)de: VT a8
dt Jy ov

ou le vecteur cﬁ est orienté dans le sens de la normale extérieure au volume
V', en accord avec I'observation que la température du volume V' augmente
a mesure qu’il diffuse de la chaleur autour de lui, i.e. la température cumulée

J T(z,t)dS), augmente deés que ?T . c@ > 0 dans V. D’apres la formule

de Stokes : ?
VT -d :/dw:/divﬁv dQ,.
/av g 1% v V)

On suppose de plus que Uapplication (z,t) — T(z,t) est suffisamment
réguliere pour écrire :

d 0

On en déduit, le volume V étant arbitraire :

19) -
—T(x,t) =div(VT) dans R"
ot —_——

=AT
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i.e., par définition de I'opérateur A :

%T(w,t):AT dans R"

3.2 Existence et unicité

Soit 2 C R™ un ouvert de frontiere 9€) assez réguliere, par exemple
C! par morceaux. Soit f : 2x]0,+oo[— R, ug :  — R. On considére le
probléme : trouver u : 2x]0, +00[— R solution de :

((Ou _ Au=f dans Qx]0,+oo],

ot

uw=0 sur  90x]0, +o0], (3.1)
{ u(z,0) = up(z) dans €

Proposition 3.2.1. Siug € L*(Q) et si f € L*(Qx]0,+00]), le probléeme
(3.1) admet une unique solution u € L*(]0, +oo[, H}(2))NC([0, +o00[, L*(£2))
telle que, de fagon équivalente a (3.1) :

Vv € Hy (), %/Qu(t)vdqu/QVqudm:/Qf(t)vdx.

Démonstration. Soit ¢ € C}(2). Par intégration par parties sur {2, on ob-

tient :
d
dt u(t)SDdl’—l-/QVu(t)Vgodx_/Qf(t)gpdx_ (3.2)

Par densité de C!(Q) dans L?(Q) et dans HJ (), la formulation variation-
nelle (3.2) se généralise & ¢ = v € H}(2). On retrouve (3.1) a partir de

(3.2) immédiatement par intégration par parties de (3.2). Le choix v = ()
dans (3.2) conduit a, pour tout ¢t > 0 :

/|u |dx+//|Vu |dxds—/ /f dxds+/|u0|2dx
0

+oo
= sup /|u(t)|2dx+/ |Vul|?dedt < ||f||2||u||2—|—/|u0|2dx
0 Q Q

te[0,+o0[ JQ
ie.:

sup lu(t)||z29) + 1Vull L2@xjoro0p < +o0.
t€[0,4+00[
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Proposition 3.2.2. Siuy € L*(Q) et si f =0, alors la solution u de (3.1)
vérifie :
u € C*(]0, +oof, L*(Q))

et
u € C([e, +oo[xQ), Ve > 0.

Démonstration. Brézis Théoreme X.1. O

Proposition 3.2.3 (Principe du maximum). Si ug € L*(Q) et si f = 0,
alors la solution u de (3.1) vérifie :

min(0, igf up) < u < max(0,sup up).
Q

1. Siug >0 p.p. dans 2, alors uw > 0 dans 2x]0, +00].
2. Siug € L>(R), alors uw € L>®(02x]0,4+00[) et

[ulloo < [[to]loc-
Démonstration. Dans le cas ou 2 = R", c’est une conséquence directe de

I’expression de u obtenue explicitement. En supposant que u admet une
transformée de Fourier a tout instant ¢ > 0, soit

u(&,t) = / ey, t)de, £€R™, t>0
R
ainsi que ses dérivées, on obtient ’équation avec condition initiale :

0
aﬁ@J%ﬂﬂ%@i)zQ W(§,0) = w(§), £e€R", >0

de solution :

a(E,t) = e ¥ 0(8), €eR™, > 0.

On en déduit, par transformation de Fourier inverse :

1 2—y|?
u(z,t) = m/Re i u(y)dy, x€R" t>0. (3.3)

]

Définition 3.2.1. Pour tout ¢ > 0, on appelle noyau de la chaleur ’appli-
cation :
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Dans la suite, on considere le probleme lorsque n = 1 car c’est la
discrétisation en temps qui nous intéresse ici. Plus précisément, soit T' > 0.
On considere le probleme avec conditions aux limites :

( Ou  O%u
E - @ =0 dans ]0, L[X]O, +OO[: Q,
) u(z,0) = up(x) dans 10, L[ (3:4)
L w(0,t) =u(L,t) =0 dans ]0,4o0]

Théoréme 3.2.4 (Existence et unicité). Soit uy € C(]0, L[, R). Alors, il
existe une unique fonction u € C*(]0, L[x]0, +oo[, R)NC([0, L] x [0, +oo[, R)
solution de (3.4).

Remarque 12 (Effet régularisant de I’équation de la chaleur). Si u est solu-
tion de (3.4) et si up € C(]0, L[, R), alors u € C*(]0, L[x]0,T7).

Proposition 3.2.5 (Principe du maximum). Sous les hypotheses du Théoréme
3.2.4, la solution u du probléme (3.4) vérifie
1. Stug(z) >0, Vo € [0, L], alors u(x,t) >0, Vt >0, Vz €0, L].

2. ||ul| Lo qo,L[x]0,400] < |10l zo0 0,2 -

Résolution analytique par les séries de Fourier

Proposition 3.2.6. On suppose que uy € C([0,L],R) et que uo(0) =
up(L) = 0. Alors la solution du probléeme (3.4) se développe en série de
Fourier sous la forme :

= X eafuare s (1) s
u(z,t) Zc (up)e sin ( — (3.5)
ot (Cn(u))nen est la suite des coefficients de Fourier de uy définis par :

2 L
cn(0) = Z/o up(z) sin (?) dx, ¥n>0.

Démonstration. On commence par chercher u sous la forme u(x, t) = X (z)7T'(¢)
ot X et T sont de classe C2, en accord avec le Théréme 3.2.4. Apres report
dans (3.4), on obtient :

X// T/

—=—==X€eR

X T
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Si A =w? >0 avec w > 0, alors
X(z) = ae®® +be”*, a,beR
avec : X(0) = X(L) =0, ce qui entraine. que (a,b) est slution du systeme :

a+b = 0,
ae®l 4+ be~L =

dont I'unique solution est a = b = 0, en contradiction avec u Z 0. Donc
A= —-w?<0etona:

X (x) = acos(wz) + bsin(wz)

avec : X(0) =0=-a=0. Il reste : X(L) = bsin(wL) = 0 et donc w € TN.
On obtient dons la suite de solutions (u,),en définies par :

up(z,t) = e L) sin (?) , Yz, t) € Q.

Il reste a vérifier la condition au bord en t = 0, ce qu’on cherche a priori
pour u =y byu,. Formellement, on trouve que :

u(z,0) = Z boun(x,0) = an sin (?) = ug(z).

neN

Le probleme admet une solution ssi ug coincide avec sa série de Fourier
et si cette derniere est impaire. Comme u,(0) = 0, on prolonge uy en une
fonction impaire de classe C! sur [—L, L]. La condition ug(L) = 0 permet
de prolonger uy par périodicité a R en une fonction périodique de période
2L > 0, continue et C! par morceaux. On en déduit que la série de Fourier de
ug est absolument convergente sur R vers ug et que la série des coefficients
est dans /1. Il reste & vérifier qu’on peut dériver sous le signe somme dans
U= bty lorsque (by)nen € ' Soit T>0.0On a:

[botin (@, 8)] < [bale™CE < by le )T < e BT, Y(a,t) € R x [0, 7]

et la série majorante est convergente. On en déduit que la série de fonctions
continues Y _ b,u, est uniformément convergente sur tout compact de [0, L] x
R* donc de somme continue sur [0, L] x RT. On a aussi : Vk, ¢ > 0,

‘ okt

%Al
‘ <C (T) e CEPT . Y(1,t) € R x [0,T]

Otkoxt tn (2, 1) L

ol la série majorante est convergente. On en déduit que la série des dérivées
partielles 8?,’:—;;% est uniformément convergente sur tout compact de
[0, L] x Rt donc que la somme de la série Y b,u, est de classe C* sur
[0, L] x R*. On conclut par unicité de la série de Fourier de uy. O
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Proposition 3.2.7. Si ug € C'([0, L], R), alors (3.5) est l'unique solution
de (3.4).

Démonstration. C’est une conséquence du principe du maximum. O

3.3 Approximation numérique

Le Schéma d’Euler explicite

Soit L, T > 0. On considere les subdivisions :
I0:O<$1<"'<J]1<ZL‘[+1:L7 0:t0<t1<"'<tN<tN+1:T.

Pour simplifier les notations, on suppose que les subdivisions sont régulieres
de pas Az > 0, A > 0. Soit (u})o<i<r+1,0<n<n+1 la suite solution du schéma :

1 1 ‘
E(U?H —u;') + A_xz(_u’ﬂ_l +2ul —ul ) = f(z;), i=1,---,1,
n:l)...N,

(3.6)
ud = ug(x;) i=1,---1,
USZU?_,’_l:O n:l’...’N

Définition 3.3.1 (Consistance). On définit 'erreur de consistance au point
(xi,tn), par :

em

i Kt(u<xla tn-i—l)_u(xia tn)

+_
Az?
Le schéma est dit consistant si

lim max |e}'| = 0.
(At,A7)—(0,0) 1<i<I,1<n<N

Proposition 3.3.1. On pose :

le"loo = max [e7],  Vn>0.

Siu e C4]0, L[x]0,T|), alors

sup ||€"|loo < C’||u(4)HOO(At + Aa:Q)

1<n>N

(—ul@io1, ta)+2ul@s, tn) —u(@ivr, tn)) = f ()
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Démonstration. On pose :
1 1
(1) = (e, 1 A~ 15 (~u(a— A, )+ 2u(a, 1) —u(a+ A, )~ (2).

La formule de Taylor donne :

e(z,t) = %g?u(x t) — (A12> %u(m t) + o(At) + o((Az)?) (3.7

O
Définition 3.3.2 (Convergence). On définit 'erreur de convergence par :
el =u(x,ty) —uy, i=1,---,1I, n=1--- N.

et on pose :
He””oo: max ||e”| n=1,---,N.
Le schéma est dit convergent si

le" oo = 0.
(At, Am)%(OO

Proposition 3.3.2. On suppose que u € C*([0,L] x [0,T]) et que

Alors :

g e < OT [ (A0 + (A0)?)
Démonstration. Soit (uf') une suite de réels et soit (2!') la suite définie par
le schéma :

1
E(ZZ'TLJrl_Z?>+A_l,2(_zzn—1+2zin_2?—l):H?a izla"'7[7 nzla"'Nv
22eR i=1---1,
20 =274 =0 n=1---,N
(3.9)
Alors :

At At .
Z?"‘l: (1—2@) Z:L—{—W (27_1—{—27+1>—|—At1u?7 n:l’ ’N’ Z:l7
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On en déduit, compte tenu de (3.8) :

17 oo < 127 o + Atl oo < 112%1oo + ALY [l
k=0

Siu? = f(z;), Yn € [[1, N]] et si 20 = ug(z;), ¢ = 1,--- , I, alors 2" = u? et
on en déduit :
[u™ oo < llu™lloo + Atl] £l

i.e., le schéma est stable, donc convergent puisque consistant. Si z' = e,
alors ul" = 7 est l'erreur de consistance et 2 = 0 =

" loo < Cllu® || NALAL + (Ax)?) < C|[u? || LT (AL + (Az)?).
[l

Définition 3.3.3 (Erreur d’arrondis). On appelle erreur sur les arrondis
au point (x;,t,) le terme 2]' dans la suite définie par le schéma (3.9) lorsque
pi = 0.

Proposition 3.3.3. Le schéma (3.6) est stable au sens des erreurs d’ar-
ronds.

Démonstration. Soit (z!') la suite résultant du schéma (3.9). On pose :

Z
zZm =1 1 | eRY.

n
N

n
1

Le schéma (3.9) se réécrit sous forme matricielle :

At
Zntl — (I— WAN)Z” + Atpul, n>0,

::BN

ot Ay € RV*N est la matrice (2.13). On en déduit :

n—1
ZMW =ByzZO 4+ BiurF, vn> 1
k=0

La matrice By étant symétrique réelle, on a :

1B" |2 = p(BY) = p(Bx)".
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D’apres (2.17), les valeurs propres )\Z(»N), 1=1,---,N de Ay vérifient :

2 2
0 /\(N):4 7T < o /\(N):Zl T <4
<A sin N1 1) <Ay Cos N1

On en déduit :

At ) ()
-1 < 1= Ay <o <1~ A<
(3.8) (Ax)2" N (Az)2"?
i.e. p(Bn) < 1 et donc le schéma est stable. O

Proposition 3.3.4 (Stabilité au sens de Von Neumann). On suppose que
Y kez lcel < 400 et que (3.8) est vérifié. Alors, le schéma (3.6) converge au
sens de Von Neumann, i.e. :

lim et = 0.
(At,Az)—(0,0)

Démonstration. Pour simplifier les notations, on pose L = 7. On suppose
que la donnée initiale uy dans (3.4) coincide avec son développement en
série de Fourier, soit :

uo(z) = Z cre™ . Va e [0,7].

k€EZ

Alors, le schéma (3.6) est défini avec :

uQ:cheijkAx, 7=0,---  N+1

J
kEZ

On en déduit : V5 € [[1, N]],

VAN k 2\
L _ 1 : ijkAz
u; ,;Ez Cr ( (Ao)? (sm (2Aa:>) >e

J/

-~

=k

puis, par récurrence sur n > 0,

u}“ = E ck%?e”kmﬁ, n >0,
keZ

k 2
1> > 1—2(sin (—Am)) > -1
(3.8) 2

avec :



84 CHAPITRE 3. EQUATION DE LA CHALEUR

Soit 7 € [[0,1]]. On pose L = 7 dans (3.5). D’apres (3.5), on a alors :

_ L2 ; .
U(.’L"J, N—H E Cr kT N+1)ezkxj
kez

avec : )
Jen(e T = et | = Jeglle T = V] < 2ey

et la série majorante est convergente par hypothese. Soit k € Z. On a :

ANt [ [k 2 ANt (k. )
1=  (Ax)? (sm (EAx)> (At.A)(0,0) (Ax)? (EAJ:> = —hAt

) N e

= —k*At(1 + o(kAx))

donc :
(v ™) = (N + 1) Invy = (N + 1) In(1 — kK2At(1 + o(kAx)))

—(N 4+ 1)k2At = —k>T
(At, A:p) (0,0)

i.e. :

1i In(AN ) = — k2T
(At,Agg(o,o) nye ") =

On en déduit, par continuité de I’exponentielle :

lim N+1 _ —k2T
(At,Az)—(0,0) T
1.e:
2
lim (Y —e* ) =0.

(At,Az)—(0,0)

Du Théoreme de convergence dominée il résulte que

lim Z ek ][y N+ — e T = 0.

(At,Az)—(0,0)

On remarque que :
R S B e e AP S PRV SR B
kEZ

et donc :

(N+1) < N+1 _ —k2T N 0.
e oo Z el 1 | weashs00
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Schéma implicite et schéma de Crank-Nickolson

Soit 6 € [0, 1]. On consideére le schéma :

upftt — I 9( w4 2ultt — U?J:rll) +(1-0) (—uiiy + 2uf — uiy,y) —0
Az (Az)? (Ax)? ’
U?IUO(xi)7 ug:ux/'—l—l:o’ izlu"'7N7 nZO
(3.10)

Proposition 3.3.5. Le schéma (3.10) est consistant d’ordre 2 en espace.
1l est consistant d’ordre 2 en temps si 0 = %, d’ordre 1 en temps sinon.

Démonstration. Soit (z,t) € [0,1] x RT. On a :

u(z,t + At) — u(z, t)+—u(x — Az, t 4+ At) 4+ 2u(z, t + At) —u(r + Az, t + At)

e, t) = At Ax?
ou At D*u  O*u
= E(w,t)—{— 557 Bn 2( Jt+ At) + O(A?) + O(Ax?)
=0u (2 14+ At)
ou At *u du ) )
= E(x,t) + Tﬁ(x,t) - E(x,t + At) + O(At?) + O(Ax*)
At dPu 0*u
= 5 o3 ——(z,t) — At@ 5 (2, 1) + O(A?) + O(Az?)
At PP
=537 ——(,t) + O(A#?) + O(Ax?)
u(z,t+ At) —u(r,t)  —u(r — Az, t) + 2u(w,t) —u(z + Ax,t)
52(1’,t) = At + N =
At 0u
2o ——(z,t) + O(At?) + O(Ax?)
On en déduit :
2
Oe1(z,t) + (1 — O)ea(x,t) = (% — 9) A2t gﬁ (z,t) + O(A¥?) + O(Ax?)

O(At*) + O(Az?)  si 0=1,
O(At) + O(Az?)  sinon
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Proposition 3.3.6 (Convergence du 6-Schéma). Sous les hypothéses de la
Proposition 3.2.6, le schéma (3.10) est convergent.

Démonstration. Soit 6 € [0, 1] et soit (u})o<i<n >0 une suite de réels. On
considere le schéma :

n+1 n n+1 n+1 n+1
n+l _ 1 + 22 — 2 220
Zz 27, +9( z+1)+(1_9)( z 1+ Z z+1):u?’
Az (Ax)? (Ax)?
M?GR, MSZM%H:Q i=1,---,N, n=>0.
On note (Z"),>o la suite des vecteurs de composantes 2/', i = 1,---, N.

Alors :

A n+1l __ At n+1 n
(ETE N P A T PR

d’ou on déduit que :
At ! At
1 A 1—-(1-6)——A
(1o (H U= Oy

_(1-u-0geny)
T (140 an(Ay))

1z <

I +At||M”||z>

Al
(14625 v (Av))

At

(Am)Q n n
<|1- Z™ |y + At .
S ( 1+ AL )\N(l >>|| ”2 ”N Hz

1272 +

(Azx )2
=
n—1
<STRNZONo + At Y [l |-
k=0

Si pl* = e?, alors 2" = el, Vi € [[1, N]]. Par construction : Z° = 0, donc

o1 13
|| < N _ 2 N
le7lla < CAUAL + (Aa) o = CAYAL+ (Aa)) =2
< C(AL+ (M) 2L <
1-— TN
<o (1402 an(an) ) (A2(AL+ (Az))
(Az)? Y
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Proposition 3.3.7 (Principe du maximum). On suppose (3.8) réalisé.
Alors, la solution du schéma (3.10) vérifie :

min v} < min u? < max u? < max u
0<i<N+1 0<i<N+1 0<i<N+1 0<i<N+1

Démonstration. Soit 6 € [0,1] et soit u/"™" = minu*'. On a :

At N At .
(1 " QQ(AxV) w - Q(Ax)2 (uip™ +uph) =

= (1 —2(1— 9)(AA—;)2> ug + (1 —0) (Ax)? (i1 + iy 11)

On en déduit, par définition de 7 :

At At
142 ntl > 9 Rl
( + Q(Aa:)Q) uptt > Q(Ax)2u’° +

At " At n
#(1-20- 05 )+ (1= ) sty 4ty
ie. :
" At . At o, "
UZ_O+1 2 (]_ — 2(1 — g)m) uio + (]. — 0) (Ax)Q(uio,l + Ui0+1)
At At
> 1-2(1-0)—+— |minwy; +2(1 -0 min u; = min u;’
(38) ( ( )(Ax)Q) i ( )(Ax)2 i ;
ie.: minu!™ > minu? > minuf.

(3 1 1
n+1

De méme, si u;" = max u?™. On a, par définition de g :

At At
1+ 26 m <20 .
(1o ) i < et

At At
+ (1 —2(1 - 9)—)2> ug + (1 —0) (i1 + iy 11)

(Az © (Az)?
le.:
n At " At "
ui0+1 < (1 2(1— Q)W) up 4 (1 —0) (A@Z(uio_1 + Ui 1)
At " At N "
(3§8) <1 - 2(1 - 9) (Al‘)2) mlaxui + 2(1 - G)szaxul = mlaxul.
ie.: maxult! > maxu? > maxul.
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Proposition 3.3.8 (Convergence au sens de Von Neumann). On suppose
que Y oo lck| < 4oo. Alors, le schéma (8.10) converge au sens de Von
Neumann, i.e. :
lim ¥ o = 0.
(At,Az)—(0,0)
Démonstration. Par hypothese :

u? = g cpe®IAT =1 ... N.
JEL

Au temps n = 0, le schéma (3.10) se réécrit sous forme matricielle :

(1+9<AA) AN) = <1—(1—9)(AA—;)2AN) u’

On cherche u' sous la forme :

U_E Cl zk]Ax :1,,N
k€EZ

Le calcul donne directement

4AL (sin (EAx))”®
ol =1 (& (sin (347)) e vEez (3.11)
144024 Ax)g (sin (gAx))
—

Par récurrence sur n > 0, on trouve que :

n n ikjAx -
uJ:: :chkej ) .]:]-77N
kEZ

lim 4y EA 2—/8 VkeZ
arso (A2 \MM 270 ) T '

lim 7, = 1.
Axz—0

avec

donc

Il en résulte :
4-At (Sin (gAx))Q

In(7y) ~ S ) 5 ~ —k*At
(At,Az)—=(0,0) 1 1 40 AAt)z (sin (gAx)) (At,Az)—(0,0)
= nln(Tk) ~ _k2tn7

(At,Az)—(0,0)
1.e.:

lim =" VkeZ VYn>0.
(At,Az)—(0,0)

On conclut comme pour la Proposition 3.3.4. O]
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Définition 3.3.4. Le schéma (3.10) est dit stable au sens de Von Neumann
si dans (3.11) :
|7k’<:1, Vk € Z.

Proposition 3.3.9 (Stabilité au sens de Von Neumann). 1. Si § > %,
le schéma (3.10) est inconditionnellement stable.

2. Si 0> 3, le schéma (3.10) est stable si en outre :

At _ 1
(Az)? = 2(1— 0)

Démonstration. Soit k € Z et soit 6 € [0, 1]. On pose :

e B ((kar))

Sk
1%—98k
——

=:fo(sk)

On a :
7| <1 <= 0<

<2 (3.12)

1. Si § > 1, 'étude des variations de fy montre que fo(R**) CJ0,2], i.e.
que (3.12) est réalisé pour tout k € Z.

2. 510 < %, I'étude des variations de fp montre que |0, 2[= fy (]O, 17—229 D
On conclut en remarquant que :

0< s < 2B
=%k = (Ag)?
avec
a2 A
(Az)2 1-20 (Az)?  2(1—26)

]

Corollaire 3.3.10. 1. Les schémas d’Euler implicite (6 = 1 dans (5.10))
et de Crank-Nicolson (0 = 1 dans (3.10)) sont inconditionnellement
stables.

2. Le schéma d’Euler explicite (0 =0 dans (3.10)) n’est stable que si

At 1
(Az)2 = 2

IN
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Convection-diffusion

Dans I'approximation de I’équation de transport (1.10) par le schéma
convegent (1.16), 'ereur de consistance est donnée par

ez, t) = %% + O(At) + O((Az)?),

de sorte qu'un schéma convergeant d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace
est donné par :

n+1 n n n

T — g u — Uy 1

! UBp G —ul 4 2ul —ur ) =0,
At Az 2Ax( i1 ! i+1)

u

(3.13)

u) =wug(x;), i€Z, n>0.

Proposition 3.3.11. Sous la condition :

0< At < L
Az 2
le schéma (3.13) est convergent d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace.

Remarque 13. Le schéma (3.13) approche aussi 1'équation de convection-
diffusion :

ou N ou  O*u
[E— —_— 6_
ot  Ox 0x?
lorsque € > 0 est un petit parametre.

=0, z€R, t>0
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