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Autour des théorèmes ergodiques

1. Quelques définitions et rappels

On considère un espace de probabilité (X,F , µ) et une application mesurable T : X → X qui préserve la
mesure, autrement dit pour tout A ∈ F on a µ(T−1A) = µ({x ∈ X : Tx ∈ A}) = µ(A). On désigne par Tn la
nième itérée de la transformation T , i.e. T 0 = idX et Tn+1(x) = T (Tn(x)) pour n ≥ 0.

On définit la tribu invariante associée à l’application T comme la sous-tribu de la tribu ambiante F définie
par IT := {A ∈ F , T−1A = A}. On rappelle qu’une fonction F−mesurable ϕ : X → R est une fonction
IT−mesurable si et seulement elle est T−invariante.

On dit que la transformation T est ergodique lorsque la tribu IT est triviale, autrement dit lorsque tout
A ∈ IT vérifie l’alternative µ(A) = 0 ou µ(A) = 1, ce qui revient à dire que les seules fonctions f ∈ L1(X,µ)
telles que f ◦ T = f sont les fonctions constantes.

2. Exemples de transformations préservant la mesure

Exercice 1. On identifie le cercle S1 à T = R/Z. Montrer que si d est un entier non nul, alors la transformation
T : x 7→ dx mod 1 préserve la mesure de Lebesgue. Faire le lien avec la décomposition en base d.

Exercice 2. Sur R, montrer que T : x 6= 0 7→ 1
2

(
1
x − x

)
et T (0) = 0 préserve la mesure de Cauchy m(dx) =

1
π

dx
1+x2 . Via l’application Φ(x) = 1

2 + 1
π arctan(x), faire le lien l’exercice précédent lorsque d = 2.

Exercice 3. Sur T = R/Z, on considère cette fois la transformation T : x 7→ βx mod 1 où β = 1+
√

5
2 est le

nombre d’or, β2 = β+ 1. Montrer que T ne préserve pas la mesure de Lebesgue mais qu’elle préserve la mesure
µ(dx) de densité

f(x) =

{
5+3
√

5
10 si 0 ≤ x < 1

β
5+
√

5
10 si 1

β ≤ x < 1.

par rapport à la mesure de Lebesgue dx. On peut ainsi écrire une décomposition en base β de tout nombre de
[0, 1[ de la forme x =

∑
i≥1

bi
βi avec bi ∈ {0, 1} et bibi+1 = 0 pour tout i ≥ 1.

Exercice 4. Soit I = [0, 1[=
⊔n
i=1 Ii une partition de l’intervalle [0, 1[ en n intervalles. Soit T la transformation

induite sur I par une permutation donnée de ces intervalles. Montrer que T préserve la mesure de Lebesgue.

Exercice 5. Soit Td = Rd/Zd le tore de dimension d. Montrer que si α = (α1, . . . , αd) ∈ Td alors la transfor-
mation T : x 7→ x+ α préserve la mesure de Lebesgue.

Exercice 6. Soit Td = Rd/Zd le tore de dimension d. Montrer que si A ∈ GLn(Zd) alors la transformation
T : x 7→ Ax préserve la mesure de Lebesgue.

Exercice 7. Sur le tore T = R/Z, montrer que la transformation T : x 7→
{

1
x

}
préserve la mesure m(dx) de

densite f(x) = 1
log(2)

1
1+x par rapport la measure de Lebesgue dx.

Exercice 8. Sur le carré [0, 1[×[0, 1[ on considère la transformation du boulanger T

T (x, y) :=

{ (
2x, y2

)
si 0 ≤ x < 1/2(

2x− 1, y+1
2

)
, si 1/2 ≤ x < 1.

Montrer que T préserve la measure de Lebesgue.



3. Exemples et contre-exemples de transformations ergodiques

Exercice 9. Sur le tore T = R/Z, montrer que si α ∈ R/Q alors la transformation T : x 7→ x+ α mod 1 est
ergodique pour la mesure de Lebesgue. On pourra faire un raisonnement direct ou utiliser l’analyse de Fourier.

Exercice 10. Sur T = R/Z, montrer que la transformation T : x 7→ x + 1/4 mod 1 n’est pas ergodique. On
pourra considérer A = [0, 1/8[∪[1/4, 3/8[∪[1/2, 5/8[∪[3/4, 7/8).

Exercice 11. Sur T2 = R2/Z2 on considère la transformation T : (x, y) 7→ (x+ α mod 1, y + α mod 1) pour
α ∈ R. Montrer que T n’est pas ergodique.

Exercice 12. Soit Td = Rd/Zd le tore de dimension d. Montrer que si α = (α1, . . . , αd) ∈ Td alors la transfor-
mation T : x 7→ x + α est ergodique si et seulement si la famille (1, α1, . . . , αd) est linéairement indépendante
sur Q.

Exercice 13. On identifie le cercle S1 à T = R/Z. Montrer que si d est un entier non nul, alors la transformation
T : x 7→ dx mod 1 est ergodique pour la mesure de Lebesgue. Faire le lien avec la loi du zéro-un de Kolmogorov.

Exercice 14. Soit Td = Rd/Zd le tore de dimension d. Montrer que si A ∈ GLn(Zd) alors la transformation
T : x 7→ Ax si et seulement si aucune valeur propre de A n’est racine de l’unité. Particulariser au cas où

A =

(
2 1
1 1

)
.

Exercice 15. Montrer qu’une transformation T préservant la mesure sur (X,F , µ) est ergodique si et seulement
si pour tous A,B ∈ F tels que µ(A), µ(B) > 0, il existe n ≥ 1 tel que µ(T−nA ∩B) > 0.

Exercice 16. Montrer qu’une transformation T préservant la mesure sur (X,F , µ) est ergodique si et seulement
si pour tous A,B ∈ F , on a

1

n

n∑
k=1

µ(T−kA ∩B) = µ(A)µ(B).

Exercice 17. Une transformation T préservant la mesure sur (X,F , µ) est dite faiblement mélangeante si pour
tous A,B ∈ F , on a

1

n

n∑
k=1

|µ(T−kA ∩B)− µ(A)µ(B)| = 0.

Elle est dite fortement mélangeante si pour tous A,B ∈ F limn→+∞ µ(T−nA ∩ B) = µ(A)µ(B). Montrer que
la transformation T (x) = dx mod 1 sur T est fortement mélangeante. Montrer qu’en revanche les translations
T (x) = x+ α mod 1 ne sont pas mélangeantes.
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