Chapitre 2

Equation de Laplace

2.1 Introduction

Dans R™ on appelle Laplacien 'opérateur :
A= —.
; 0x?
dit elliptique car sa transformée de Fourier

F(A)E) =€+

est le terme principal de ’équation d’une sphere et plus généralement d’une
ellipse. Du fait de sa symétriel le laplacien estr le modele des pratuers
elliptiques :

T Zzlozz(x)a—xl2

2.2 Le Laplacien comme opérateur non
borné

Soit 2 C R™ un ouvert connexe, borné ou non. L’opérateur A est bien
défini au sens des distributions sur L*(1) :

(Au, @) = / ulApdz, Yo € D(Q)
Q

mais il n’opere pas dans L*(Q). Pour remédier & cela, on utilise la notion
d’opérateur non borné.
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Définition 2.2.1 (Opérateur borné). Un opérateur A : H — H défini
sur un espace de Hilbert H est dit borné s’il est coninu, i.e. s’il existe une
constante C' > 0 t.q.

[Az]| < Cllell, Ve H.

Un opérateur non borné est défini, en général, sur un sous-espace D(A)
dense de H. Un opérateur non borné est donc une application linéaire A :
D(A) — H. Si A est un opérateur & domaine dense D(A), on définit D(A*)
comme |’ensemble des vecteurs ¢ € H pour lesquels il existe un vecteur
¢ € H vérifiant :

Vi€ D(A), (A, ) = (¥, ¢).

Pour tout ¢ € D(A*), domaine de I’adjoint, on note A*p = ¢’. Par densité
de D(A), ¢’ est défini de fagon unique. Un opérateur A sur H est dit-auto-
adjoint si D(A*) = D(A) et A = A* sur D(A). Malheureusement, dans
beaucoup de cas intéressants, D(A*) est beaucoup plus petit que D(A),
voire est réduit & {0}. Avec ces notations, on pose :

D(-A) = {u e L*(Q) | — Aue L*(Q)}.

On remarque que pour tout u € D(—A), on peut définir la trace u|sq et la

dérivée normale g—u le long de 02 en posant : Yo € C>*(Q),

/ u—da / gpda—/( Au)gpd:ﬁ—i—/uAapda:, ol a—(p::ﬁ-ﬁgo
a0 0 Q on

L’adjoint de —A est bien défini quand il est associé a une condition sur le
bord de type Dirichlet, resp. Neumann,

Proposition 2.2.1. Les opérateurs —Ay et —A,,, définis par :
D(=Ay) ={u e L*(Q) | Au € L*(Q) et wu|gg =0}
et : —Aqu = —Au, Yu € D(—Ay), resp. :

D(—=A,) ={u€ L*(Q) | Au € L*(Q) et % =0}
UaP's!

et : —Ayu = —Au, Yu € D(—=A,), sont auto-adjoints et positifs.
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Démonstration. On a les égalités :

/(—Au)gpdmz/u(—Agp)dm, Yu, o € D(—Ay)
Q Q

Le. (—Ay)" = —Ay, resp.

/Q (= Au)pds — /Q w(—Ap)dr, Yu, € D(—A,)

Le. (A, = —A,.
De plus, si u € D(—A), on prolonge u € L*(Q) et —Au € L*(Q) par 0
dans R™ \ Q. On en déduit alors :

(st = [ FERGF@ = [ PR ©FE > 0

i.e. —A est un opérateur positif. O
Corollaire 2.2.2. Le spectre de lopérateur —Ag4, resp. —A,, est formé
d’une suite de valeurs propres (/\](Cd)>k20 e (RTN, Tesp.()\,(g"))kzg e (RMHN,
sans point d’accumulation a distance finie, t.q. limg_, 1o A,gd) = 400, resp.

limg 4 oo )\;n) = 400, et les vecteurs propres correspondants forment une

base hilbertienne de L*().

Démonstration. C’est une conséquence (admise) de la théorie des opérateurs
auto-adjoints positifs. O

L’exemple le plus simple de la situation décrite dans le Corollaire 2.2.2
s’obtient en dimension n = 1 d’espace. On pose Q2 =|0, L[ avec L > 0 et on
considere 1’équation :

—u" =M =0, u(0)=u(L)=0.

Par le calcul, on trouve directement que les valeurs propres sont les réels :

A—(kl)2>0 k>0
k — L - Y -

de vecteurs propres associés :

k
t— w,, (t) =sin (%) , k>0.

On vérifie que la suite (wy)g>0 est une base hilbertienne de L*(0,T).
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Remarque 7. L’analyse ci-dessus se généralise au cas du probleme de Diri-
chlet (resp. de Neumann, et d’autres) dans un ouvert €2 borné. Pour évaluer
le comporteme,nt asymptotique des valeurs propres on introduit la fonction
de comptage :

N(A) :=#{A\ <A}, VAER

Ces valeurs prores apparaisent de mlani :A£ ere fondamentale dans les
équations de propagation des ondes et de la chaleur sur un ouvert €.

Elles apparaissent aussi en théorie des nombres. Si () est un carré de
coté 1, alors les fonctiosn propres et les valeurs propres du Laplacien sont
donnés par :

Wy, . (T, y) = sin(nmz) sin(mry), Apm = (n® + m2)7r27 n,m > 0.

L’évaluation de N(\) dans ce cas est bien un probleme de théorie des
nombres : compter le nombre de points a coordonnées entieres contenus
dans un cercle de rayon v\, A > 0. On démontre que :

N(A) = Z—j +o(VX), YA>0.

2.3 Formulation variationnelle

Introduction et formalisme

Soit 2 C R™ un ouvert borné de R™ et soit f € L?(Q). On considere le
probleme aux limites : trouver u solution de (2.1)

u—Au=f dans Q, u=0 sur 0. (2.1)

ce qui, avec les notations de la Section 2.2, se réécrit : trouver u € D(—A,)
t.q.

D’apres le Corollaire 2.2.2, 'opérateur I — A, est inversible le probleme
(2.1) admet u := (I — Aq)~' f pour unique solution dans D(—A).
Par multiplication de (2.1) par v € D(2), on obtient : (2.2)

/(u5+ VuVov)dr = / fodz, Yv e D(Q). (2.2)
Jo 0

-~

=:((u,v))
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ce qui peut s’interpréter comme la résolution d’un probleme de représentation
d’une forme sesquilinéaire par le théoreme de représentation de Riesz Pour
ela, on introduit :

HY(Q) = {ve L*Q) | Vv e L*(Q)"}

L’espace H'(Q) muni du produit scalaire ((-,-)) est un espace de Hilbert.
On remarque que la relation :

/ @ Vuds = — / div(@)udx +/ n-Gudo, Vge ()"
Q Q asz‘:_;"

permet de définir les valeurs de u € H*(2) sur 99, ce qui perlet de définir
le sous-espace :
HL(Q) = {v e HYQ) | vl = 0}.

Proposition 2.3.1. Le sous-espace H}(Q)) est fermé dans H'(S2).

Démonstration. Soit (ug)gso € H (N t.q. up  — w dans HY(Q), i.e. :

k——+o0

u, — u et Vu, — Vu dans L*(Q).
k—+o00 k—4o00

Alors : Vg € C()",
/ - Vupde — - ﬁud:p,
d’une part, et

l/@ﬁwmz—/ﬂM@WMT% —/&W@wx
Q Q @

k—+o0

d’autre part, d’ou on déduit que :
/ ppudo =0, VgelC™(Q)"
o0

i.e. u=0sur 90 et u € H)(Q). O
On adettra le résultat de densité :

Proposition 2.3.2. Le sous-espace H}(Q) de H' () coincide avec l'adhérence
de D(Q) pour la norme || - || de H() :

H

DO = H(®) ¢ H(®)
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Proposition 2.3.3. Le probléme : (2.1) admet une unique solution u €
Hi ()

Démonstration. Compte tenu de (2.2) et de la Proposition 2.3.2, on est
ramené & résoudre : trouver u € H} () t.q. :

Yo € Hy(Q), ((u,v)) = /Qfﬁdx. (2.3)

On remarque que ¢ : v +— fQ fvudx est une forme antilinéaire continue
sur HY(Q). D’apres le Théoréme de représentation de Riesz, il existe un
unique w € HY(Q) t.q. : L(v) = ((w,v)), Yo € H(Q). Soit P la projection
orthogonale : H'(Q) — H}(), bien définie d’apres la Proposition 2.3.1.
Alors, (2.3) se réécrit :

Vo e HYQ), ((u P)) = (w, Pv)).
Nécessairement : v € Hj(Q)) = u = Pw. O

On généralise le résultat de la Proposition 2.3.3 dans le cadre fonctionnel
abstrait de deux espaces de Hilbert H, V (H = L*(Q) et V = Hj(Q)
dans 'exemple précédent) munis de deux produits scalaires différents. On

suppose que V' C H et que cette injection est continue et dense (VH =
H). Alors, 'identification de H avec son dual (antidual si on considere des
espaces de fonctions complexes) réalise une injection de cet espace dans V*,
ce qui donne le triplet :

VcH~H'CV*

Dans ce cadre mes formes sesquilinéaires continues (u, v) — a(u,v) s’iden-
tifient a des opérateurs linéaires continus A, : V' — V* suivant la formule :

V(u,v) € VxV, A(u)(v)=alu,v).

et par restriction de leur image a H définiessent encore des opérateurs non
bornés dans H dont les domaines et actions sont définis par :

DATY ={u eV |As(u) € H} et AP (u) = A,(u), Yu e D(AY).
On en déduit, en particulier :

Vu € D(AT), woeV, (AZ(u),v)g = Au(u)(v) = v+ (Aa(u),v)y.
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Le Théoreme de Lax-Milgram

Dans le formalisme ci-dessus, le Théoreme de Lax-Milgram généralise le
Théoreme de représentation de Riesz.

Théoréme 2.3.4. Soit V' un espace de Hilbert et soit (u,v) — a(u,v)
une forme sesquilinéaire continue sur V. x V. On suppose qu’il existe une
constante o > 0 t.q.

la(u, w)| = allully,, YueV.

Alors, Uopérateur A, - V — V*, u— Au(u)(-) = alu, -), réalise un isomor-
phisme de V. — V* et on a :

1

Lo(vev) < —

477 X

Démonstration. On commence par remarquer que A, est linéaire (immédiat)
injective. En effet, soit u € V' t.q. A,(u) = 0. Alors :

0 =[Aq(u)(u)| = la(u,w)| > allulli = [jull =0

i.e. uw = 0. Il reste a vérifier que A,(V) = V*. Pour cela on va montrer suc-
cessivement que A, (V') est fermé et dense dans V*. Comme V' est complet,
il en est de méme de V* et on est ramené a montrer que A,(V') est complet
dans V*. Soit (ug)r>0 € V. On suppose que la suite (V,(ug))rso est de
Cauchy. On a : Vk,p > 0,

allur = up Iy < la(ur — tp, ux — )| = [Aa(ux — up) (ur, — up)| <

< [ Aa(ur — up) [llur — wpllv
donc

1
[ = upllv < —[lAa(wr = ).

On en déduit que la suite (ug)r>o est de Cauchy dans V', donc convergente
dans V' qui est complet. Soit u € V sa limite dans V. On remarque que A,
est continue sur V' par continuité de a. En effet : Vw,v € V,

[Aa(w) ()] = fa(w, v)| < lalllw]lwllv]lv

s A0

= [|[Aq(w)]
vevioy vl

< llallflwllv
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On en déduit que A, (ug) e A, (u) dans V*, ie. que A,(V) est complet.
—+o00

Pour montrer que A,(V') est dense dans V*, on remarque aue :

A, (V) =1Im(A,) = Ker(A)F = A, (V) = V* < Ker(AH)* =V*
— Ker(A)t =V «— Ker(4r) = {0}
=Ker(A¥)

Par définition de ’adjoint : Vu, v
mV,
Aa(u)(v) = Ag(v)(u) = alu,v).

Soit A%(v) =0 avec v € V. Alors :
0= A (v)(v) = a(v,v) > allv[} = vl =0

ie. : v =0, ce qui acheve de montrer que A,(V) = V*, et finalement que
A, est un isomorphisme de V' — V*. Soit f € V*. On a :

al| AL NI =< a(AN (), AN () = FATD)) < I FIv-IA (D) Ilv
= oA DI < | fllve, VfeV™
11 en résulte :
PRI 1A Dl 1
IAevo = o0 T < a
Il

On va donner différents types d’applications de ce formalisme. I1 convient
de garder a l'esprit que ces extensions peuvent étre combinées entre elles.
Pour simplifier 'exposé et parce que c’est aussi le cadre de ces applications,
on se limite a des fonctiosn a valeurs réelles.

Conditions aux limites et inégalité de Pioincaré

Le formalisme ci-dessous dit formulation variationnelle a ’avantage de
prendre en compte les conditions aux limites attachées a ’edp étudiée. En
choississant adéquatement V' et la forme linéaire ¢ dans le probleme : trouver
u solution de

weV et ((u,v)y =Lv), YveV

on peut traiter différentes conditions aux limites. Soit [' C 0€) une partie
de mesure non nulle du bord 9€2. On pose :

Vo= {v e HY(Q) | v|r = 0}. (2.4)
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Proposition 2.3.5. L’espace Vi défini par (2.4) est un sous-espace fermé
de H'(Q).

Démonstration. Par définition, Vr est un sous-espace de H'(€2).
Soit (ug)e>0 € VA t.q. ug L dans H'(Q2). Soit Vg € C*(2)". On
—+00

a:
/ G- Vupde = — / div(@)urdzr + / 7 - Gupdo
Q Q a0~~~
=:pn
= —/ div(F)urdx +/ onurdo, Yk >0,
weVr - Jg o\l

d’ou on déduit :

/ gonuda:/ﬁ-ﬁudx—i—/ div(@)udx = lim (/(ﬁ-ﬁudx—i-/div(gﬁ)ud:c)
o0 Q Q k=400 \Ja Q

= lim On ukdo.

En particulier, si supp(@) C I" alors :

/ gonudaz/gonudaz(].
o9 r

On en déduit que u|r =0, i.e. u € Vr. O

Soit f € L?(Q) et soit g € L?(92). On introduit la forme linéaire conti-

nue sur Vr :
E:v»—>/fvdx+/ gudo
Q o0

Soit A > 0. D’apres le théoreme de Lax-Milgram ( ou le Théoreme de
représentation de Riesz appliqué a V1), il existe un unique u € Vr t.q. :

Yv € Vr, )\/ uvdx + / Vu - Vodz = ((v). (2.5)
Q Q
En prenant v = ¢ € D(Q) C VT, et en intégrant par parties, on obtient :

Au—Au=f dans D'(Q), u=0 sur T. (2.6)

On suppose que u est assez régulier pour appliquer la formule de Green
aores multiplication de (2.6) par v € Vp :

/fvda: = /(/\u—Au)vdx: A/uvdx—i—/ﬁuﬁvdx—/ @vda.
Q Q _J Q o Joaa\r on

= 4(v
(2‘5)()
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Par comparaison avec (2.5), on en déduit que :

0
8—5 =g sur O0Q\T.
et u est finalement solution du probleme aux limites :
, ou
M—Au=f dans D'(Q2), u=0 sur T, 5, =9 Su 0: 0Om\T;
n

2.4 Calcul approché par les différences
finies en dimension 1
Soit f € C([0,1]). On cherche w : [0, 1] — R solution de :
—u"(z) = f(z), =€]0,1], u(0)=mu(l)=0. (2.7)

Cette équation. modélise par exemple la diffusion de la chaleur dans un
barreau conducteur chauffé (terme source f) dont les deux extrémités snt
plongées dans de la glace. On se donne une subdivision de [0, 1] :

$0:0<[E1<"'<$N<23N+1:1

supposée réguliere de pas h = > () pour simplifier, et on veut calculer

1
N+1
des approximations u; ~ u(z;), i = 0,--+ , N + 1, en chaque point z; de la
subdivision. Pour cela, on considére le probleme : trouver v € RV, de

composantes ui, - - -, uy, solution du systeme :

1
ﬁ(_ul—1+2u7‘_ul+1) :fi7 Z: ]_7-.. ’N7
(2.8)
up = unt1 =0
ou f; = f(x;),i=1,---, N, sont donnés au second membre.

Définition 2.4.1 (Erreur de consistance). On pose :

9 = L (i) + 2u() — @) - f@). i1 N

On appelle erreur de consistance du schéma (2.8) la quantité

W )
e |oo @?}Vh , N >0.

Le schéma (2.8) est dit consistant si limy_, o [|e™)]|o = 0.
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Par application de la formule de Taylor, on trouve :

1
¢ O<h) O<N+1) N—H—ooo

i.e. le schéma (2.8) est consistant.

Définition 2.4.2. Le schéma (2.8) est dit convergent si

lim max ]uEN) —u(z;)| = 0.
NS00 1<i<N

Proposition 2.4.1. Le schéma (2.8) est convergent.

Démonstration. Soit (p™)1<icny € RY et soit zV) € RY solution du
schéma :
1 ™
ﬁ(_zifl_FQZi_ZiJrl):,ui ; 1=1,---,N,
(2.9)

20 =2ny41 =10
qui se réécrit sous forme matricielle :

1
ﬁANZ(N) = ) (2.10)
ol Ay € RV*N egt la matrice carrée d’ordre N de coefficients :

2 sio1=y,
aM={ -1 s |i—j=1, (2.11)
0 si |i—j|>1.

On remarque que Ay est symétrique réelle, donc diagonalisable dans une
bon, de valeurs propres dans R. Soit z € RY un vecteur propre de Ay
de valeur propre A € R. L’équation Ayx = Az s’écrit composante par
composante :

—Ti 1+ (2 - )\)IZ — Tit1 = 0, 1= ]., tee 7N (212)

o = TN+1 — 0. (213)

L’équation caractéristique associée s’écrit :

P+ A=2r+1=0. (2.14)
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On vérifie que (2.12)—(2.13) admet des solutions non nulles ssi le discrimi-
nant de (2.14) est < 0, i.e. ssi [A—2| < 2. On pose : A = 2+2cos @, 6 €]0, 7[.
Alors (2.14) admet les racines

On en déduit
x = acos(kl) + bsin(kh), 0<k<N-+1

avec g = a = 0. On en déduit :

Ty =bsin((N+1)0) =0 < 0 ¢ N.

N+1
Plus précisément :

p

0 0 =
O<t<m= N+ 1)

=0, 1<p<N

On en déduit que Ay admet N valeurs propres distinctes > 0 :

2 2
™ pm
N N 2 . T 2
>---)\5V):4(COS(N+1)) B G U > 0.

En particulier Ay est inversible et donc

2N = A N = ]2y < B2 AR |2 1™ |12
N——
=p(Ay")

ot | ANtz = p(Ay') par symétrie de Ay'. Les valeurs propres de Ay sont :

0< < SN (A ! ! !
[ - e — p pr—y pr = R
AN T AW YD 4 (sin (55)) AGin(mh))?
et donc :
e\
M, < [ — ) 2.15
10 < (g ) I (2.15)

Soit XN e RN le vecteur de composantes XZ-(N) =ux;,1 <1< N.Si

SN u(z;) —us, 1 < i < N, alors 20V = (X)) — M) et gV = W)

M, < VN[[eM o < CVNR < CVR

avec
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donc

h 2
) = u® o < X ) = i < OV (5 )

<COVh < ¢ 0
N—+o0o

=

Autres conditions aux limites
Conditions de Dirichlet non homogeénes

On considere les conditions sur le bord non homogenes :

Le schéma (2.8) reste inchangé a ’exception du second membre qui devient :

flz) —a si 1=1,
fi=q flan)=b st i=N,
f(x;) si 1<i<N,

Conditions de Neumann et de Fourier

On considere les conditions sur le bord :
(i) de type Neumann en z =0 : v/(0) = a,
(ii) de type Fourier en x =1 : ¢/(1) + au(1) = b avec o > 0.

Les premiers termes des développements en série de Taylor de u/(0) et u'(1)
suggerent de choisir :

un + ah
Ug = U1 — Oéh, UN+1 = m
Alors le schéma (2.8) devient : trouver wug, uy, -+, un, Un+1 t.q.
(1
E(Uo —u) = —a,
1 .
ﬁ<_ui—1+2ui_ui+l) :fia L= 17 aN7 (2]‘6>
1
\ E(_UN + (1 4+ ah)uyyr) = a.
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Schéma numérique bien posé

Définition 2.4.3. Le schéma numérique (2.8) est dit bien posé s’il admet
une unique solution.

Le schéma (2.8) se réécrit sous forme matricielle : trouver Uy € RN
solution de :
AxUy = f (2.17)

ot Ay € RV*N est la matrice carrée introduite dans (2.10) et définie par
(2.11).

Proposition 2.4.2. La matrice (2.11) du systéme (2.17) est définie posi-
tive.

Démonstration. Soit x € RY. On a :
N N-1 N-1
Ax - = 22@2 — 22%@-“ = Z(mz — )2+ 2+ 2% > 0.
i=1 i=1 i=1

Si Az cot x = 0, alors

rn=axy=0 et z;=241, 1=1---N=2=0.

Corollaire 2.4.3. La matrice (2.11) du systéme (2.17) est inversible.
Démonstration. C’est une conséquence directe de la Proposition 2.4.2. [
On en déduit que le schéma numérique (2.8) est bien posé.

Exemple 1. Le probleme (2.16) se réécrit sous forme matricielle : trouver
U, € RV*2. solution de

1
ﬁAhUh = Jn
ou A, = (CLE‘?))QSZ'JSN_’J est la matrice carrée d’ordre N + 2 définie is par :
/ .
h si 1=75=0,
(h) 2 si 1<i=353<N
Ty -1 si |i—jl=11<ij<N
h(l1+ah) si i=7=N+1,
L0 si i —j| > 1,
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et ol le second membre f;, = ( fi(h))ogig N41 € RNV*2 est défini par :
—a  si 1 =0,

fM =2 fx) si 1<i<N,
Qo si 1=N+41.

Soit z € RV*2, On a :

N-1

T1\2 TN 2
Apx -z = ;(% —a1)? + h (IO - 7) h (xNH - 7) *
2,2 h 2 2
ou h = ﬁ €]0, }1[ si N > 3. On en déduit que si N > 3, alors A est
semi-définie positive. Si Az - x = 0, alors :
r1=a2y=0 et =241 =>21=---=25=0.

De plus : g = % = 0 et zy1 = %F = 0 donc z = 0, i.e. Aj est définien

positive, donc inversible.

Exemple 2. On considere le probleme aux limites avec conditions de Neu-
mann :

—u" = f dans ]0,1[, '(0)=4/(1)=0. (2.18)
Les approximations

W(0) ~ 3 —wa), (1) ~ 7 (s — )

h

conduisent au schéma numérique :

1
ﬁ(_uifl‘i‘Zui_uz#l) =fi, i=1--,N,

(2.19)
Up = Uy,

UN+1 = UN-

Sous forme matricielle, le schéma (2.19) se réécrit : trouver U, € RNT2
solution de

1
ﬁAhUh = /n
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ou A, = (a(()hg)i,jgNJrl est la matrice carrée d’ordre N + 2 définie par :

1 si i=j=0,
2 st 1<1<i=j<N,
a={ -1 s 1<|i—j|=1,1<i,j<N,
1 st i=j=N+1,
sioli—j]>1

Soit z € RN*2, On a :

N

Apr - x = Z(xZ —241)2 >0
i=0
et
A2 =0—29="--=2TN11.
On vérifie directement que
1
Ayl 2 ] =0
1

i.e. A, est semi-définitive positive et non inversible. De fait, le probleme
(2.18) admet les constantes pour solutions.

Définition 2.4.4 (Matrice monotone). Une matrice réelle est dite mono-
tone si elle est inversible, d’inverse a coefficients > 0.

Proposition 2.4.4 (Caractérisation des matrices monotones). Une matrice
réelle A € RV*N est monotone ssi : Vv € RY,

Av> 0= v > 0.
(Les inégalités s’entendent composante par composante)

Démonstration. Soit A € RY*. = Soit A € RV*N monotone et soit v €
RY. On suppose que Av > 0. Alors :

v; = Al (Av), >0, Vi€ [[1,N]].
N
>0 >0

< Inversement, on suppose que : Yo € RY,

Av>0=0v > 0.
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Soit v € RY t.q. Av = 0. Alors :
Av=0=0v>0 et —Av=0=—0v>0

donc v = 0, i.e. A est inversible. Soit i € [[1, N]]. On note e; le ieme vecteur
de la base canonique de RY. Par hypothese sur A :

€; = A(A_le,») >0= A_lei > 0.

On en déduit : (A~ te;); = A[jl >0, V7 € [[1, N]]. Ceci étant vrai pour tout
i € [[1,N]], il en résulte : A=' > 0, i.e. A est monotone. O

Principe du maximum
On considere le probleme : trouver u solution de (2.20)
—u"(x) + c(z)u(z) = f(z) si 0<x<l,

ugog =0, (2.20)
u(1l) =0,

ou ¢ € C([0,1],R*) et f € C([0,1],R). L’analogue du probleme discrétié
(2.8) s’écrit :

1
ﬁ(_ui—1+2ui_ui+1)+ciui:fi7 i=1,---, N,
(2.21)

uy =uny1 =0

ou ¢ = c(x;), fi = f(x;),i=1,---, N, sont donnés. Sous forme matricielle,
le probleme (2.21) se réécrit :

1
ﬁAhUh = fn
ou A; = (agb))]_gi’jgj\[ € RV*N est la matrice carrée d’ordre N définie
par :(2.22)
2+ ch? si =7,
) =4 —1 si |i—jl =1, (2.22)

0 si|i—j] > 1,

Proposition 2.4.5. Soit ¢ = (c1, -+ ,cn)T € RN tq. ¢; >0, Vi € [[1, N]].
Alors la matrice Ay, définie par (2.22) est symétrique, définie positive et
donc inversible.
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Démonstration. La matrice Ap est symétrique par définition. Soit z € RV,

On a:

N-1 N
Ahx-x:Z(xi—$i+1)2+1’%+$?\/+h226i$? Z 0
i=1 i=1 20
On suppose que Apx - x = 0. Alors :
rr=axy=0 et x;=w;, 1=1--+- N=>x;=---=2xy=0.

Définition 2.4.5 (Principe du maximum). On appelle principe du maxi-
mum continue le fait que si f > 0 alors le minimum de la solution u du
probleme (2.20) est atteint sur le bord du domaine de définition de w.

Proposition 2.4.6 (Le principe du maximum). Soit Q@ C R™ un ouvert
borné et soit f € C*(Q).

a) Si Af >0 dans 2 alors :

Ve e, f(r) < maxf(y).

yeIN
b) Si Af =0 dans Q (f est dite harmonique), alors

Vo e Q, 52%% fly) < f(z) < iré%f(y)-

Démonstration. On remarque que 99 = QN Q° est fermé comme intersec-
tion de fermés, et borné par hypothese sur €2, donc c¢’est un compact de R”
et f y atteint ses bornes.

a) Soit Af > 0 dans €. On suppose qu’il existe xy € Q t.q. :

f(xo) > iré%gf(y)

Comme © est un compact de R™ (en dimension finie), on peut supposer
que
F(z0) = masx f(z) > ma f(x)
yeQ yeoN
Comme (2 est ouvert, on a V f(xg) = 0. Soit r > 0 t.q., si B,.(zg) est
la boule ouverte de centre xy et de rayon r > 0, on ait :B,(xy) C €,
et soit © € B,.(zg) \ {xo}. On pose :

o(t) = flzo + t(z — x0)), Vte0,1].
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Alors f € C*(Q,R) = ¢ € C*([0,1],R) et on a

wﬂ%:ﬂﬂzf@@+l(L%V%%+ﬂ%ﬂM%@—mVﬁ§f@®

= [0 @+ to =) (2 =0l < 0.

Soit u = mw — o). On a, par bilinéarité de la différentielle :

[ a0 i) a <o

On en déduit, par continuité de f” :
1

lim [ (1—t)f"(zo+t(z—mx0))-udt = /1(1—t)dtf"(xo)-u2 = %f”(mo)-zf <0.
0

T—T0 0

Ceci étant vrai pour tout = € B,(zy), on en déduit, par définition des
dérivées partielles d’ordre 2 :
0% f
(%Uﬁxj
en contradiction avec Af < 0 dans €2 et zy € Q.

b) Soit Af =0 dans Q. Il suffit de montrer que f < max,ecgn f dans (2,
I’autre inégalité étant alors obtenue en considérant —f. Soit € > 0.
On pose :

(rg) <0, 4,j=1,---,n.

g:(z) = f(x) +¢ellz|* Vz e Q.
Alors :
Ag. = Af +2ne =2ne >0 dans (.

On remarque que 02 étant borné, il existe M > 0 t.q. ||z]| < M,
Vo € 09. De a), on déduit que : Vz € Q,

<
g:(z) < max g < max [ +eM

e.: Vx €,

_ < '
f(z) < max f +e(M /%) max f +eM - max f
On en déduit :
sup f(z) < max f + M.

xeN ’yGaQ

Ceci étant vrai pour tout € > 0, il en résulte que :

su xr) <maxf.
xegf( )_yemf
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]

Proposition 2.4.7 (Principe du maximum faible). Soit Q C RY un ouvert
borné de RN et soit u € H'(Q) solution de :

Au>0 p.p. dans €,
ut € Hi(9).

Alors : u < 0 p.p. dans Q.
Lemme 2.4.8 (Lemme préliminaire). Soit f € H 1(Q) = (H3(Q)) t.q.
f >0 p.p. dans D'(), i.e. :

H-1 <f7 90>H6 > 07 V/’Uraphi € D<Q>R+)
Alors

Yo € Hy(Q), g1 (f, v ) > 0.
Démonstration. Soit v € H(2) et soit (¢n)n>0 € DN t.q. ¢, oL
- n—-+00

dans H} (). On a :

Vo™ = Vel < [I[Vo = Veullz = 0

n—-+00

ie. ¢f T vt dans H}(Q). Soit » > 0. On remarque que ¢ est &

support compact car fermé dans le support de ¢, qui est fermé. Donc il
existe une suite régularisante (ps)s=o t.q. ps * ©,; € D(Q) deés que § €]0,0. |
est assez petit, i.e. inférieur a la distance du support de ¢ au bord 012, et
ps * e oF dans H}(Q). Par définition de la convolution : ps * @7 > 0

dans Q, V§ €]0, 9/ [, Vn > 0. Par hypothese sur f :
H_1<f> p5*90j1r>Hé >0, V9 6]07 611[

On conclut apres extraction d'une suite diagonale (pg, )n>0 t.q. ps, *@  —

n—-+o0o
ot dans H}(Q) :
ao (o) gy = M g (f ps, % @)y 2 0.
>0
]

Démonstration de la Proposition 2.4.7. Soit f = —Au. Alors f € H(Q)
et f >0 p.p. dans Q. Par hypothese sur u™ :

a- (fut ) = /QVUVu*dx = /Q |VutPde > 0= Vu" =0 p.p. dans Q

i.e. ut =0 p.p. dans Q.
O
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Remarque 8. On a utilisé le fait que Hj () est un espace de Hilbert pour
le produit scalaire (u,v) — [, VuVudz.

Corollaire 2.4.9. Soit Q@ C RY un ouvert borné et soit g € H'(Q). Si
u € HY Q) est solution de :

Au=0 dans €,
u—ge H(}(Q)7

alors |u| < ||gllee p-p- dans Q.

Démonstration. Sig ¢ L>(2),iln’ y a rien a montrer. On suppose que g €
L>(Q2). On remarque que (u—||g||o)™ € HJ(2). D’apres la Proposition 2.4.7
appliquée a u — ||g||oc avec f =0, on a: u < ||g|l p.p- dans Q. De méme,
(u+||g]lc)™ € HE(R2). D’apres la Proposition 2.4.7 appliquée & u + || g
avec f =0,on a: u> —|g|le p.p. dans €. O

Proposition 2.4.10. Soit Q C RN un ouvert borné de RY et soit f,c €
L>(Q). On suppose que ¢ > n > 0 p.p. dans Q pour une constante n > 0.
Soit uw € H(Q) solution de :

—Au+cu=f dans D'(Q)

Alors T

[ufloo < ==
n

Démonstration. Soit k € R*. On remarque que (u — k)t € Hj(€2. On en
déduit :

/QVUV(u —k)Tdr + /ch(u — k)tdx = /Qf(u — k)t da.
avec

/VUVU /{:+da:/Vu k)V (u— k+dx/Vu kY'Y (u—k)tdz =

/|v 2z > 0,

/ch(u —k)Tdr = /Qc(u —k)(u— k)tdx + k‘/ c(u—k)rde =

Q

:Ac(u—k)(u—k)+dx+k/Qc(u—k;)*dx:/Qc](u—k)ﬂQd:c—i-k/Qc(u—k)erx
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>77/| 2dx+k’/ c(u —k)Tdx.
Q
On en déduit :

o</|v |dx+17/| |da:</ﬂ(f—ck:)(u—k)+dx.

On pose :

e
n
Alors :

¢k > ||fllo = f—ck <0 pp. dans Q= /(f—ck:)(u— K)*d < 0
Q

n/Mu—mw%xgo
Q

ie. : (u— k)" = 0 p.p. Le méme raisonnement ave (u + k)~ cpnduit a
u > — Hf||°° p.p. dans €. O

Il en résulte :

Remarque 9. Si la solution u de (2.20) vérifie le principe du maximum, on
souhaite qu’il en soit de méme pour la solution approchée.

Lemme 2.4.11. Soit ¢ = (c1,-++ ,en)T € RY t.q. ¢; > 0, Vi € [[1, N]].
Alors la matrice Ay, définie par (2.22) est monotone.

Démonstration. On commence par remarquer que la matrice Aj, est inver-
sible d’apres la Proposition 2.4.5. Soit v € RY t.q. Apv > 0. Soit 4y € [[1, N]]
t.q. v;, = minj<j<y v;. Siip = 1, alors :

(2 + hQCl)Ul > Uy 2>V = (1 + h2Cl>U1 >0—>v >0.
0
>

Siig = N, alors :

(2 + hQCN)UN > UN_1 = UN = (1 + hQCN)’UN >0— oy >0.
0
>

On suppose que 1 <ig < N. On a:
(2 + hQCiO)UZ'O > Vig—1 T Vig+1 > 2’Uio = hQCiOUZ'O > 0.
Si ¢, > 0, alors v;, > 0. Sinon, si v;, = min;<;<y v; = ¢;, = 0, alors

Uiy — Vig—1 = Vig+1 — Vi = 0 = v3, = vjy—1 = IIllel vj.
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Par récurrence sur j € [[1,7]], on en déduit :

Viy = Vjy—1 = -+ =v; = minv; > 0.
J

]

Définition 2.4.6 (Ordre du schéma). On dit que le schéma (2.21), resp.
(2.8), est d’ordre p 8’1l existe C' > 0 t.q.

1™ oo < ChP

ott ™) = <€Z(-N))1Si§]\7 est 'erreur de consistance du schéma (2.21) resp.

(2.8), définie par : Vi € [[1, N]],

1

g; = 2

(—u(@io1 + 2u(z;) — w(@is)) + clz)ulz;) — fa:).  (2.23)
tresp. par la Définition 1.3.2.

Proposition 2.4.12. Si la solution u de (2.20), resp. de (2.7), est de classe
C*, alors :

h2
1Moo < —= sup [u@]. (2.24)
12 g<z<1

Démonstration. D’apres la formule de Taylor avec reste intégral : Vax €
[0,1],

T rh =t

) +ua—h) =2u(e) = @)+ o)+ [ RS0 e
+/:_h Wu@)(t)dt
= %(—u(m —h)+ 2u(x) —u(x — h)) + c(z)u(z) — f(z)| =
_ % /: Wuvl)(t)dt"‘/: Wu(ég(t)dt’
< 7 (51 ) = T 1l
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Définition 2.4.7 (Stabilité). Le schéma (2.21), resp. (2.8), est stable si,
pour tout x € R, la solution 2™ du schéma :

1
ﬁAth = (2.25)

ot A;, € RV*N est la matrice carrée définie par (2.22), resp. par (2.11),
vérifie :
12"l < Cllgelloo,

pour une constante C' > 0 indépendante de h > 0.
Proposition 2.4.13. Le schéma (2.21), resp. (2.8), est stable.

Démonstration. La stabilité du schéma (2.8) résulte de (2.15) et de 'équivalence
des normes sur RY. On note Ay, la matrice définie par (2.11). Alors A;, =
Agn + h2Cy, out C), est la matrice diagonale définie par :

(Oh)iizci7 Z:177N

Aoy — Ayt = A ARAL — At Aon Ay = Ag) (A — Agn) A
=h2C,L>0

Soit v > 0. Alors :
Ap—Aop > 0= (A — Agp)v >0
D’apres le Lemme 2.4.11, les matrices A, et Ag, sont monotones, donc
(Ap — Aop)v > 0= A;l(Ah —App)v =v — AglAOhv > 0.
Ceci est également vrai pour Aahlv > 0, donc Aghlv > A;lv‘ Finalement :
Ayl > A > 0.

On remarque que si B est une matrice positive, soit B > 0, alors
| B||oo = m?XZ |Byj| = m?XZ B;;.
J J
On en déduit :

145 oo = m?XZ(Aﬁl)ij < max D (A = 145 oo
j j
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Il reste donc & estimer || Ay} ||o. On a aussi :
1Ag: e = IAgpelloe 0t e=(1,---,1)" €RY

Soit d;, = h2Aahle € RY. De facon équivalente, dj est solution du systeme
h=2Aondy, = e résultant de la discrétisation de

—u"=1 dans ]0,1, wu(0)=wu(l)=0
dont la solution exacte est

uo(z) = %x(l —z), VYxelo,1].

Soit " € RN le vecteur de composantes z1,--- ,zy, et soit uo(x(h)) le
vecteur de composnates uy(z1), - -, up(zyn). Comem ug est polynomiale de
degré 2, on a :

1

ﬁAo]ﬂlo(iL‘(h)) = €.

Il en résulte :

1
W2 | Agrelloo = [luo(z™)][o < sup |ug| = =
0,1] 8

le.:
_ _ B 1
145 oo < 1453 oo = [Agiielloe < 575
Sit 1 € RY et soit 2™ € RN solution de (2.25). On a :

_ . 1
2™ lloe = RZ1AZ 1lloe < B2 [IAZ P llptlloo < 2 litloc (2.26)

i.e. le schéma (2.21) est stable. O

Définition 2.4.8 (Erreur de discrétisation). On appelle erreur de discrétisation
au point z; la quantité :

e(»h):u(xi)—ui, i=1,---,N.

(2

Théoréme 2.4.14. Soit u la solution du probléme (2.20). On suppose que
u € C*([0,1]). Alors, l’erreur de discrétisation e du schéma (2.21) vérifie :

2
el < ]

Le schéma (2.21) est donc convergent d’ordre 2.

Démonstration. Le choix 2" = ¢ dans (2.25) conduit & p = ™) défini
par (2.23). De (2.26) et (2.24) on déduit :
2

o sup [u(@)]

el < LW <
8 (224) 96 zefo,1]

< [
2.26
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2.5 Diffusion bidimensionnelle

On considere le probleme de diffusion dans un ouvert Q C R? de R? :

{—Au = f dans €, (2.27)

U = 0 sur Of.

Le probleme est bien posé au sens ou si f € C*(Q), alors il existe une
unique solution u € C(Q)NC3(Q) de (2.27). Si f € L3(R) et si 2 est convexe
(ou & bord régulier), alors il existe une unique solution faible u € H*(2) de
(2.27) ; i.e. vérifiant :

ue Hi(9),

/Vqu:/fvd:E, Yo € Hy(9).
Q Q

On peut montrer que si u € C3(9), alors u est solution de (2.27) ssi u
est solution faible de (2.27). Pour discréttiser le probleme on se donne un
nombre fini de points alignés dans les directions des axes Ox et 0y comme
représentés dans la Figure 2.1 (on choisit un maillage régulier de pas Az et
Ay dans les directions de 0z et Oy resp.) Certains points sont a l'intérieur
de €2, d’autres sur le bord. Cimme dans le cas de la dimension 1, les in-
connues discrétes u;; sont associées aux points P(z;,y;) du maillage de
sorte que u;; ~ u(P(z;,y;)). On note {P;, ¢ € I} 'ensemble des points de
discrétisation. Dans le cas de points vraiment intérieurs, tels que le point
P, sur la Figure 2.1, i.e. pour lesquels les points voisins dans le schéma sont
aussi intérieurs, on a :

“huh) = (a0)? * Ve

+O((Az)* + (Ay)?)

Pour des points proches du bord, i.e. pour lesquels I'un des points voi-
sins est hors de €2, on doit prendre en compte les conditions sur le bord, ce
qui dégrade 'approximation qui devient de I'ordre de O((Ax) + (Ay)). Le
schéma numérique peut se réécrire sous forme matricielle Aaz AyUnzny =
Fagzay ol la matrice Aa, a, est tridiagonake par bandes et dont la lar-
geur de bande dépend du systeme de numérotation des noeuds choisi. On
peut montrer qu ela matrice Aaz a, est inversible et monotone, et que le
schéma est stable. De la stabilité et de la consistance, on déduit comme en
dimension 1 la convergence du schéma.
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FIGURE 2.1 — Différences finies : discrétisation bidimensionnelle



