Chapitre 2

Equation de Laplace

2.1 Modélisation

Dans R" on considere la variation d’une quantité telle que la température
T sous 'effet de forces volumiques de densité f en I'absence de tout champ
de vitesses (par exemple, la chaleur n’est pas mue par un champ de vi-
tesses). Autrement dit, ’énergie du matériau considérée se réduit a son
énergie potentielle de la forme 1||VU||* dont la force associée dérive d'un

potentiel, soit VU. Si V est un volume quelconque fixe, la force volumique
fv = fv x)dS) compense exactement le flux & la frontiere de V' d’origine
potentielle :

fo=—[ vYU.a3

ov

ol cﬁ est la normale extérieure a V' le long de V. On en déduit :

/le VU dQ) = — /AUdQ
VW—/

Ceci est vrai pour tout volume V' C R" suffisamment régulier donc

f=—-AU dans R".

Définition 2.1.1 (Laplacien). Dans R" on appelle Laplacien I'opérateur :
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dit elliptique car sa transformée de Fourier

FA)E) =& +&

est le terme principal de I’équation d’une sphere et plus généralement d’une
ellipse. Du fait de sa symétriel le laplacien estr le modele des pratuers
elliptiques :

T ;az(m)ﬁ_xf

2.2 Le Laplacien comme opérateur non
borné

Soit 2 C R™ un ouvert connexe, borné ou non. L’opérateur A est bien
défini au sens des distributions sur L*(Q) :

(Au, p) ::/uAgodm, Vo € D(Q)
Q

mais il n’opere pas dans L?*(€2). Pour remédier & cela, on utilise la notion
d’opérateur non borné.

Définition 2.2.1 (Opérateur borné). Un opérateur A : H — H défini sur
un espace de Hilbert H est dit borné s’il est continu, i.e. s’il existe une
constante C' > 0 t.q.

[Az[| < Cllzf|, Vz € H.

Un opérateur non borné est défini, en général, sur un sous-espace D(A)
dense de H. Un opérateur non borné est donc une application linéaire A :
D(A) — H. Si A est un opérateur a domaine dense D(A), on définit D(A*)
comme l’ensemble des vecteurs ¢ € H pour lesquels il existe un vecteur
¢ € H vérifiant :

Vi€ D(A), (A, ) = (¥, ¢).

Pour tout ¢ € D(A*), domaine de I’adjoint, on note A*p = ¢’. Par densité
de D(A), ¢’ est défini de fagon unique. Un opérateur A sur H est dit-auto-
adjoint si D(A*) = D(A) et A = A* sur D(A). Malheureusement, dans
beaucoup de cas intéressants, D(A*) est beaucoup plus petit que D(A),
voire est réduit a {0}. Avec ces notations, on pose :

D(=A) = {ue L¥Q) | — Au e LA(Q)}.
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On remarque que pour tout u € D(—A), on peut définir la trace u|sq et la

dérivée normale Ou le long de 02 en posant : Y € C*(Q),

on
/ uaida— @goda = /(—Au)godx+/uAgpdx, ol ¢ =iV
90 on 90 on Q Q on

L’adjoint de —A est bien défini quand il est associé a une condition sur le
bord de type Dirichlet, resp. Neumann,

Proposition 2.2.1. Les opérateurs —Ay et —A,,, définis par :
D(=Ay) ={u € L*(Q) | Au € L*(Q) et u|gq = 0}
et - —Aqu = —Au, Yu € D(—A,), resp. :

D(-A,) ={uec L*(Q) | Aue L*(Q) et g—z =0}

et : —A,u = —Au, Yu € D(—A,,), sont auto-adjoints et positifs.

Démonstration. On a les égalités :

/Q(—Aumdx _ /Qu(—Ago)dx, Y, € D(—Ay)

Le. (—Ay)" = —Ay, resp.

/(—Au)npd:c :/u(—Aw)dx, Yu,p € D(—A,)
Q Q
Le. (A, = —-A,.

De plus, si u € D(—A), on prolonge u € L*(Q) et —Au € L*(Q) par 0
dans R™ \ ©. On en déduit alors :

st = [ FERF@ = [ PR ©FE > 0

i.e. —A est un opérateur positif. n

Corollaire 2.2.2. Le spectre de ['opérateur —Ay, resp. —A,,, est formé
d’une suite de valeurs propres (A\")gs0 € RV, resp. (A )iz € (RTY,
sans point d’accumulation a distance finie, t.q. limg_, 1o A,gd) = 400, resp.

limg 4 oo )\;n) = 400, et les vecteurs propres correspondants forment une

base hilbertienne de L*().
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Démonstration. C’est une conséquence (admise) de la théorie des opérateurs
auto-adjoints positifs. O

L’exemple le plus simple de la situation décrite dans le Corollaire 2.2.2
s’obtient en dimension n = 1 d’espace. On pose Q2 =|0, L] avec L > 0 et on
considere ’équation :

—u" —Au=0, u(0)=u(L)=0.

Par le calcul, on trouve directement que les valeurs propres sont les réels :

A—<kl)2>0 k>0
k — L - Y -

de vecteurs propres associés :
km
t— wy, (t) = sin (f) , k>0.

On vérifie que la suite (wy,)g>o est une base hilbertienne de L*(0,T).

Remarque 8. L’analyse ci-dessus se généralise au cas du probleme de Diri-
chlet (resp. de Neumann, et d’autres) dans un ouvert €2 borné. Pour évaluer
le comporteme,nt asymptotique des valeurs propres on introduit la fonction
de comptage :

N = 4{ <A}, VAER.

Ces valeurs propres apparaisent de maniere fondamentale dans les équations
de propagation des ondes et de la chaleur sur un ouvert 2.

Elles apparaissent aussi en théorie des nombres. Si {2 est un carré de
coté 1, alors les fonctions propres et les valeurs propres du Laplacien sont
donnés par :

Wy, . (x,y) = sin(nrz) sin(mry), Apm = (0*+m*)7°, n,m > 0.

L’évaluation de N(A) dans ce cas est bien un probleme de théorie des
nombres : compter le nombre de points a coordonnées entieres contenus
dans un cercle de rayon v/, A > 0. On démontre que :

N(\) = Z—j +o(VX), VA>0.
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2.3 Formulation variationnelle

Introduction et formalisme

Soit Q2 C R™ un ouvert borné de R™ et soit f € L?(2). On considere le
probléme aux limites : trouver u solution de (2.1)

u—Au=f dans €, u=0 sur 0. (2.1)

ce qui, avec les notations de la Section 2.2, se réécrit : trouver u € D(—Ay)

t.q.

D’apres le Corollaire 2.2.2, I'opérateur I — Ay est inversible et le probleme
(2.1) admet u := (I — Ay)~' f pour unique solution dans D(—Ay).
Par multiplication de (2.1) par v € D(2), on obtient : (2.2)

/(m+ VuVv)dz = / fodz, Yv e D(Q). (2.2)
JQ P Q

-~

=:((uw,v))

ce qui peut s’interpréter comme la résolution d’un probleme de représentation
d’une forme sesquilinéaire par le théoreme de représentation de Riesz. Pour
cela, on introduit :

HY(Q) = {ve L*Q) | Vve L*(Q)"}

L’espace H'(Q) muni du produit scalaire ((-,-)) est un espace de Hilbert.
On remarque que la relation :

gﬁ-ﬁudx:—/div gﬁudx—i—/ n-@gudo, YgelC@(Q)"
/ i@t + [ -5 ©
—on
permet de définir les valeurs de u € H'(Q) sur 99, ce qui permet de définir
le sous-espace :
Hy () = {v e H(Q) | v|on = 0}.

Proposition 2.3.1. Le sous-espace H} () est fermé dans H'(S).

Démonstration. Soit (ug)gso0 € HF ()N t.q. up — w dans H(Q), i.e. :

k—+o00

u, — u et Vu, — Vu dans L*Q).
k—4o00 k—+o00
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Alors : Vg € C>*(Q)",

/ - Vupds — g - Vudz,
Q

d’une part, et

/gﬁ-ﬁukdx: —/div(gﬁ)ukdx — —/div(gﬁ)udw
Q 0 0

k—4o00

d’autre part, d’ou on déduit que :
/ ppudo =0, Y e Q)"
o0

ie.u=0sur 9Q et u € H)(Q). O
On admettra le résultat de densité :

Proposition 2.3.2. Le sous-espace H} () de H*(2) coincide avec l'adhérence
de D(Q) pour la norme || - || de H*() :

1

D) = H)() ¢ H(®)

Proposition 2.3.3. Le probléme (2.1) admet une unique solution u €
Hy(92)

Démonstration. Compte tenu de (2.2) et de la Proposition 2.3.2, on est
ramené a résoudre : trouver u € Hi(Q) t.q. :

woe H(Q), ((uv)) = /Q frda. (2.3)

On remarque que ¢ : v fQ fvudx est une forme antilinéaire continue
sur H'(Q)). D’apres le Théoréme de représentation de Riesz, il existe un
unique w € HY(Q) t.q. : L(v) = ((w,v)), Yv € HY(Q). Soit P la projection
orthogonale : H'(Q) — H} (), bien définie d’apres la Proposition 2.3.1.
Alors, (2.3) se réécerit :

Yo e HY(Q), ((u, Pv)) = ((w, Pv)).

Nécessairement : u € H} () = u = Pw. O
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On généralise le résultat de la Proposition 2.3.3 dans le cadre fonctionnel
abstrait de deux espaces de Hilbert H, V (H = L*(Q) et V = H(Q)
dans l'exemple précédent) munis de deux produits scalaires différents. On

suppose que V C H et que cette injection est continue et dense (VH =
H). Alors, I'identification de H avec son dual (antidual si on considere des
espaces de fonctions complexes) réalise une injection de cet espace dans V*,
ce qui donne le triplet :

VcH~H CV*

Dans ce cadre mes formes sesquilinéaires continues (u,v) — a(u,v) s’iden-
tifient & des opérateurs linéaires continus A, : V' — V* suivant la formule :

V(u,v) € VxV, Ai(u)(v) = a(u,v).

et par restriction de leur image a H définissent encore des opérateurs non
bornés dans H dont les domaines et actions sont définis par :

DAYy ={u eV |A,(u) € H} et Af(u) = A,(u), Vuec D(AY).
On en déduit, en particulier :

Vu e D(Af)v Vv € ‘/7 (A(Ij(u)7U)H = Aa(u)(v> = v <Aa(u)7 U)V-

Le Théoreme de Lax-Milgram

Dans le formalisme ci-dessus, le Théoreme de Lax-Milgram généralise le
Théoreme de représentation de Riesz.

Théoréme 2.3.4. Soit V' un espace de Hilbert et soit (u,v) — a(u,v)
une forme sesquilinéaire continue sur V. x V. On suppose qu’il existe une
constante o > 0 t.q.

la(u, w)| = allully,, YueV.
Alors, Uopérateur A, : V — V*, u— A,(u)() = a(u, ), réalise un isomor-
phisme de V- — V* et on a :

1

1A 2oy < 5

Démonstration. On commence par remarquer que A, est linéaire (immédiat)
injective. En effet, soit u € V t.q. A,(u) = 0. Alors :

0 =|Aq(u)(u)| = |a(u,u)| = allulli = [lul| =0
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i.e. u=0. Il reste a vérifier que A,(V) = V*. Pour cela on va montrer suc-
cessivement que A, (V) est fermé et dense dans V*. Comme V' est complet,
il en est de méme de V* et on est ramené a montrer que A, (V') est complet
dans V*. Soit (ug)g>0 € V. On suppose que la suite (V,(ug))r>o est de
Cauchy. On a : Vk,p > 0,

allue = upll? < la(un =y, up = )| = [Aa(t = 1) (= 1) <
< || Aa(ur = up) [ lue — wpllv
donc ]
lur = wpllv < —[lAa(we = up)])-
On en déduit que la suite (uy)r>o est de Cauchy dans V', donc convergente
dans V' qui est complet. Soit u € V sa limite dans V. On remarque que 4,
est continue sur V' par continuité de a. En effet : Vw,v € V,

Aa(w)(0)] = la(w, )] < lalllelw o]y
Ay (w)(v

S @)l = sup PO gy,
venvioy  lvllv

On en déduit que A, (ug) W2 A, (u) dans V*, i.e. que A,(V) est complet.
—+00
Pour montrer que A,(V') est dense dans V*, on remarque aue :
A (V) =Im(A4,) = Ker(A)): = A, (V) =V* <= Ker(4A)t =V*

— Ker(A)t =Vt «— Ker(4r) = {0}
=Ker(A¥)

Par définition de I’adjoint : Yu,v € V,
Aa(u)(v) = A5 (v)(u) = alu, v).
Soit Af(v) =0 avec v € V. Alors :
0=A;(v)(v) = a(v,v) > alv][i = vl =0

ie. : v =0, ce qui achéve de montrer que A,(V) = V*, et finalement que
A, est un isomorphisme de V' — V*. Soit f € V*. On a :

ol A (A =< alA. (F), A (F) = FIA () < If]
= allA;NDIlv < W fllvs, VfeV™

ANl

V*

Il en résulte :

_ Al 1
||Aa1HLc(V*,V) = sup M S —.
revavoy v a
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On va donner différents types d’applications de ce formalisme. Il convient
de garder a l'esprit que ces extensions peuvent étre combinées entre elles.
Pour simplifier 'exposé et parce que c’est aussi le cadre de ces applications,
on se limite a des fonctiosn a valeurs réelles.

Conditions aux limites et inégalité de Pioincaré

Le formalisme ci-dessous dit formulation variationnelle a ’avantage de
prendre en compte les conditions aux limites attachées a I’edp étudiée. En
choississant adéquatement V' et la forme linéaire ¢ dans le probleme : trouver
u solution de

ueV et ((u,v)y =4Lv), YveV

on peut traiter différentes conditions aux limites. Soit I' C €2 une partie
de mesure non nulle du bord 9€2. On pose :

Vi = {ve H(Q) | v|r = 0}. (2.4)

Proposition 2.3.5. L’espace Vi défini par (2.4) est un sous-espace fermé
de H'(Q).

Démonstration. Par définition, Vr est un sous-espace de H*(€2).
Soit (ug)r>o0 € V& t.q. uy, LT dans H'(2). Soit V@ € C*(2)". On
- —+00

/ @ Vugde = — / div(@)urdz + / n - Gugdo
Q Q o0~~~
=:ipn

= —/div(gﬁ)ukdm—l—/ op urdo, Yk >0,
Q HO\D

u eV

d’ou on déduit :

/ gonuda:/@-ﬁudaz—i—/ div(@)udx = lim (/(ﬁ-ﬁudx—i-/div(gﬁ)udx)
o0 Q Q k—=+o0 \Ja Q

= lim On Ukdo.

En particulier, si supp(@) C I" alors :

/ gonuda—/gonuda—o.
o9 r

On en déduit que u|pr =0, i.e. u € Vr. ]
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Soit f € L*(Q) et soit g € L*(9). On introduit la forme linéaire conti-

nue sur Vr :
E:vr—>/fvdx+/ gudo
Q o0

Soit A > 0. D’apres le théoreme de Lax-Milgram ( ou le Théoreme de
représentation de Riesz appliqué a V1), il existe un unique u € V¢ t.q. :

Vv e Vr, /\/ wvdx + / Vu - Vodz = ((v). (2.5)
Q Q
En prenant v = ¢ € D(Q2) C VT, et en intégrant par parties, on obtient :

AM—Au=f dans D'(Q), u=0 sur T. (2.6)

On suppose que u est assez régulier pour appliquer la formule de Green.
Apres multiplication de (2.6) par v € Vp :

/fvdx = /()\u— Au)vdr = /\/ uvdm%—/ﬁuﬁvdw—/ @vda.
Q Q /9 Q ao\r On
= £(v)

(2.5)

Par comparaison avec (2.5), on en déduit que :

%:g sur O\ T

et u est finalement solution du probleme aux limites :

ou

Au—Au=f dans D'(Q), u=0 sur T, 90 9
n

sur 00\ T;

Résolution analytique par les séries de Fourier

On considere le probleme avec conditions aux limites :

( % + %ZL =0 dans 0, L[x]0, M[=: Q,
u(z, M) =0 dans |0, L] 27)
u(z,0) = ug(x) dans |0, L]
u(0,y) =u(L,y) =0 dans ]0, M|
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Théoréme 2.3.6 (Existence et unicité). Soit ug € C(]0, L[,R). Alors, il
ezxiste une unique fonction u € C*(]0, L[x]0, M[,R) N C([0, L] x [0, M],R)
solution de (3.1).

Proposition 2.3.7. On suppose que ug € CH([0,L],R) et que ug(0) =
uo(L) = 0. Alors la solution du probléme (2.7) se développe en série de
Fourier sous la forme :

u(z,t) = Z cn(uo)smh,(%r(M —y) sin (nzx) (2.8)

0t (¢ (u))nez est la suite des coefficients de Fourier de uyg.

Démonstration. On commence par chercher u sous la forme u(z,t) = X ()Y (y)
ot X et Y sont de classe C?, en accord avec le Théréme 2.3.6. Aprés report
dans (2.7), on obtient :

)(N }/N
jgriz —"ij ::A G]R.

Si A =w?> 0 avec w > 0, alors
X(x) = ae” +be*, a,beR
avec : X(0) = X(L) = 0, ce qui entraine. que (a, b) est solution du systeme :

a+b = 0,
ae*t +be vl =0

dont I'unique solution est a = b = 0, en contradiction avec u # 0. Donc
A= —-w?<0etona:

X(x) = acos(wz) + bsin(wz)

avec : X(0) =0=a = 0. Il reste : X(L) = bsin(wL) = 0 et donc w € FZ.
On obtient donc la suite de solutions (uy,)nez définies par :

sinh(“F (M —y))

sinh(22M)

U (7,y) =

sin (ng’t) , V(z,t) € Q.

Il reste a vérifier la condition au bord en y = 0, ce qu’on cherche a priori
pour u =y . apu,. Formellement, on trouve que :

u(z,0) = Zanun(x, 0) = Z Q, sin <n_7[r/:x> = ug(x).

neZ neL
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Le probleme admet une solution ssi ug coincide avec sa série de Fourier
et si cette derniere est impaire. Comme uo(0) = 0, on prolonge u, en une
fonction impaire de classe C! sur [—L, L]. La condition ug(L) = 0 permet
de prolonger uy par périodicité a R en une fonction périodique de période
2L > 0, continue et C! par morceaux. On en déduit que la série de Fourier de
up est absolument convergente sur R vers ug et que la série des coefficients
est dans £1. 1l reste a vérifier qu’on peut dériver sous le signe somme dans
U= ZnEZ QU lorsque (ap )nez € 1. Soit T > 0. On a :

[un (2, y)| < o, V(z,t) €R X [O7T]

et la série majorante est convergente par hypothese sur uy. On en déduit
que la série de fonctions continues Y ay,u, est uniformément convergente
sur tout compact de [0, L] x RT donc de somme continue sur [0, L] x RT.
Soit § €]0, M[. On a : V(z,y) € [0, L] x [0, M — §],

inh(®%* (M — inh(25 (M — 9 n
un(ay)| < CER L)  GIMENT D) e
sinh(™7%) sinh(™7=)  nooo

ainsi que : Vk, £ > 0,

‘ ok+t nT\ ke  ax
) e

‘SC(— % Y(x,y) €0,L] x [0, M —¢]

axk—gygun(xa y) I

ol la série majorante est convergente. On en déduit que la série des dérivées
. ok+L . ,

partielles kg7 Un €St uniformément convergente sur tout compact de

[0, L] x [0, M][, donc que la somme de la série > a,u, est de classe C* sur

[0, L] x [0, M[. On conclut par unicité de la série de Fourier de uy. O

Proposition 2.3.8. Si ug € C'([0, L], R), alors (2.8) est l'unique solution
de (2.7).

Démonstration. C’est une conséquence du principe du maximum. O

Le principe du maximum

Définition 2.3.1 (Principe du maximum). On appelle principe du maxi-
mum continu le fait que si f > 0 alors le minimum de la solution u du
probleme (2.23) est atteint sur le bord du domaine de définition de w.

Proposition 2.3.9 (Le principe du maximum). Soit Q@ C R™ un ouvert
borné et soit f € C*(Q).
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a) Si Af >0 dans §2 alors :

Ve €, fr) < max f(y).

b) Si Af =0 dans Q (f est dite harmonique), alors

Vo€, min f(y) < f(z) < max f(y).

Démonstration. On remarque que 02 = Q N Q° est fermé comme intersec-
tion de fermés, et borné par hypothese sur €2, donc c¢’est un compact de R"
et f y atteint ses bornes.

a) Soit Af > 0 dans €. On suppose qu’il existe zy € €2 t.q. :

f(zo) > iréggf(y)-

Comme ﬁ est un Compact de R" (en dimension ﬁnie), on peut supposer
que
(o) = max f(x) > max £(x)
yeQ yeoN

Comme Q est ouvert, on a Vf(z9) = 0. Soit 7 > 0 t.q., si B,(x¢) est
la boule ouverte de centre xy et de rayon r > 0, on ait :B,(xg) C £,
et soit © € B,(z9) \ {zo}. On pose :

p(t) = flzo +t(x — z)), Vte0,1].

Alors f € C*(Q,R) = ¢ € C?([0,1],R) et on a

wﬂ%=ﬂ®=f@®+£(L%ﬁﬁm+ﬂ%ﬂm%@—mfﬁ§f@®

= /0 (1 —t)f" (2o +t(x — x0)) - (x — 20)*dt < 0.

Soit u = m(:ﬁ — o). On a, par bilinéarité de la différentielle :

/1(1 — )" (o + t(x — xp)) - uPdt < 0.

On en déduit, par continuité de f” :

1

lim [ (1—t)f"(zo+t(z—ax0))-u’dt = /01(1—t)dtf"(:z:0)~u2 = %f”(l‘o)ﬂz <0.

T—T0 0



52 CHAPITRE 2. EQUATION DE LAPLACE

Ceci étant vrai pour tout x € B,(z), on en déduit, par définition des
dérivées partielles d’ordre 2 :

0 f
8!Eia$j
en contradiction avec Af > 0 dans €2 et zy € €.

b) Soit Af =0 dans Q. Il suffit de montrer que f < maxyepq f dans €,
l’autre inégalité étant alors obtenue en considérant —f. Soit € > 0.
On pose :

(x0) <0, 4,5=1,---,n.

g:-(z) = f(x) +¢ljz||* Vz € Q.

Alors :
Ag. = Af +2ne =2ne >0 dans (.

On remarque que 09 étant borné, il existe M > 0 t.q. ||z]| < M,
Vx € 9. De a), on déduit que : Vx € €,

< < M
9=(x) maxg < max f +¢

On en déduit :

< M.
RIS T e

Ceci étant vrai pour tout € > 0, il en résulte que :

< .
R = st

]

Proposition 2.3.10 (Principe du maximum faible). Soit Q C RY un ou-
vert borné de RN et soit u € H*(Q) solution de :

Au>0 p.p. dans €,
ut € Hi(9).

Alors : u < 0 p.p. dans Q.

Lemme 2.3.11 (Lemme préliminaire). Soit f € H'(Q) = (H} ()’ t.q.
f >0 p.p. dans D'(Q), i.e. :

H-1 <f7 90>Hé > 07 V(,O S D<QvR+>

Alors
Vo€ HYQ), noi(f,ot)m > 0.
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Démonstration. Soit v € H} () et soit (0,)ns0 € DN t.q. v, v
- n—-+00
dans H} (). On a :

Vo™ = Vo, <[[Vo— Vs ntoo

Le. o — vt dans Hg(Q). Soit n > 0. On remarque que ¢, est a

n——+00
support compact car fermé dans le support de ¢, qui est fermé. Donc il

existe une suite régularisante (ps)s=o t.q. ps * @, € D(Q) deés que d €]0, )]

est assez petit, i.e. inférieur a la distance du support de ¢ au bord 99, et

Ps * o d o dans H}(Q). Par définition de la convolution : ps * ¢;f > 0
—

dans Q, V§ €]0, 4/ [, Vn > 0. Par hypothese sur f :

H71<f7p5*90:;>H6 > 07 Vo 6]075’;1,[

On conclut apres extraction d’une suite diagonale (pg, )n>0 t-q. ps, *@,; —  vT
- n——+oo
dans H}(Q) :
~{(fv ) gy = Hm g (f, ps, x o )my =0
a1 {f, v ) m im g-1(f, ps, *p )z > 0.
n—-+oo ~ )
>0
[

Démonstration de la Proposition 2.5.10. Soit f = —Aw. Alors f € H™(Q)
et f <0 p.p. dans Q. Par hypothese sur u* :

a-(fyut) g = /QVUVu*d:L’ = /Q IVu'|?dr > 0= Vut =0 p.p. dans Q

ie. ut =0 p.p. dans Q.
]

Remarque 9. On a utilisé le fait que Hj(€2) est un espace de Hilbert pour
le produit scalaire (u,v) — [, VuVudz.

Corollaire 2.3.12. Soit Q C RY un ouvert borné et soit g € H'(Q). Si
u € HY(Q) est solution de :

Au=0 dans €,
u—ge H&(Q)7

alors |u| < ||glle p-p- dans S2.
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Démonstration. Si g ¢ L™(Q2), il n’y a rien a montrer. On suppose que
g € L*(Q). On remarque que (u — ||g]|oo)™ € H(Q2). D’apres la Proposi-
tion 2.3.10 appliquée a u — [|g||c avec f =0, 0on a: u < ||g||o p-p. dans €.
De méme, (u+||glloo)” € Ha(S2). D’aprés la Proposition 2.3.10 appliquée &
u+[|g]leo avec f =0, 0n a: u > —|g|le p.p- dans Q. O

Proposition 2.3.13. Soit Q C RY un ouvert borné de RN et soit f,c €
L>(€2). On suppose que ¢ > n > 0 p.p. dans Q pour une constante n > 0.
Soit u € H}(Q) solution de :

—Au+cu=f dans D'(Q)
Alors

I7lle.

[ufloo <
1

Démonstration. Soit k € RT. On remarque que (u — k)™ € H(Q. On en
déduit :

/QVUV(U — k)tdx + /Q cu(u — k)*tdzx = /Qf(u —k)"dx.
avec

/VuVu k:+dx—/Vu k)V (u— k:+d3:—/Vu kY'Y (u—k)tdr =

/ V(u— k)*dz > 0,
/ch(u — k)tdr = /Qc(u —k)(u—k)"dr + /{:/Qc(u — k)tdr =
/d( )um+szm—kﬁm

>n/y 2dm+k/ c(u— K)*da.
Q
On en déduit :

OS/Q|V(u—k:)+|2dx+n/ﬂ|(u—k)+|2dx§/ﬂ(f—ck)(u—k)erx.

On pose :
7]l
n

L —
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Alors :

ck>||flle=f—ck<0 p.p. dansQé/(f—ck)(u—k)J“da:gO
0

Il en résulte :
0 [ =8 Pds <0
Q

ie. : (u— k)" = 0 p.p. Le méme raisonnement ave (u + k)~ cpnduit a
u > —% p-p. dans €. m

2.4 Calcul approché par les différences
finies en dimension 1

Soit f € C([0,1]). On cherche w : [0, 1] — R solution de :
—u"(z) = f(z), x€]0,1], u(0)=wu(l)=0. (2.9)

Cette équation modélise par exemple la diffusion de la chaleur dans un
barreau conducteur chauffé (terme source f) dont les deux extrémités snt
plongées dans de la glace. On se donne une subdivision de [0, 1] :

1'0:O<ZL'1<"'<I‘N<$N+1:1

supposée réguliere de pas h = > (0 pour simplifier, et on veut calculer

N +1
des approximations u; ~ u(z;), i = 0,--- , N + 1, en chaque point z; de la
subdivision. Pour cela, on considere le probleme : trouver u™ € RN, de
composantes uq, - -, uy, solution du systeme :

1
F(_ul—l—i_Quz_uz_A'_l) :fi7 7::17-.. 7N7
(2.10)

up = un+1 =0
ou f; = f(z;),1=1,---, N, sont donnés au second membre.
Définition 2.4.1 (Erreur de consistance). On pose :

o = L i)+ 2u(@) ~ uleien)) - ). =L N

On appelle erreur de consistance du schéma (2.10) la quantité

le™ oo = max [i™], N > 0.

Le schéma (2.10) est dit consistant si limy_, ;o ||e™)]|oe = 0.
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Par application de la formule de Taylor, on trouve :

1
c O(h) O(N+1) Moo
i.e. le schéma (2.10) est consistant.

Remarque 10. Siu € C4(]0, 1[) alors il existe une constante C' > 0 indépendante
de u t.q. :
1™ loe < Cllut]|R2.

Définition 2.4.2. Le schéma (2.10) est dit convergent si

lim max |uz(~N) —u(x;)| = 0.
N-fo0 1<i<N

Proposition 2.4.1. Le schéma (2.10) est convergent.
Démonstration. Soit (u™)1<icy € RY et soit z¥V) € RN solution du
schéma :
1 N
ﬁ(_zi—1+2zi_2i+l)_lui ) Z_L"' 7N7
(2.11)

20 =2n41 =10
qui se réécrit sous forme matricielle :

1
ﬁANzUV) = V) (2.12)

ol Ay € RV*N gt la matrice carrée d’ordre N de coefficients :

2 sio1=7,
al) =4 —1 s |i—j|=1, (2.13)
0 si |i—j|>1.

On remarque que Ay est symétrique réelle, donc diagonalisable dans une
bon, de valeurs propres dans R. Soit z € RY un vecteur propre de Ay
de valeur propre A € R. L’équation Ayx = Az s’écrit composante par
composante :

—xi,1+(2—)\)xi—xi+1 :O, 1= 1, ,N (214)

o =TNy1 = 0. (215)
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L’équation caractéristique associée s’écrit :
PP AN=2)r+1=0. (2.16)

On vérifie que (2.14)—(2.15) admet des solutions non nulles ssi le discrimi-
nant de (2.16) est < 0, i.e. ssi [A—2| < 2. On pose : A = 2+2cosb, 0 €]0, 7.
Alors (2.16) admet les racines

On en déduit
x = acos(kf) + bsin(kf), 0<k<N+1
avec g = a = 0. On en déduit :

Ty =bsin((N+1)0) =0 <= 6 ¢ N.

7r
N+1
Plus précisément :

pm

0<9<7r=>9:(N+1)

:epa I1<p<N

On en déduit que Ay admet N valeurs propres distinctes > 0 :

2
N ™
4>/\g):4<COS(N—+1)) > - >/\(N—4<COS<N
N Nm 2
>~->/\SV)—4<COS(N—+1>> =4 | sin

En particulier Ay est inversible et donc

1)> >

(2.17)

+
N = n2AG Y = 12 2 < B2 ARl 1672

=p(A")

ot |A3']2 = p(AN') par symétrie de A'. Les valeurs propres de Ay sont :

0c it (AyH) ! ! !
A A YUY 4(sin(5i))? Alsin(wh))?

et donc :

I 2
M, < ([ — ™, 21
150 < (g ) Il (215)
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Soit XN e RN le vecteur de composantes XZ»(N) =z, 1<i<N.Si
2V = wu(wy) —w, 1 <0 < N, alors 2™ = (X)) — ) ef ) = @)
avec

1eEM |y < VN|eM||oo < CVNR < CVR

donc

i 2
XY M < XA M, < -
Ju(X ) = < (X )~ 0l < OVE ( Gt

<CVh< — 0

N—+00

20

Autres conditions aux limites
Conditions de Dirichlet non homogenes

On considere les conditions sur le bord non homogenes :

Le schéma (2.10) reste inchangé a 'exception du second membre qui de-
vient :
flx1))+a st i=1,
fi=q flan)+b si i=N,
f(x;) si 1<i<N,

Conditions de Neumann et de Fourier
On considere les conditions sur le bord :
(i) de type Neumann en z =0 : v/(0) = a,
(ii) de type Fourier en x =1 : «/(1) + au(l) = b avec a > 0.

Les premiers termes des développements en série de Taylor de w'(0) et /(1)
suggerent de choisir :

uN+bh

Ug = U1 — ah, UN+1 = m
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Alors le schéma (2.10) devient : trouver ug, uy, - -+ ,uy, Un+1 t.q.
(1
E(Uo —uy) = —a,
1 .
ﬁ(—ui—1+2ui—ui+1) =fi, =1, N, (2.19)
1
\ E(_UN + (1 + Oéh)UN_H) = b.

Schéma numérique bien posé

Définition 2.4.3. Le schéma numérique (2.10) est dit bien posé s’il admet
une unique solution.

Le schéma (2.10) se réécrit sous forme matricielle : trouver Uy € RY
solution de :

AnUy = f (2.20)

ot Ay € RV*N est la matrice carrée introduite dans (2.12) et définie par
(2.13).

Proposition 2.4.2. La matrice (2.13) du systeme (2.20) est définie posi-
tive.

Démonstration. Soit z € RY. On a :

N N-1 N-1
Ax - x = Qfo = QZ%%H = Z(Iz —zip)? +al+ak >0
i=1 i=1 i=1

Si Ax - x =0, alors

rn=a2y=0 et z;=2,41, 1=1---N=2=0.

Corollaire 2.4.3. La matrice (2.13) du systéme (2.20) est inversible.
Démonstration. C’est une conséquence directe de la Proposition 2.4.2. [

On en déduit que le schéma numérique (2.10) est bien posé.
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Exemple 1. Le probleme (2.19) se réécrit sous forme matricielle : trouver
U, € RV*2. solution de

1
ﬁAhUh = Jn

ou A, = (GE?))OSLJ‘SNH est la matrice carrée d’ordre N + 2 définie par :

(1 si 1=75=0,
-1 si (4,7) € {(1,0),(N+1,N)}
(h) 2 si 1<i=j53<N
Y% =Y -1 si li—jl=1,1<ij<N
l+ah si i=j=N+1,
L 0 sioli—j] > 1,

et ol le second membre f, = (£ )ocicns1 € RV*2 est défini par :

( —% si =0,
fz.(h): flz;) si 1<i<N,
b
7 si t=N+1
Soit z € R¥*2. On a :
N
Ahflf - r = Z(ZB, — ZEi_A,_l)Q + C\Jhl'?v_i_l Z 0
i=0
car ah > 0. Si Az -2 =0, alors :

ie. x =0 et A, est définie positive, donc inversible.

Exemple 2. On considere le probleme aux limites avec conditions de Neu-
mann :

—u"=f dans ]0,1[, /(0)=4/(1)=0. (2.21)

Les approximations
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conduisent au schéma numérique :

1 .
ﬁ<_ul—l+2ul_ul+l) :fi7 Z:17... ’N7

(2.22)
Up = Uy,

UN+1 = UN-

Sous forme matricielle, le schéma (2.22) se réécrit : trouver U, € RNT2
solution de

1
ﬁAhUh = /fn

ou Ay = (CL,E;Z))OSZ'J‘S]\HJ est la matrice carrée d’ordre N + 2 définie par :

1 si i=j=0,
2 si 1<i=j<N,
=3 -1 si li—jl=1,
1 si i=j=N+1,
0 si [i—j|>1

et ot le second membre f;, = (£ )ocicni1 € R¥T2 est le vecteur de com-
posantes :

0 si i=0,
M =1 fx) si 1<i<N,
0 si i=N+1.
Soit x € RVY*2, On a :
N
Apt - = Z(% —2i41)? >0
i=0
et
Az - z2=0=>29g=" = Tni1.
On vérifie directement que
1
Ap | ¢ | =0
1

i.e. Ay est semi-définitive positive et non inversible. De fait, le probleme
(2.21) admet les constantes pour solutions.
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Définition 2.4.4 (Matrice monotone). Une matrice réelle est dite mono-
tone si elle est inversible, d’inverse a coefficients > 0.

Proposition 2.4.4 (Caractérisation des matrices monotones). Une matrice
réelle A € RVN*N est monotone ssi : Vv € RY,

Av> 0= v > 0.
(Les inégalités s’entendent composante par composante)

Démonstration. Soit A € RV*, = Soit A € RV*N monotone et soit v €
RY. On suppose que Av > 0. Alors :

v; = Ayl (Av), >0, Vi€ [[1,N]].
N~
>0 >0

< Inversement, on suppose que : Yo € R,
Av> 0= v > 0.
Soit v € RN t.q. Av = 0. Alors :
Av=0=0v>0 et —Av=0=-0v>0

donc v = 0, i.e. A est inversible. Soit ¢ € [[1, N]]. On note e; le ieme vecteur
de la base canonique de RY. Par hypothese sur A :

e, = A(A_lei) >0= A_le,; > 0.
On en déduit : (A 'e;); = Ai_jl >0, V7 € [[1, N]]. Ceci étant vrai pour tout
i € [[1, N]], il en résulte : A=' > 0, i.e. A est monotone. O
Principe du maximum discret
On considere le probleme : trouver u solution de (2.23)

—u"(z) + c(z)u(x) = f(x) si 0<z <1,
u(0) =0, (2.23)
u(l) =0,
ou ¢ € C([0,1],R*) et f € C([0,1],R). L’analogue du probleme discrétisé
(2.10) s’écrit :

1
ﬁ(_ui—l_’_Qui_ui—H)"‘Ciui:fz'a i=1,---,N,
(2.24)

uy = un41 =0
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ouc; =c(x;), fi = f(x;),i=1,--- , N, sont donnés. Sous forme matricielle,
le probleme (2.24) se réécrit :

1
ﬁAhUh = /n

olt Ay, = (agl))lgmg;v € RV*N egt la matrice carrée d’ordre N définie par :

2+ ch? si i=j,
al) ={ -1 si|i—j| =1, (2.25)
0 si i —j| > 1,
Proposition 2.4.5. Soit c = (¢, ,en)t € RN t.q. ¢; >0, Vi € [[1, N]].
Alors la matrice Ay, définie par (2.25) est symétrique, définie positive et
donc inversible.

Démonstration. La matrice Ay est symétrique par définition. Soit x € RV,
On a :

N-1 N
Apr o = T; — xig1)? + 22 + 23 + P cr? >0
h ;( +1) 1 N ; ZCEO
On suppose que Apz - x = 0. Alors :
rn=a2y=0 et z,=2, 1=1,--- N=>zx;=---=25y=0.

Remarque 11. Si la solution u de (2.23) vérifie le principe du maximum, on
souhaite qu’il en soit de méme pour la solution approchée.

Lemme 2.4.6. Soitc = (c1, -+ ,en)t € RY t.q. ¢; >0, Vi € [[1, N]]. Alors
la matrice Ay, définie par (2.25) est monotone.

Démonstration. On commence par remarquer que la matrice Aj, est inver-
sible d’apres la Proposition 2.4.5. Soit v € RY t.q. A,v > 0. Soit iy € [[1, N]]
t.q. v, = minj<;<n vj. Si g = 1, alors :

(2 + h2Cl)U1 > vy 2>V = (1 + hzcl)vl > 0= v >0.
———
>0
Siig = N, alors :

(2 + h%cx)un > un_1 > vy = (14 hPey)oy > 0 = vy > 0.
————

>0
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On suppose que 1 < iy < N. On a :
(2 + hQCiO)UiO > Vig—1 T Vig+1 > 2/Uio = hQCz’oUio > 0.
Si ¢, > 0, alors v;, > 0. Sinon, si v;, = min;<;<y v; = ¢;, = 0, alors

Viy — Vjp—1 > Vig+1 — Vi > 0= Vig = Vjp—1 = MIN V;.
J

Par récurrence sur j € [[1,4]], on en déduit :

Viy = Vjp—1 = *++ =01 = minv; > 0.
J

]

Définition 2.4.5 (Ordre du schéma). On dit que le schéma (2.24), resp.
(2.10), est d’ordre p s’il existe C' > 0 t.q.

e o < CH?

o eV = (5§N))19~SN est lerreur de consistance du schéma (2.24) resp.

(2.10), définie par : Vi € [[1, N]],

1
i = (i + 2u(@) = w(win) + clwiu(@) = fz). (2.26)
resp. par la Définition 1.3.2.

Proposition 2.4.7. Si la solution u de (2.23), resp. de (2.9), est de classe

C4, alors :
2

h
Ha HOO < — sup ]u | (2.27)
12 p<z<1

Démonstration. D’apres la formule de Taylor avec reste intégral : Va €

[0,1],

Tz 4+h—t)
s —

D (t)dt

uw(x+h)+u(x—h)—2u(z) = hu'(x)—I—h%”(m)—i—/

T

z—h 1 4\3
+ / Wu(‘l) (t)dt

7 (—u(@ = h) + 2u(z) —u(z — h)) + c(z)u(r) - f(z)

z+h _ 4\3 z—h B $+)3
/ WU(‘U (t)dt + / WU@)(t)dt'

2 (h* h?
< i (51 ) = 51l

1
e



2.4. CALCUL APPROCHE PAR LES DIFFERENCES FINIES EN
DIMENSION 1 65

Définition 2.4.6 (Stabilité). Le schéma (2.24), resp. (2.10), est stable si,
pour tout p € RV, la solution z® du schéma :

1
ﬁAth = (2.28)

ot A, € R¥*N est la matrice carrée définie par (2.25), resp. par (2.13),
vérifie :
12" lloe < Cllgloc,

pour une constante C' > 0 indépendante de h > 0.
Proposition 2.4.8. Le schéma (2.24), resp. (2.10), est stable.

Démonstration. La stabilité du schéma (2.10) résulte de (2.18) et de I’équivalence
des normes sur RY. On note Ay, la matrice définie par (2.13). Alors A;, =
Agn + h2C), on C), est la matrice diagonale définie par :

(Ch>ii:Cia Z:177N

Ay — A1 = A ARAL — Agt Aon Ay = Agy (A — Aon) A

—h2C,>0
Soit v > 0. Alors :
Ap—Aop > 0= (A — Agp)v >0
D’apres le Lemme 2.4.6, les matrices A;, et Ag, sont monotones, donc
(A — Agp)v > 0= AN A, — Agp)v = v — A, Agpo > 0.
Ceci est également vrai pour Aghlv > 0, donc Aghlv > A, 'v. Finalement :
Ayl > At >o.

On remarque que si B est une matrice positive, soit B > 0, alors
| Blloc = miaxz |Bij| = miaxz B;;.
J J
On en déduit :

145l = max D> (A < miaXZ(A(?hl)ij = [|Ag, lloo-
i j
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I reste donc & estimer || Ay, ||oo. On a aussi :
1 Aon o = [ Agpelloc 0t e=(1,---,1)" €RY

Soit d;, = hQAahle € RY. De facon équivalente, dj, est solution du systeme
h=2Aondy, = e résultant de la discrétisation de

—u”"=1 dans ]0,1, u(0)=wu(l)=0
dont la solution exacte est

up(r) = %x(l —z), Vrelo,1].

Soit ™ € RN le vecteur de composantes x,--- , Ty, et soit uo(x(h)) le
vecteur de composnates ug(x1), -+, ug(zy). Comme ug est polynomiale de

degré 2, on a :
1
ﬁAOhuO(m(h)) = €.

Il en résulte :

P2 Aghello = lluofa®)]e < sup o] = 5
[0,1]
Le. : ]
14 oo < 14g lloe = 1Agrelloe < 75
Soit 1 € R et soit 2" € RY solution de (2.28). On a :

- _ 1
12Wloe = R2[IAL plloo < P2IAT looh?llalle < 2 llelloc (2.29)
i.e. le schéma (2.24) est stable. O

Définition 2.4.7 (Erreur de discrétisation). On appelle erreur de discrétisation
au point x; la quantité :

egh) =u(x;) —u;, i=1,--+-,N.

Théoréme 2.4.9. Soit u la solution du probléme (2.23). On suppose que
u € C([0,1]). Alors, lerreur de discrétisation e du schéma (2.24) vérifie :

h2
le®loe < o llu®@ o
96
Le schéma (2.24) est donc convergent d’ordre 2.

Démonstration. Le choix z(") = e dans (2.28) conduit & p = ¢™) défini
par (2.26). De (2.29) et (2.27) on déduit :
1

h2
el < =fe™Mlee < o= sup [u ()]
(2.29) 8 @227) 96 20,1
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2.5 Diffusion bidimensionnelle

On considere le probleme de diffusion dans un ouvert @ C R? de R? :

{—Au = f dans €, (2.30)

U = 0 sur Of.

Le probléme est bien posé au sens ou si f € C'(Q), alors il existe une
unique solution u € C(Q)NC3(Q) de (2.30). Si f € L3(R) et si 2 est convexe
(ou & bord régulier), alors il existe une unique solution faible u € H*(2) de
(2.30) ; i.e. vérifiant :

u € Hi(Q),

/VUVU:/fvdx, Vv € Hy ().
Q Q

On peut montrer que si u € C3(Q), alors u est solution de (2.30) ssi u
est solution faible de (2.30). Pour discréttiser le probleme on se donne un
nombre fini de points alignés dans les directions des axes Ox et Oy comme
représentés dans la Figure 2.1 (on choisit un maillage régulier de pas Az et
Ay dans les directions de 0z et Oy resp.) Certains points sont a l'intérieur
de €2, d’autres sur le bord. Cimme dans le cas de la dimension 1, les in-
connues discretes u;; sont associées aux points P(z;,y;) du maillage de
sorte que u;; ~ u(P(z;,y;)). On note {P;, ¢ € I} 'ensemble des points de
discrétisation. Dans le cas de points vraiment intérieurs, tels que le point
Py sur la Figure 2.1, i.e. pour lesquels les points voisins dans le schéma sont
aussi intérieurs, on a :

—Au(Py) = () + (Ay)?

+0((Az)* 4 (Ay)?)

Pour des points proches du bord, i.e. pour lesquels 'un des points voi-
sins est hors de €2, on doit prendre en compte les conditions sur le bord, ce
qui dégrade I'approximation qui devient de 'ordre de O((Ax) + (Ay)). Le
schéma numérique peut se réécrire sous forme matricielle Axz AyUnzny =
Fazay ol la matrice Aaz a, est tridiagonake par bandes et dont la lar-
geur de bande dépend du systeme de numérotation des noeuds choisi. On
peut montrer qu ela matrice Aa, A, est inversible et monotone, et que le
schéma est stable. De la stabilité et de la consistance, on déduit comme en
dimension 1 la convergence du schéma.
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FIGURE 2.1 — Différences finies : discrétisation bidimensionnelle

Pour simplifier la suite de I’exposé, on suppose que Q =0, a[x]0,b] est
un rectangle. Soit M > 0 et soit N > 0. On définit les pas du maillage :

a b
hy i = ——, h,:
N+1 YUM+1

et on considere les subdivisions
xzzlhma y]:]hjw 12077N+17 jZO,,M—I—l

de [0, a] et [0,D] resp.
L’analogue des problemes discrétisés (2.10) et (2.24) s’écrit :

1 1
(o + 2uiy —uiyg) A+ 5 (Fueo 20 — i) = i,

B2 2
i:]-?"'aNJ ]:177M

(2.31)
uo; = unt1,5 =0, J=0,- M+1,
U0 = Ui N1 = 0, i=0,---,N+1
ou fi; = f(xi,y;), it =1,--- N, j =1,--- .M, sont donnés. Sous forme

matricielle, le probleme (2.24) se réécrit :

AhUh = fh
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RNMXNM

ou A4y, = (AZ(»;L)>1SZ'J§ M E est la matrice carrée d’ordre N M formée

de M? blocs de taille N x N :
By si i—j,

A =80 s il =1,
0, si ‘i—j’>1,

. h : , o
olt By, = (bgj))lgi’jSN € RV*N | est la matrice carrée d’ordre N définie par
ses coeflicients :

2 2
e + e s1 1=},
ey
=3 1 i gl = (2.32)
s lidl= 1,
0 st |i—j]>1,
Cy = (CZ(-?))lgz"jSN € RV*N " est la matrice carrée d’ordre N définie par ses
coefficients : )
h —— sl 1= j7
il = h2 (2.33)
0 si 1#£]

05, € RV*N  est la matrice carrée nulle d’ordre N.

Proposition 2.5.1. Si la solution u de (2.30) est de classe C*, alors :
Uerreur de consistance e NM) vérifie :

1e™ Mo < C(Z + B[4 | oo (2.34)
ot la constante C' > 0 est indépendante de u et des pas hy, hy.

Proposition 2.5.2. Le schéma (2.51) est stable.

Théoréeme 2.5.3. Soit u la solution du probleme (2.30). On suppose que
u € C*(Om). Alors, Uerreur de discrétisation e du schéma (2.51) vérifie :

e ow < COR2 + B

Le schéma (2.31) est donc convergent d’ordre 2.






