Chapitre 4

Equation des Ondes

4.1 Introduction et généralités

Une onde nait quand une perturbation locale d’une grandeur physique

U mesurée par la dérivée temporelle %—‘f induit la variation spatiale d’une
autre grandeur physique ®, soit :

ov 99

o~ “ox
et inversement :

0% _ o

ot ox

pour des constantes a,b > 0. On en déduit que W et ® sont solutions de la
méme équation :
0*v 0*v 0?P 0?P

et — =av-—
ot? 0z?

o~ on?

Ondes acoustiques

Dans un 2 C R? un ouvert rempli de fluide, la propagation d’ondes
acoustiques dépend de la densité p(x) du fluide au point x € Q, de la
vitesse de propagation locale ¢(z) des ondes. La pression p(z,t) et la vitesse
du fluide sont liées par les équations :

o = 1 op ..
P(x)a = Vp, ma = div(?)

d’ou on déduit que p est solution de :

1 2 v
iy T 0 I S
p(x)c?(x) Ot? p(x)
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En milieu homogene, cette équation devient :

92
8—;;—02Ap:0, Q, t>0.

4.2 Propriétés de I’équation des ondes 1D

Le probleme modele

Soit le probléme : trouver u : RY x Rt — R solution de (4.1)

( J%u
P~ div(pVu) = f, RN x RT,
u(z,0) = up(z), RV (4.1)
0

| 5 @0 = uw(), R

Les coefficients p(z) et pu(x) qui caractérisent le milieu de propagation sont
supposés mesurables et vérifier :

0<p_<p(x)<py<+oo pp. dans RY

0<p_ <p(x)<py<+oo pp.dans RY

Les données sont donc, outre p et p, les donées initiales ug(x), ui(x) et le
second membre f(x,t).

La formule de d’Alembert

On suppose que N = 1 et que 'onde se propage avec la vitesse constante
¢ > 0. L’équation (4.1) devient :
( 0*u  ,0%u

EE =

u(z,0) = ug(x), (4.2)

0
| 5 (@.0) = ().

Théoréme 4.2.1. La solution du probléme (4.2) est donnée par la formule
de d’Alembert :

1 1 x+ct 1 t
u(m,t):—(uo(x+ct)—|—u0(x—ct))+—/ uy(s)ds+— // [y, s)dsdy
2 2¢ Jomct 2¢ Joly—si<e(t-s)

(4.3)
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Démonstration. On remarque que l'opérateur des ondes se décompose sous

la forme :
ot? (9:102 —\ ot 8:1: ot ox
Alors :
( Ov ov
E - C% f

Pu 0%
o C@— — +tc— =,

u(#,0) = uo(x), vo(x) = ui(x) + cuy()

\

Par la méthode des caractéristiques, on trouve successivement :

v(z,t) = vo(x + ct) + /0 flx+c(t —s),s)ds

u(z,t) = ug(z — ct) + /0 v(z —c(t —s),s)ds

avec : Vs € [0, 1],

v(x —c(t —s),8) =vo(x — c(t — 2s)) + /S flx —c(t—2s+7),7)dr.
0
Il en résulte :

u(z,t) = uo(x—ct)—i—/ot vo(m—c(t—Qs))ds—l—/ot /Osf(x—c(t—Qs—l—T),T)des.

Par définition de vy :

/Ot volx — c(t — 2s))ds = /mtv ¥ —

y=z—c(t—=25) Jo_qt 2¢c

1

x+ct 1
= 5/ ul(y)dy+§(u0(x—|—ct) + up(z — ct)).
r—ct

De plus :

//f:c—ct—Qs—i-T Ydrds = — // f(y, 7)dydr
ly—z|<t—T

0<r<t
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Remarque 14. Si f = 0 alors la solution se décompose sous la forme :

1 x+ct 1 1 x—ct
u(z,t) = éuo(a: + ct) + 2_0/ uy(s)ds + §uo(x —ct) — —/ uy(s)ds
0 0

2c
' - N NV -
=t (z+ct) =~ (z—ct)
ol ut, resp. u~, correspond & une onde se propageant dans la direction des
) )

x > 0, resp. des x < 0.

Cone de dépendance et propagation a vitesse finie

T—ct z T+t z
FI1GURE 4.1 — Cone de dépendance.

La formule de d’Alembert (4.3) montre que la solution u(z,t) au point
M (z,t) est entierement déterminée par les valeurs des données initiales
ug, uy et du second membre f aux points du cone de dépendance D(M)
(figure 4.1). Autrement dit, les ondes se propagent a vitesse finie. En effet,
si ug, uy et f sont & support compact dans K = [a,b], alors, a I'instant
t >0, u(-,t) est a support dans K; := [a — ct, b+ ct].

Régularité de la solution de (4.2)

Si f =0, la formule de d’Alembert (4.3) montre que si ug € C**1(R) et
si u; € CF(R), alors u € C*1(R x R™), i.e. 'équation des ondes conserve
la régularité.

Dans le cas général ou f # 0, alors, contrairement au cas du Laplacien,
on ne gagne pas deux crans de régularité lorsqu’on passe de f a u. On na
voir qu’on ne gagne qu'un cran de régularité.
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a—ct a b b+ct T

FIGURE 4.2 — Cone de de dépendance.

Pour cela, on suppose que uy = u; = 0 par linéarité de ’équation des
ondes, puisque 'influence des données initiales a été étudiée. Alors, on vérifie
directement que la transformée de Fourier de u définie par :

“+o00
a(g,t):/ u(z, t)e **dr, VEER, Vt>0.
0

est solution de :
0%1 .

o+ =1,

d’ou on déduit que
(€, t) = a(t) cos(c&t) + b(t) sin(c€t)
avec, d’apres la méthode de variation des constantes :
a'(t) cos(c€t) + b'(t) sin(cét) = 0.
Il en résulte :

ou

a5 = —c€asin(c€t) + c€bcos(ct)
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% = —cta’sin(c€t) 4 &b’ cos(cét) — (c€)?(acos(cét) + bsin(cét)l
—a(¢ )
82
= Tl + (€)%t = f = —cta sin(cEt) + &b cos(cEt).
On en déduit que a’ et b sont solutions du systeme :
a’ cos(c€t) + ' sin(c€t) =0,
{ —a'sin(cét) + ' cos(clt) = =
lLe.: ) )
al(t) = —% sin(cét), b(t) = #g’t) cos(ct)
Finalement :
(&, t) = agcos(ckt) + by sin(cét)+
/ I c§ — cos(&t) sin(€s) + sin(c€t) cos(c€s)) ds =
- / M]‘(&, s)ds, VEER, Vt>0.
0 c§

On en déduit :

—

c%(&ﬂ =icu(é,t) = i/ot sin(c&(t — s))f(ﬁ,s)ds, VéEEeR, Vt>0.

%(5’@ = /Ot cos(cE(t — s))f(€,8)ds, VEER, Vt>O0.

d’ou, par Cauchy-Schwartz :

2 t
o
<1 / 1F(€,5)1%ds

2 t
.-
<t / 1F(€,5)[Pds

ce qui donne, par 1’égalité de Plancherel :

2 t
D <t / / 1/ (. 5)|Pdeds
L2(R) 0o JR

du
C% (57 t)




4.2. PROPRIETES DE L’EQUATION DES ONDES 1D

‘ _t/ot/RHf(x,s)Hdeds

fe (RS L2(R) > u e [¥®" H'(R) o o

ou, |I?
— ()
LN 1239

ce qui montre que

Développement en série de Fourier

Soit a résoudre :
( 0%u  O%u
== 1, ¢
2 92 0, 0<x<l, >0,
u(0,t) =u(l,t) =0, t>0,

ou

\

On cherche une solution u sous la forme :
uw(z,t) = X(x)T(t), x€]0,1[, ¢t>0
Apres report dans (4.4), on obtient :

X// T//
~=7T =\ €eR,

avec la condition sur le bord :

w(0,8) =u(1,t) =0 = X(0) = X(1) = 0.

Si A =w? >0, alors :

X(z) = ae®® + be™* E) 0

ce qui contredit v # 0. Donc nécessairement : A = w? < 0 et

X(z) = acos(wz) + bsin(wz)

avec
X0)=X(1)=0=a=0 et wenN.
On en déduit :

ZT SlIl Zunxt

n>1 —:Xn(m) n>1

u(z,0) = ug(x), E(w,O) =u(z), O0<z<l.

99

€ L(R", L*(R))

(4.4)

(4.5)

(4.6)
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On suppose que
ug € Hy(0,1) et wuy € L*0,1) (4.7)

sont développables en séries de Fourier sous la forme :

up(z) = Z W sin(nmr), w(v) = Z b} sin(nmx),

n>0 n>0

avec, compte tenu de (4.7) :

Z(nw)2|b2|2 < 400 et Z by |* < +00

n>0 n>0

Alors les fonctions T, n > 0, dans (4.6) sont, au moins formellement,

solutions de
T! + (nm)*T,, =0, t>0,

(4.8)
T,(0) =0, T'(0)=0b, n>0.
On vérifie immédiatement que (4.8) admet pour unique solution :
1
T, (t) = t° cos(nmt) + —“sin(nxt), t>0, n>1. (4.9)

nm

Proposition 4.2.2. Soit ug € H}(0,1) et soit uy € L*(0,1). On suppose
que ug et uy sont développables en séries de Fourier sous la forme :

up(z) = Z W sin(nmr), ui(x) = Z bl sin(nmx),

n>0 n>0

Alors, pour tout T > 0, la série (4.6), (4.9) converge uniformément dans
C°([0,T]) vers u € C°([0,T], H3(0,1)) N C*([0,T], L*(0,1)) solution de :

u € C°([0,T], Hi(0,1)),

ou 0 2
5 €€ ([0, 7], L*(0,1)),

1 1
i/ au(t)vdx +/ au(t)ii’dx =0, Yve H(0,1), dans D'(0,T)
0 0

dt ot ox
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Démonstration. Soit T > 0. On a : Vn > 1, Vx €]0, 1, Vt € [0,T],

(o8 < [0 < 88 + 2]

d’ou:Vn > 1, Vt >0,

[ oras = S inr <23 (1 + L) < o

n>1 n>1

La série majorante étant convergente, on en déduit que ¢ — u(t) est somme
d’une série de fonctions continues uniformément convergente sur [0, 7], donc
que u € C°([0,T],L*(0,1)). De méme :

ou,,
ox

donc : Vn > 1, Vt > 0,

/ |
0
ol la série majorante est convergente. On en déduit que la série des dérivées

> % est uniformément convergente sur [0, 7] et que u € C°([0,T], H3(0, 1))
avec

(x,t) = nnT,(t) cos(nmz), Vre[0,1], Vtel[0,T], Vn>1

ou,,
8x

n>1

(t)

dx—Z|T |2<QZ (nm)?[B2) + [by|?) < +o0

n>1 n>1

— = ZmrT (t)cos(nmzx), Vtel[0,T], p.p.enx €0, 1]

D’autre part : Vn > 1, Va €]0, 1, Vt € [0,T],

o, ., _
e =T (t)sin(nnx)

avec

T, (0] < 2((nm)*[bn]* + (b, [*)

2
il 4 =D ITOR <23 (PP + (b f) < oo

n>1 n>1

La série majorante étant convergente, on en déduit que la série des dérivées

%” est uniformément convergente sur [0, 7] de somme :
0 8 "
0_?; = U ZT’ sin(nrx) Vt €[0,T], p.p.enzx €]0,1]

n>1
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0
et donc 8_? € C°([0,T], L*(0,1)).
Soit ¢ € D(0, 1) et soit N > 1. Par construction :

Z/ 82;:2 oda +Z/ un(t) ’dx:(), Vit > 0.

Soit ¢ € D(O, T). 1l en résulte :

a“” Oun(t) o dadt = 0.

avec, par convergence uniforme de la série Z uy, vers u dans C°([0, T, Hy () :

NEIEOOZ / / 9un() gzt = /0 T¢(t) /O agi) dudt,

et par convergence uniforme de la série )~ 24 vers 2¢ dans C°([0, T, L*(2)) :

NIEEOOZ / / 9n(®) it — /0 T¢’(t) /0 1 ag§t>goda:dt,

1.e.:

_/T¢(t) ag() ddt+/T¢(t) ag()’ddt_o

i.e. encore, par densité de D(0,1) dans H(0,1) : Vo € H{(0,1), Vo €
D(0,T),

_/T¢(t) ag() vdx dt+/T¢(t) 8;56) Vdwdt = 0.

Finalement :

d (' Ou(t) L ou(t)
E/O Wvdx + /0 W@/dﬂ? = 0, Yv € H&(O, 1), dans D,(O, T)

]
Proposition 4.2.3. Soit ug € H}(0,1) t.q. uy € H'(0,1) et soit u; €
H(0,1). On suppose que ug et uy sont développables en séries de Fourier
sous la forme :

x) = Z W sin(nrx), uy(v) = Z b} sin(nmx),

n>0 n>0
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Alors, pour tout T' > 0, la série (4.6), (4.9) converge uniformément dans
C°([0,T]) vers u € C°([0,T1], Hj(0,1)) N C%([0, T], L*(0,1)) solution de :

u € CO([0, T, Hi(0,1)),

Z_? e ([0, 7], H'(0, 1)),
% e C°([0, 7], L*(0,1)),

% _ % =0 dans L*((0,1) x (0,T))
o=t %0

Démonstration. Par régularité de ug et uy :

S ((nm)* )2 + (n)2 8L ) < +oc.

n>1
A . s s ;. 2
Par le méme raisonnement que précédemment, on montre que la série » 88%
. , 2
converge uniformément dans C°([0, 7], L2(0,1)) vers Z%. O

Proposition 4.2.4. Sous les hypothéses de la Proposition 4.2.2, l’énergie
se conserve au sens suivant :

1| 9u(t) 2+1/1 Ju(t)
2| ot 2 )y | Ox

Démonstration. Soit t > et soit n > 1. par définition de T, :

2 1 1 1 1
dx:—/ yug|2dx+-/ i [dz, W€ [0,T)
2.Jo 2 Jo

0= / (TH($)TL(s) + (nm)To(s) T4 (5)) ds =

=5 | G (@) + (T ) ds

= SUTLOP + (T, (0F) — S8 + (I,

On en déduit :

1 : 1
0= 5 S UTUOR + (i PIT (1)) — 5 S (L) + ()85 )
n>1 n>1
1M ou(t)]? 11 ou(t)|? L L
_5/0 ot dx+§/0 O dx_§/0\u1’dx—§/0!uo|dfv

]
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4.3 Approximation numérique
On considere les subdivisions :
ZE0:0<ZE1<"~<Z‘N<.%‘N+1:1

to=0<t; < - <t <+

supposées régulieres de pas Ax > 0 et At > 0 resp.
Soit (u})o<i<n+1,n>0 la suite solution du schéma :

( ) =ug(z;), 1=0,---,N+1,

v =y (z;) — cup(x;), i=1,--- N,

(4.10)

At At
u; = (1—0—) u) +c—ud ,+ AR, i=1,--- N.
\

Az Az
n—1 n n+1 2
u,  —2u; +u, c n n o m .
At2 - (Aw)g(ui—l_Qui +Ui+1):f($i)a i=1-- N,
uy =un, =0, n=>1,
(4.11)
Remarque 15. L’initialisation (4.10) est le premier pas du schéma :
(o -
At Ax ’
n+1 n n n
. —ut ur —ul
U, Atuz +C7JA:E7I?1:'U?, i:17"',N7 n >0,
[ 00 = wy (@) + cuh(z:), u=wup(z;), i=1,--- N

qui découle imédialement de la réécriture de (4.2)sous la forme :

ov ov

—_— = C— =

o oxr
Ppe=y, O<az<l t>0.
Remarque 16. On veut avoir : ul' ~ u(x;,t,),i=1,--- N, n>0.

Proposition 4.3.1. Le schéma (4.10)-(4.11) est consistant d’ordre 2 en
temps et en espace.
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Démonstration. Soit n > 1. On définit I'erreur de consistance €}’ au point
(x;,t,) en posant : €' = e(x;,t,) avec : Vo € [0, 1], Vt > 0.

= u(z,t — At) — 2u(x, t) + u(x, t + At) N

€(LU, )_ At2
2
RV (u(x — Az, t) — 2u(z,t) + u(r + Az, t))— f(z).
La formule de Taylor donne directement : Vi € [[1, N]]|, Vn > 0,
4 4
en| < C (‘ % (AL)? + ‘ % (Ax)2> , Vie[LN], VYn>0. (412)

Pour n = 0, on définit I'erreur de consistance au point (z;, o), i.e. associée
a I'étape d’initialisation (4.10) en posant : €) = gq(z;) on : Vx € [0, 1],

eo(z) = u(z, At)— <1 - c%) uo(x)—c%ug(x—A:c) — At(uy(z)+cuy(x)).
(4.13)

On a:

(1 — cﬁ—i) uo(m)—kci—;uo(x—Aa:) = uo(x)+c§—; (—Azuy(z) + O((Az)?))

=ug(z) — cAtuy(z) + AtO(Azx)
—O((B0 +(A0)?)

donc
co(z) = u(w, At)—ug(z) +cAtuf(z) —cAtuy(z) — Atuy () +O((At)*+(Ax)?)

= u(z, At) — u(z,0) — At%(x, 0) + O((At)?* + (Ax)?) = O((At)* + (Az)?)

Dans tous les cas :

el = O((At)* + (Az)?), i=1,...,N, n>0.

7

Proposition 4.3.2. On suppose que

— < 1.
CAx

Alors, le schéma (4.10)-(4.11) est convergent d’ordre 2 en temps et en
espace.
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Démonstration. Soit (u}'),>o une suite de réels et soit 2z, n > 0, i =
1,---, N, définie par :

( —
2 — 220 4 <c)2(
- z

AP ny) G — 2 tay) =, i=1 N, n21

(2

( cAL\?
Zn—l—l o — Zn—l _ <A_> ANZn + (At)2ﬂn, n>0
X

n _ N —
20 =2y =0, n=0,

P eRY, L eRN.

\

Soit n > 0. On en déduit :

2
(™ = 2" = (" — ) + (%) A" = (AP (414)

On pose :
ol = PR zk, vk > 0.

En multipliant les deux membres de (4.14) par 2" — 2"t = ¢" +v""! on
obtient :

n n— cAt 2 n " e " N .
o = 1 I+ () v (279 =) = (@0 (o = =)

i.e., compte tenu de la symétrie de Ay :

n ni|2 CAt ? n n+l1 n—1(2 CAt ? n—1 _n 2. n n n—1
E™ = ||v" |5+ Ao Anz"2" = |05+ Ao Anz""0 2" (A p™ (040" )
At -
= ||o°]12 + (2_> A2 2+ (AL)? Zuk . (@k + kal)
T
A S k_l
— 0

— EO 4 (At)2M1 . UO 4 (At)2 (Nk+1 + ’uk) . Uk 4 (At)2,u"+1 Ly
k=1
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On remarque que :
Anz" - 2" = Anz" ot 4 Ayt 2"
avec : Va > 0 :
Q 1
|[Anz" - 0" < E”ANZnH% + QHUTLH%-

Soit a > 0. Il en résulte :

1 [cAt\? cAt\?
no = n||2 = - n._ _n
E" > (1 o < x) > I |]2—|—( x) (1 —2a)Anz"- 2",

et on choisit o €]0, 3[. Alors :

1>i ﬂ“ 2> @ 2¢0< ﬂ“ 2<1
200 \ Az Ax Ax ’

On remarque que
1 [cAt)?
i l1— — | — 1-2
o (1 1 () 1)
atteint son maximum en o > 0 t.q.
1 [cAt)?
1——|—) =1-2
2a ( Ax ) «
i.e. en a = ag solution. de :
1 [cAt\? 5 1 [cAt
— | — | =20 <= ag==(—].
200 \ Az "7 2\ Az
On en déduit :

n CAt n n n
E" > (1 — E) (Jlv"]5 + Anz" - 2") (4.15)

En particulier, si E° = 0, alors :

. \/§(At)2 n+1 . n A
lo"]13 < —N(Z 1M 113)2 D 10"13)2,  ¥n > 0. (4.16)
- k=0 k=0

(-%)
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n n+1
(3 et < YA S
Sy

Az

On définit lerreur de convergence au point (x;,t,), 1 <i < N, n >0, par :

el =u(xy,ty) —uy, i=1,--- N, n>0.

(2 3

Alors, pour le choix u? =¢?, i =1,--- ,N,n > 1, 2° = 2! = 0, on obtient
2" =e" n > 2. et (4.16) s’applique : Vn > 2,

=

2 < ||2+Z||zk+1 )y < f(z nv%)

=0 —yk

En particulier : Vn > 2,

sup |[e"|l. <C |1+

nAL<T - 1 iAt
Az

Remarque 17. Le choix z!' := 0 estr justifié par 'étape d’initialisation (4.10)
qui conduit a la formule :

_ (1_%) o)+ bt ry) + Ao ety (1)

dont le membre de droite est combinaison linéaire de termes exacts.

Proposition 4.3.3. Si f = 0 dans le schéma (4.11), alors ’énergie est
conservée. Plus précisément, si on définit l’énergie discrete au temps t,,
n >0, par :

At
En = H’U,n — u"_1||§ + (CA_{L') ANun . un_l,

alors : E"tt = E™ ¥Yn > 0.
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Démonstration. Soit n > 0. Si f =0 alors :

2
=) - =+ () Awat o

Aprés multiplication des deux membres de cette égalité par u"*t — u"~ ! =
(u™™ — u™) + (u™ — u™"') on obtient :

A\
st =P =t (G ) A = ) =0,
T

On conclut grace a la symétrie de Ay. m

Remarque 18. Avec les notations de la Proposition 4.3.3, si on pose v" =
u™tt — ™, alors

At\? At\?
E" = ||v"|53 + <CA—$) Anv™ ™t 4 (CA_x) Apu™ oyt

et le méme raisonnement que pour (4.15) conduit a :

At
B> (1 - 1—) (I3 + A - ")

Proposition 4.3.4. Soit N > 0 et soit Az = (N+1) Le schéma (4.10)-
&b < 1. Si de plus

(4.11) est stable au sens de Von Neumann ssi

u — E :C ezk’]A:{: et u _ 2 Cl ijkAx

keZ kEZ
alors :
uj = Zc” ikjA (4.17)
keZ
avec
cp = ape™ £ e ™% VYhkeZ, n>0 (4.18)

ot les constantes ay, by, 0, ne dépendent que de At, Ax, et k € Z, et ot

O ckt,, Vn >0.
(At,AT)(0,0)

Démonstration. On vérifie directement que

n n—1 0
. 0 1 Cl C

eyt -1 2—a(k)? cp ch
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ou :

At kA
€ i (_x ckAt.

k) =2— ~
a(k) Az St 2 ) (At,Az)—(0,0)

Le polynome caractéristique de S(k) est :
X2+ (a(k)?=2)X +1

de discriminant
A=(ak)*-2)?2-4<0.

On pose :
a(k)? — 2 = 2cos b,

et alors on trouve que les valeurs propres de S(k) sont :

ie:ﬁ:zek ]

w7 -1 (e (2))

ce qui est licite ssi c% < 1. Les valeurs propres de S(k) s’écrivent :

avec
2 9\ 2
iy o i\/1_<1_a<§> ) |

(1 _ a2’
tan 6, = \/1 <1 ’ ) ~ a(k)

1 — a(’;)z (At,Az)—(0,0) (AL, Az)—(0,0)

On remarque aussi que :

eiiak

On en déduit :

donc

~ ak).

k
(At,Az)—(0,0)

Finalement, on en déduit (4.18) avec :

na(k) ~ cknAt = ckt,,.
(AL, Az)—(0,0)

ie.:Vn>1,VkeZ,
‘CzeijkAm_akeik(jAz+ctn) _bkeik(ijfctn) ’ S |ak ’ ’einGk _eikctn |+’bk ’ |e—m0k _efikctn

. <n9k — ck:tn)
sin [ ——=
2

0.

= 2(|ak] + ’bk’) (At,Az)—(0,0)
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Corollaire 4.3.5. Sous les hypotheses de la Proposition 4.3.4, si en outre :
Z |c)]> < +oo et Z lei]? < +o00
keZ keZ

alors la série de fonctions (4.17)-(4.18) converge dans C°([0,T7], L*(0,1))
vers la somme de la série :

1 (Cg — Cllf) 10y, ik(z+ct) —i0, ik(z—ct)
2_2'% sin () (c™e cc )

solution de (4.2).

Démonstration. Le calcul montre quune base de vecteurs propres de S(k)
est formée des vecteurs :

(4) (M)

—if),

On en déduit :

i), e

(ch—cr)y b= (cx — c).

A = = -0
24 sin 6y, 24 sin 60y,

Schéma centré

Soit 0 € [0, 1] et soit (u)o<i<n+1.n>0 la suite solution du schéma centré :

unl oy 4 gt 2 . . .
At? * (Ag;yAN (§(U T+ (10 ) = 7,

uy =uyn,; =0, 1=1---,N, n>1
(4.19)
initialisé par (4.10), ot f¥ € R est le vecteur de composantes f¥ = f(z;),

i=1,---,N,

Proposition 4.3.6. Le schéma centré (4.10), (4.19) est consistant d’ordre
2 en temps et en espace, pour tout 6 € [0, 1].

Démonstration. On définit l'erreur de consistance au point (x;,t,) par :
el = go(x;) si n = 0 avec gy définie par (4.13), et par e} = e(x;,t,) sin > 1
avec : Vx € [0, 1], Vt > 0,

e(z,t) = (u(z,t + At) — 2u(x,t) + u(z, t — At))+

(AP)
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c? 0
+WAN (§(u($,t + At) +u(x,t — At)) + (1 — 9)u(x,t)> — f(x)

La formule de Taylor donne :

J%u 0 0%*u 0%u 0%u

e(z,t) = (x)—i(@(x, t+AL)+—— (2, t—At))—(1-0) = (z, 1) +O((Ax)?)

T oo 0x? ox?

0 (‘;7 - @) - T, t>)+0<<At>2>+0<<A:c>2> = O((Ar?)+0((Ax)?)

On conclut comme dans la Proposition 4.3.1. O

Proposition 4.3.7. Soit 0 € [0,1[. On suppose que

At 1
= o . (4.20)

Ax  /1-0

Alors, le schéma centré (4.10), (4.19) est convergent d’ordre 2 en temps et
en espace, pour tout 6 € [0, 1].

Démonstration. Soit (ul'),>o une suite de réels et soit z', n > 0, i =
1,---, N, définie par :

Soit n > 1. On pose :

P S N
On a:
E™ = Hv"l|§+€ (@)QANU”-U"—l—(l—H) <£M>2ANZ71‘Z”+1 = E" ™ (0 ")
2\ Az Ax
et
B> (1 iz 9%) (JI2 + Ayz" - =)
On conclut comme dans la Proposition 4.3.2 avec %‘; par /1 — 9%‘; O
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Schéma implicite non centré

Soit (u}")o<i<n+1m>0 la suite solution du schéma implicite non centré :

n—1 n n+1 2
wy T —2ul 4+ u; c
i i i Ayttt ;= ;
At2 +(Al’)2( NU ) f(l’ )a
(4.21)
uy =uyn,; =0, 1=1--- N, n=>1

initialisé par (4.10).

Proposition 4.3.8. Alors Le schéma implicite non centré (4.10), (4.21)
est consistant d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace.

Démonstration. On définit 'erreur de consistance au point (x;t,,) par :

o e(zity), i=1,--- N si n>1,
%), i=1,---,N si n=0,

ol €%, est définie par (4.13), et ou : Vx € [0, 1], Vt > 0,

e(z,t) =

(At)?2 (u(z, t+At) —2u(z, t) +u(z, t—At)))+

2

" <Ai> (—u(z — Az, t + At) + 2u(z, t + At) —u(z + Az, t + At)) — f(x).
x

La formule de Taylor donne :

e(x,t) = %(:c, t) + O((At)?) — CQ%(:UJHL At) + O((Ax)?) — f(x)
= O(At) + O(Ax)>.
]

Proposition 4.3.9. Le schéma implicite non centré (4.10), (4.21) est conver-
geant d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace.

Démonstration. Soit (ul),>o une suite de réels et soit 2", n > 0, i =
1,---, N, définie par :
1 c?

(A;E)Q(zn_l — 22"+ 2" + —(A$)2ANZH+1 =pu",
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( Zﬂ—l o 22;1 + Z;’H—l C2
+ (
INE (Ar)?

n+1 _.n
ANZ )’L_Mzu

On pose
Un — Zn+1 o Zn7
Alors :
5 [ CcAt 2 1 L 1 1w [ cAt 2
E" = ||,Un||2+ A_x ANZn+ '2n+ = Fn _”vn_vn— ||2_ A_x ANUn"Un—I—QIun'Un

SEn71+2Mn'Un§EO+2Z,Uk‘Uk-
k=0
On en déduit : si E° =0,

1 1
n 2 n 2
|05 < E° 42 (Z ||Mk||§> (Z ||ka3>
k=0 k=0
1 1
n 2 n 2
_ (z nvkus) < (z wuz)
k=0 k=0

On conclut comme dans la Proposition 4.3.1 compte tenu de la Proposi-
tion 4.3.8. O

Equation des ondes a deux dimensions d’espace

On considere le probléme : trouver u :|0, 1[x]0, 1[x]0, +00[— R solution
de :

( 0% *u  O%*u
2 ¢ (@ + 8_y2> = f(z), (z,y)€]0,1[* ¢>0,

ou
U(l‘,y,()) :uo(xay)a E(xayao) :U1($,y), (xay) 6]071[27

L u(z,y,t) =0 si z,ye€{0,1}
L’approximation numérique es basée sur les subdivisions en espace,

O=zy<z1 < - <ar<zr1=1 0=yw<y<---<y <y =1
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resp. en temps :
O=tg< - <tp, <---,

supposées régulieres i.e. définies par :
r; =1Ax, y; =jAy, t,=nAt, i=0,---,I4+1, j=0,---,J+1, n>0.

Soit 6 € [0, 1]. Avec ces notations on définit la suite (u}';),>0 par :

’U/’l — 2un + un—l 1 1 0 ) . )
(At)? e ((Ax)2AI + (Ay)2AJ) (5(“ a4+ (1—0)u ) — I

n _ n _ n J— n N
Up; = Urpy 5 = Ujo = Ui g1 = 0,

ugj — Uo(l‘i,yj), ul e RU+D(I+1)

(4.22)
ot fI+/ € R est définie par :
fz{}']:f[’](%,yj), i=1,---, I, J=1---,J,
et ou les opérateurs A;, A; sont définis par :
(AjU)ij=—Uip1;+2U;; — Uiy, i=1,---,1, j=---,J
(A 0)i5==Uijs1 +2U;; = Upj1, i=1,---,I, j=,, J.

Proposition 4.3.10. On suppose que 0 < 6 < 1 et que

L/ 1 | 1
80 ( e+ agp) < 127

Si Uétape d’initialisation donnant u' est consistante d’ordre 2 en temps et
en espace, alors le schéma (4.22) est convergent d’ordre 2 en temps et en
espace.
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