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1 Meéthodes de gradient

Soit K C RY et soit J : K — R, a-convexe. Soit & résoudre : trouver
x* € K solution de :

e K et J(2")= min J(x)

rze K

Hypothese 1.0.1. On suppose que J est a-convexe, différentiable et que
VJ est localement lipschitzienne.

1.1 Gradient avec pas optimal

Définition 1.1.1 (Algorithme du gradient avec pas optimal). On appelle
suite engendrée par 1’Algorithme du gradient avec pas optimal la suite
(tn)n>0 € (RV)N définie par la relation de récurrence :

ug € RY  arbitraire,

Up41 = Up — ,unvj(un)
avec
J(up — pn VI (uy,)) = min J(u, — pVJ(uy)).

pER
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Définition 1.1.2. On appelle direction de descente a ’étape n le vecteur
o= —VJ(up).

Proposition 1.1.1. Dans l’algorithme 1.2.1, deux directions de descente
consécutives sont orthogonales.

Démonstration. Soit n > 1. On pose :
fo(p) = J(up + pry) ot 1y = =VJ(uy). (1)

Par définition :

frlL(:u’n) =0= <yJ<un + ,unrn)/? Tn> = _<rn+1; Tn>-

=—Tn+1

]

Théoréme 1.1.2. Sous I’Hypotheése 1.0.1, la suite (u,)n>0 générée par |
Ualgorithme du gradient avec pas optimal converge vers la solution u € RY
du probléeme de minimisation :

J(u) = min J(v)

vERN

et on a l’estimation :
1
[ = ull <~V I ()]

Démonstration. Par construction, la suite (J(u,)n>0 est décroissante, mi-
norée par coercivité :

J(un) > Bl|ual® +b>b> —o00

donc convergente. On en déduit qu’il existe C' > 0 t.q. : Vn > 0,
2 , _C
C > J(un) > Bllunl|* + b = ||un] SE:: M.

i.e. la suite (uy,),>0 est majorée.
Comme J est a-convexe, on aussi :

(0%
J(“n) Z J(un+1) + <VJ(Un+1)7un - un+1> + E”un - un+1||2 -

(6% (0%
= J(Uny1) + fin (T, Tngr) + §Hun — U1 |* = J(Ups1) + §Hun — Upp1)?
——

=0



2
= Hun - un+1||2 < E(J(un) — J(Uny1)) — 0

n—-+o0o

Il en résulte :
IV T (un) I = (VI (), VI () = (VI (), VI () = VI (U y1))
< Cul|V I (un) [[|un — tn1]
d’ou :

< —_
V7 ()l < Carlllln = unsall | > 0.

Par a-convexité de J :

allun—ull® < (VT (un)=VJ (u), un—1) = (VJ (un), un—1) < [V ()| |un—ul]

1
= [lun —ull < =[[VJ(u)]| = 0.
(0% n—+

e}

]

Proposition 1.1.3 (Cas particulier d’une fonctionnelle quadratique). On
suppose que J est définie par :

J(x) = %(Ax,x) _(bz), VeeRV

ou A € RN est symétrique, définie positive, et qu’il existe o > 0 t.q.
(Az,z) > ol|z|?, VzeRM.

Alors :

I I

Mn = <A7“n,7’n>’
Démonstration. Avec la définition (1) :

,nZOZAn nn_b7n:An_b7n nAmn:
() (A(un + pinrn) = b,1y) = (Au Tn) + fin{ATn, )

=—Tn

Vn > 0. (2)

= _’|Tn||2 + i (AT, )
O]

Théoreme 1.1.4. Sous les hypotheses de la Proposition 1.1.3, on note
0 < A < -+ < Ay la suite des valeurs propres de A comptées avec leur
ordre de multiplicité. Alors, l'erreur a [’étape n définie par

En = Uy — U

2n
<Aen7 en> < >\N - >\1 ’ vn >0
<A€0, €0> - )\N + )\1 -

vérifie :
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Démonstration. Le démonstration utilise le résultat suivant qui sera admis :

Lemme 1.1.5 (Estimation de Kantorovitch).

ol < (. a) (a0, < (Ve 72) Tl )

o

_ M
-3

Soit n>0.0na:

Entl = Upt1 — U = UpTh + €p

donc
<A€n+1> €n+1> = :un<A€n+la rn> + <Aen+1a en) = <Aen+1a en)
——
=—Tn+1
= <A€n> en> + Mn(Arna en) = <Aen7 €n> - NHHTTLH2
[[7n]]*
= (A nyCn/) — T\
@) (Aew, en) (Arp,p)
avec

(Aen,en) = <rn,A’1rn>.
On en déduit :

<A€7L+17 €n+1> . Hrn”4

(Aen,en) (1, A7 ) (A(Arp, )

1 -2 0—12 )\N—)\l2
<1-4 +—=] = = :
sio(ver) () -6

Il en résulte :

<A€n+laen+1> n <A€k+1,€k+1> < (AN—M) (n+1)

(Aeg, €9) — k=0 (Aex, ex) AN+ A\



1.2 Gradient avec pas fixe

Définition 1.2.1 (Algorithme du gradient avec pas fixe). On appelle suite
engendrée par I’ Algorithme du gradient avec pas fixe p € R la suite (uy,)n>0 €
(RM)N définie par la relation de récurrence :

ug € RY  arbitraire,

Upp1 = Up — VI (uy)

Théoréme 1.2.1. Sous Uhypothése 1.0.1, la suite (un)n>0 définie par I’Al-
gorithme 1.2.1 converge vers la solution du probleme de minimisation :

J(u) = min J(v)

veERN
pour tout p > 0 suffisamment petit. En particulier, elle converge pour tout

w €]0, %[ ou C' > 0 est la constante de Lipschitz de VJ sur la boule fermée

B = B(u, [Ju — uol]).

Démonstration. Soit P(n) la propriété : u, € B. Alors P(0) est vraie par
définition de B. On suppose P(n) vraie.
De la relation :

Entl = Upi1 — Up + € = —uVJ (uy,) + e, = —u(VJ(u,) — VJ(u)) + e,
on déduit que :
lenrll® = llenll® = 26(V I (un) = VI (w), en) + 1*[[ VI (un) — VI (u)
< leall?(1 = 2pa 4+ C?)

=:0(u)

avec : Yu,v € RY,
allu—vl* <(VJ(u) = VJ(v),u—v) < Cafu—v|?
donc 0 < a < C. L’étude des variations de 6 : > 1 — 2ua + C?? montre
que
2c0
0<0(p) <1l <= pu E]O,ﬁ[.

2a

On en déduit que si p €]0, Z5[ alors

lewall < lleall < 1w = uol

i.e. u,41 € B. Par récurrence sur n > 0 :

< n .
leall < 0(m)"lleoll =0



Cas des fonctionnelles quadratiques

Soit J(z) = 3(Axz,z), Vo € RY. avec A symétrgie définie positive de
valeurs propres :
0< A << .

Apres diagonalisation dans une bon de vecteurs propres, J se réécrit sous
la forme :

1 N
=1

Soit > 0. L’algorithme de gradient avec pas fixe p se réécrit :

W e RNl = (1 —p\)u, i=1,---,N.
La suite (u™),>o converge ssi : Vi € [[1, N]],
2
11— puN| <1 <= O<u<)\—
le.ssi 0 < p < % Le taux de convergence est optimal si pt = fiop est
solution de
Joax |1 — pAl
ce qui est réalisé pour
1 M=—14+p\y <= p= 2
Ay = HAN B= N T Hort

1.3 Gradient conjugué pour une
fonctionnelle quadratique

Soit J(z) = 3(Ax,x) — (b, z) olt A est symétrque réelle, définie positive.
On construit une suite (uy,)n>0 t.q. :

Upt1 = Up + fnd,, n >0
avec [, € R solution du probleme

J(Upy1) = melﬂgl J(un, + pd,) = (VJ(uy),d,) =0
o

et ou la suite de directions de descente (d,,),>¢ est choisie t.q. : (Ad,, d,—1) =
0,n>0.



Définition 1.3.1 (Algorithme du gradient conjugué). On appelle suite en-
gendrée par I’Algorithme du gradient avec pas fixe u € R la suite (u,)n,>0 €
(RM)N définie par la relation de récurrence :

ug € RN arbitraire,

do = —VJ(ug) = b — Aug =: rg
= —VJ(up) = b — Au,

N <rn7 Adn—1>
dnzrn+ ndn—7 ou n = 7 13\
6 ! B dn—la Adn—1>
Ty dn
Up+1 = Up + andna Qp = ﬁa

Proposition 1.3.1. L’algorithme 1.3.1 vérifie :
<’l“n+1, dn> = 07 n >0
<Adn, dn,1> = 0, n Z 1.

Démonstration. Cela découle de la définition des coefficients «,, 3,, n > 0.
O

Proposition 1.3.2. L’algorithme 1.3.1 vérifie :
(ros1,m) =0, n>0

De plus, on a les expressions :

7 I

(Ad,,d,)’

I I*

[

ﬁn:_

ay =

Démonstration. Par construction :

(rn, dyp) = Hrn”2 + Burn, dn-1) = HrnH2
———

et donc : ,
il
" (Ad,,d,)
Alors :
<rn+17rn> = ”P"TLH2 - an<Adnvrn> =

= l’?“nHQ - an<Adn7 an"’ an5n<Adn> dn71> =0
—_——

~~
=0

=0



On a aussi :

Adn—l =

1 A(“n - un—l) - E(Tn—l - Tn)

_ 1 _ il
= <rn7Adn—1> - a—1<rn7rn—1 - Tn) - _01—1
n— n—

1 1
<dn717Adnfl> - _<dn7177ﬁn71 - rn) = —<dn717 Tn71>

Qp_1 Q-1

o Hrn—l”2
n—2 7’an> -
Qp—1 O‘n—lT Qp—1

_ ||Tn—1||2 + 671—1 <d

d’ou on d’eduit que
I7al®

rn—a[*

ﬁn:_

Théoreme 1.3.3. On pose : e, = u, —u, Yn > 0. Alors :

<A€n> €n> )\N — )\1 2n
< Vn >
<A60, €0> - /\N -+ /\1 ’ "= O

Démonstration. Soit n > 0. De la relation e, ; = a,,d,, + e, on déduit :
(Aepit, eny1) = (Aen, ) + 20, {Aey,, dy) + a2 (Ad,, d,) =

= (Ae,, en) — 20, (1, dyy) + ai(Adn, dy,)

avec
ey
" {Ad,, dy)

On en déduit :

2 2
<A6n+1, 6n+1> = <A6na en>_M <Tn7 dn> )

(Ad,, dy) (Aen, en) (1 " (Ady, dy) (Aen, en)

avec (Aey, e,) = (rp, A71r,).
De plus, comte tenu de I’expression de (3, :

<Adm dn) - <Arm Tn> + 25n<rm Adn—1> + Bi<dn—17 Adn—1> -

<Tna Adn—1>2

- <AT7U Tn> a <dn—1a Adn—1>

€10, (Ar,,,ro)].
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Il en résulte, par croissance de z — —1 sur 0, +oo| :

(T, dn>2
(Arp, 1) (T A7) )

(Aepi1,ent1) < (Aey, en) <1 —

et on conclut comme pour le Théoreme 1.1.4. O
Proposition 1.3.4. L’algorithme 1.3.1 vérifie :
<’I“n,dj>:07 VJ<n
(rp,m;) =0, Vj<n
<Adn,d]> = 0, VJ <n
<T'n+1, Adj> = 0, V] <n
Démonstration. Soit P(n) la Propriété :
<Tn+1, d]> = O, VJ <n
<7nn+17 rj> = 07 v.] S n (4)
<Adn, d]> =0, Vji<n (5)
<Tn+17 Adj> = 0, \V/] <n

On vérfie directemet que P(0) est vraie et on suppose P(n — 1) vraie. Par
construction
(Ad,,d,_1) = 0.

Soit j <n—1. On a

<Adn, dj> = <dn, Adj> = <Tn, Adj> + 5n<dn71; Adj>

= Bu(Ady_1,d;) = 0.
P(n—1) i b ds) P(n—1)
i.e. (b) est vraie. Par construction :
<rn+17 dn> = 0.
Soit j <n. On a :
d;) = d;) — an(Ad,, d; =
(i1, dj) = (rn, dj) — an(Ady, d;) Pn1).(5) 0

Par construction :
<rn+17rn> = 0.
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Soit 7 <mn.On a:
(Tna1,75) = (rn,15) — an(Ad,, 75)

73(”_1) Oén<Adnad]> + an6]< my 4y 1> (5) O

ie. (4). Soit j <n.On a:

1
Ad;) = —(rpg1,mi —1ip1) =0
(Tnt1, Ady) » (Ppt1,75 = Tjt1) @

Corollaire 1.3.5. L’algorithme 1.53.1 vérifie :

. <7“n, Adj>
== (d; Adj>d]

j<n

<rn7 dj>
Tptl = Tn — ——Ad,
! <dj7 Adj) ’

Jjsn
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