Option Calcul Scientifique: Optimisation
Numérique

Préparation Agrégation de Mathématiques
Université de Rennes 1
Isabelle Gruais

7 décembre 2023

1 Meéthodes de gradient

Soit K C RY et soit J : K — R, a-convexe. Soit & résoudre : trouver
x* € K solution de :

e K et J(2")= min J(x)

rze K

Hypothese 1.0.1. On suppose que J est a-convexe, différentiable et que
VJ est localement lipschitzienne.

1.1 Gradient avec pas optimal

Définition 1.1.1 (Algorithme du gradient avec pas optimal). On appelle
suite engendrée par 1’Algorithme du gradient avec pas optimal la suite
(tn)n>0 € (RV)N définie par la relation de récurrence :

ug € RY  arbitraire,

Up41 = Up — ,unvj(un)
avec
J(up — pn VI (uy,)) = min J(u, — pVJ(uy)).

pER
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Définition 1.1.2. On appelle direction de descente a ’étape n le vecteur
o= —VJ(up).

Proposition 1.1.1. Dans l’algorithme 1.2.1, deux directions de descente
consécutives sont orthogonales.

Démonstration. Soit n > 1. On pose :
fo(p) = J(up + pry) ot 1y = =VJ(uy). (1)

Par définition :

frlL(:u’n) =0= <yJ<un + ,unrn)/? Tn> = _<rn+1; Tn>-

=—Tn+1

]

Théoréme 1.1.2. Sous I’Hypotheése 1.0.1, la suite (u,)n>0 générée par |
Ualgorithme du gradient avec pas optimal converge vers la solution u € RY
du probléeme de minimisation :

J(u) = min J(v)

vERN

et on a l’estimation :
1
[ = ull <~V I ()]

Démonstration. Par construction, la suite (J(u,)n>0 est décroissante, mi-
norée par coercivité :

J(un) > Bl|ual® +b>b> —o00

donc convergente. On en déduit qu’il existe C' > 0 t.q. : Vn > 0,
2 , _C
C > J(un) > Bllunl|* + b = ||un] SE:: M.

i.e. la suite (uy,),>0 est majorée.
Comme J est a-convexe, on aussi :

(0%
J(“n) Z J(un+1) + <VJ(Un+1)7un - un+1> + E”un - un+1||2 -

(6% (0%
= J(Uny1) + fin (T, Tngr) + §Hun — U1 |* = J(Ups1) + §Hun — Upp1)?
——

=0



2
= Hun - un+1||2 < E(J(un) — J(Uny1)) — 0

n—-+o0o

Il en résulte :
IV T (un) I = (VI (), VI () = (VI (), VI () = VI (U y1))
< Cul|V I (un) [[|un — tn1]
d’ou :

< —_
V7 ()l < Carlllln = unsall | > 0.

Par a-convexité de J :

allun—ull® < (VT (un)=VJ (u), un—1) = (VJ (un), un—1) < [V ()| |un—ul]

1
= [lun —ull < =[[VJ(u)]| = 0.
(0% n—+

e}

]

Proposition 1.1.3 (Cas particulier d’une fonctionnelle quadratique). On
suppose que J est définie par :

J(x) = %(Ax,x) _(bz), VeeRV

ou A € RN est symétrique, définie positive, et qu’il existe o > 0 t.q.
(Az,z) > ol|z|?, VzeRM.

Alors :

I I

Mn = <A7“n,7’n>’
Démonstration. Avec la définition (1) :

,nZOZAn nn_b7n:An_b7n nAmn:
() (A(un + pinrn) = b,1y) = (Au Tn) + fin{ATn, )

=—Tn

Vn > 0. (2)

= _’|Tn||2 + i (AT, )
O]

Théoreme 1.1.4. Sous les hypotheses de la Proposition 1.1.3, on note
0 < A < -+ < Ay la suite des valeurs propres de A comptées avec leur
ordre de multiplicité. Alors, l'erreur a [’étape n définie par

En = Uy — U

2n
<Aen7 en> < >\N - >\1 ’ vn >0
<A€0, €0> - )\N + )\1 -

vérifie :
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Démonstration. Le démonstration utilise le résultat suivant qui sera admis :

Lemme 1.1.5 (Estimation de Kantorovitch).

ol < (. a) (a0, < (Ve 72) Tl )

o

_ M
-3

Soit n>0.0na:

Entl = Upt1 — U = UpTh + €p

donc
<A€n+1> €n+1> = :un<A€n+la rn> + <Aen+1a en) = <Aen+1a en)
——
=—Tn+1
= <A€n> en> + Mn(Arna en) = <Aen7 €n> - NHHTTLH2
[[7n]]*
= (A nyCn/) — T\
@) (Aew, en) (Arp,p)
avec

(Aen,en) = <rn,A’1rn>.
On en déduit :

<A€7L+17 €n+1> . Hrn”4

(Aen,en) (1, A7 ) (A(Arp, )

1 -2 0—12 )\N—)\l2
<1-4 +—=] = = :
sio(ver) () -6

Il en résulte :

<A€n+laen+1> n <A€k+1,€k+1> < (AN—M) (n+1)

(Aeg, €9) — k=0 (Aex, ex) AN+ A\



1.2 Gradient avec pas fixe

Définition 1.2.1 (Algorithme du gradient avec pas fixe). On appelle suite
engendrée par I’ Algorithme du gradient avec pas fixe p € R la suite (uy,)n>0 €
(RM)N définie par la relation de récurrence :

ug € RY  arbitraire,

Upp1 = Up — VI (uy)

Théoréme 1.2.1. Sous Uhypothése 1.0.1, la suite (un)n>0 définie par I’Al-
gorithme 1.2.1 converge vers la solution du probleme de minimisation :

J(u) = min J(v)

veERN
pour tout p > 0 suffisamment petit. En particulier, elle converge pour tout

w €]0, %[ ou C' > 0 est la constante de Lipschitz de VJ sur la boule fermée

B = B(u, [Ju — uol]).

Démonstration. Soit P(n) la propriété : u, € B. Alors P(0) est vraie par
définition de B. On suppose P(n) vraie.
De la relation :

Entl = Upi1 — Up + € = —uVJ (uy,) + e, = —u(VJ(u,) — VJ(u)) + e,
on déduit que :
lenrll® = llenll® = 26(V I (un) = VI (w), en) + 1*[[ VI (un) — VI (u)
< leall?(1 = 2pa 4+ C?)

=:0(u)

avec : Yu,v € RY,
allu—vl* <(VJ(u) = VJ(v),u—v) < Cafu—v|?
donc 0 < a < C. L’étude des variations de 6 : > 1 — 2ua + C?? montre
que
2c0
0<0(p) <1l <= pu E]O,ﬁ[.

2a

On en déduit que si p €]0, Z5[ alors

lewall < lleall < 1w = uol

i.e. u,41 € B. Par récurrence sur n > 0 :

< n .
leall < 0(m)"lleoll =0



Cas des fonctionnelles quadratiques

Soit J(z) = 3(Axz,z), Vo € RY. avec A symétrgie définie positive de
valeurs propres :
0< A << .

Apres diagonalisation dans une bon de vecteurs propres, J se réécrit sous
la forme :

1 N
=1

Soit > 0. L’algorithme de gradient avec pas fixe p se réécrit :

W e RNl = (1 —p\)u, i=1,---,N.
La suite (u™),>o converge ssi : Vi € [[1, N]],
2
11— puN| <1 <= O<u<)\—
le.ssi 0 < p < % Le taux de convergence est optimal si pt = fiop est
solution de
Joax |1 — pAl
ce qui est réalisé pour
1 M=—14+p\y <= p= 2
Ay = HAN B= N T Hort

1.3 Gradient conjugué pour une
fonctionnelle quadratique

Soit J(z) = 3(Ax,x) — (b, z) olt A est symétrque réelle, définie positive.
On construit une suite (uy,)n>0 t.q. :

Upt1 = Up + fnd,, n >0
avec [, € R solution du probleme

J(Upy1) = melﬂgl J(un, + pd,) = (VJ(uy),d,) =0
o

et ou la suite de directions de descente (d,,),>¢ est choisie t.q. : (Ad,, d,—1) =
0,n>0.



Définition 1.3.1 (Algorithme du gradient conjugué). On appelle suite en-
gendrée par I’Algorithme du gradient avec pas fixe u € R la suite (u,)n,>0 €
(RM)N définie par la relation de récurrence :

ug € RN arbitraire,

do = —VJ(ug) = b — Aug =: rg
= —VJ(up) = b — Au,

N <rn7 Adn—1>
dnzrn+ ndn—7 ou n = 7 13\
6 ! B dn—la Adn—1>
Ty dn
Up+1 = Up + andna Qp = ﬁa

Proposition 1.3.1. L’algorithme 1.3.1 vérifie :
<’l“n+1, dn> = 07 n >0
<Adn, dn,1> = 0, n Z 1.

Démonstration. Cela découle de la définition des coefficients «,, 3,, n > 0.
O

Proposition 1.3.2. L’algorithme 1.3.1 vérifie :
(ros1,m) =0, n>0

De plus, on a les expressions :

7 I

(Ad,,d,)’

I I*

[

ﬁn:_

ay =

Démonstration. Par construction :

(rn, dyp) = Hrn”2 + Burn, dn-1) = HrnH2
———

et donc : ,
il
" (Ad,,d,)
Alors :
<rn+17rn> = ”P"TLH2 - an<Adnvrn> =

= l’?“nHQ - an<Adn7 an"’ an5n<Adn> dn71> =0
—_——

~~
=0

=0



On a aussi :

Adn—l =

1 A(“n - un—l) - E(Tn—l - Tn)

_ 1 _ il
= <rn7Adn—1> - a—1<rn7rn—1 - Tn) - _01—1
n— n—

1 1
<dn717Adnfl> - _<dn7177ﬁn71 - rn) = —<dn717 Tn71>

Qp_1 Q-1

o Hrn—l”2
n—2 7’an> -
Qp—1 O‘n—lT Qp—1

_ ||Tn—1||2 + 671—1 <d

d’ou on d’eduit que
I7al®

rn—a[*

ﬁn:_

Théoreme 1.3.3. On pose : e, = u, —u, Yn > 0. Alors :

<A€n> €n> )\N — )\1 2n
< Vn >
<A60, €0> - /\N -+ /\1 ’ "= O

Démonstration. Soit n > 0. De la relation e, ; = a,,d,, + e, on déduit :
(Aepit, eny1) = (Aen, ) + 20, {Aey,, dy) + a2 (Ad,, d,) =

= (Ae,, en) — 20, (1, dyy) + ai(Adn, dy,)

avec
ey
" {Ad,, dy)

On en déduit :

2 2
<A6n+1, 6n+1> = <A6na en>_M <Tn7 dn> )

(Ad,, dy) (Aen, en) (1 " (Ady, dy) (Aen, en)

avec (Aey, e,) = (rp, A71r,).
De plus, comte tenu de I’expression de (3, :

<Adm dn) - <Arm Tn> + 25n<rm Adn—1> + Bi<dn—17 Adn—1> -

<Tna Adn—1>2

- <AT7U Tn> a <dn—1a Adn—1>

€10, (Ar,,,ro)].
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Il en résulte, par croissance de z — —1 sur 0, +oo| :

(T, dn>2
(Arp, 1) (T A7) )

(Aepi1,ent1) < (Aey, en) <1 —

et on conclut comme pour le Théoreme 1.1.4. O
Proposition 1.3.4. L’algorithme 1.3.1 vérifie : ¥n > 1,
<’I“n,dj>:07 VJ<n
(rp,m;) =0, Vj<n (4)
<Adn,d]> = 0, VJ <n
<T'n+1, Adj> =0, Vi<n
Démonstration. Soit P(n) la Propriété :
<Tn+1, d]> = O, VJ <n
<7nn+17 rj> = 07 v.] S n (5)
<Adn, d]> =0, Vji<n (6)
<Tn+17 Adj> = 0, \V/] <n

On vérifie directemet que P(0) est vraie et on suppose P(n — 1) vraie. Par
construction
(Ad,,d,_1) = 0.

Soit j <n—1. On a

<Adn, dj> = <dn, Adj> = <Tn, Adj> + 5n<dn71; Adj>

= Bu(Ady_1,d;) = 0.
P(n—1) i b dy) P(n—1)
i.e. (6) est vraie. Par construction :
<rn+17 dn> = 0.
Soit j <n. On a :
d;) = d;) — an(Ad,, d; =
(rnt1,dj) = (rn, dj) — an(Ady, d;) Pn_1).6) 0

Par construction :
<rn+17rn> = 0.
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Soit 7 <mn.On a:
<7"n+17rj> = <7,.n’7,.j> — &n<Adn,T]>
= —a,({Ad,,d; (Ad,. d; 1) =
Plne1) Om< n» j> +Oén5]< ny dj 1> ® 0

i.e. (5). Soit j <m.On a:

a1, Ad;y = —(rpp1, i — 715 =0
(Tny1 J> Ozj<r +1, 7 T]+1> ®

[
Corollaire 1.3.5. L’algorithme 1.3.1 vérifie :
d, =r, — Md
n — I'n J
Tna j
T'n41 = Tn — Zn d Ad
Corollaire 1.3.6. L’algorithme 1.3.1 converge en au plus N itérations.
Démonstration. On suppose que ry_1 # 0. Soit alors pg, -+ , unv—1 € R t.q.
N-1
ATy =
k=0
Alors :
N-1
Z)\M’kﬂ’]\f 1) = )\N lrv—a]? = Avo1 = 0.
k=0
On suppose que Ay_1--- = Ay_r1 =0 avec 1 < k < N. Alors :
N—k
= (> Mrk, e k> = /\N sllrnill? = Avox = 0.
k=0
Par récurrence sur k € [[1, N — 1]], on en déduit que \g = --- = Ay_1 =0,
i.e. que (ro, -+ ,ry_1) est une base de RY. En particulier, il résulte de (4)
que ry € (7’0, corn_1)t = {0}, ie. ry =0. O
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Nombre d’popérations :

(i) : Calcul de 1, = b — Aug, k =0,--- ,N — 1 : le calcul de (Ax); =
Zj.vzl a;xj, i =1,--- N comprend N — 1 additions et N multipli-
cations, soit N?(N — 1) additions et N3 multiplications pour la suite

desry, k=0,--- /N — 1.

(ii) © Caleul de B = —fl2 k=1, N =1 :le caleul de |lz]* =
>i—1 @7 se décompose en N multiplications et N — 1 additions, soit

N(N — 1) multiplications et (N — 1)? additions pour le calcul des
|7ell?, k=1,--- N — 1. Il reste N — 1 divisions.

(iii) Calcul de dy = 7 + Brdy—1, k = 1,--- , N — 1 : se décompose en
N — 1 multiplications et N — 1 additions.

iv) Calcul de o = lrll” ,k=20,---,N —1. Le calcul de (Az,z) =
(Ady,dy.)

E?;(Z;Vﬂ a;;x;)x; se décompose en 2N multiplications et 2(N —1)
additions, soit 2N? multiplications et 2N (N — 1) additions pour le
calcul des (Ady,dg), k=0,--- /N — 1. Il reste N divisions.

(v) Calcul de upy1 = up + agdy, k =0,--- ;N — 1 : se décompose en N
multiplications et N additions.

A total :

(i) Additions :
N?(N — 1)4+(N = 1)*4N — 14+2N(N — 1)+ N~ N342N?*42N ~ N3
—_— —— M~ — =

T Bk d. ag Uk4+1

(ii) Multiplications
3 _ _ 2 N3 2 N3
N° +(N—-1)N+N—-1+2N°+ N ~ N°+3N“+2N ~N
Tk Bk dp. (o7 Uk+1
(iii) Divisions :
0O +(N-1)+_0 + N +_ 0 ~2N

Tk Br dy, g Uk41

Il y a donc 2N* + O(N?) opérations, a comparer avec 2N? opérations pour
la méthode de Gauss avec pivot.

2 Optimisation avec contraintes

2.1 Gradient a pas fixe avec projection

Définition 2.1.1. Soit K C R" un convexe fermé et soit ¢ > 0. On appelle
suite générée par 'algorithme du gradient a pas fixe ;> 0 avec projection
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sur K toute suite (uy)g>o définie par :
Uy € RY

U1 = P (up — pVJ (ug)) (7)

ou Pk désigne la projection sur le convexe K.

Théoreme 2.1.1. On suppose que J est a-conveze, différentiable sur K,
de gradient VJ lipschitzien sur K, de constante de Lipschitz C' > 0. Alors,
pour tout p > 0 vérifiant :
2a
0<p< e (8)
la suite (ug)k>o associée a la Définition 2.1.1 converge vers l'unique solution
u € RY du probléme :

ue K et J(u)=minJ(v) (9)

veK

Démonstration. Soit p E]O,%[. On commence par remarquer que v +—

v — uVJ(v) est strictement contractante. En effet : soit v,w € RY. On a :
v —w = u(VJI () = VI))II* = o = w|* + p*|VJ (v) = VI (w)|[*+

—2u{v —w,VJ(v) — VJ(w))
< v —wl*(1 - 2ua + 4*C?)

(. i
~~

=:0(p) <1
()(8)

Comme P est contractante, il en résulte que v — Px(—uV.J(v)) est stric-
tement contractante. D’apres le théoreme du point fixe appliqué au convexe
fermé K de I'espace complet R, o déduit que la suite (uy)>o vérifiant (7)
cnverge vers 'unique solution de (9). O

2.2 Méthode de relaxation

Préliminaire : Relaxation sans contrainte

Soit J : RY — R vérifiant ’'Hypothese 1.0.1.

Définition 2.2.1. On appelle suite générée par la méthode de relaxation
(sans contrainte) toute suite (uy)r>o définie par :

UOGRN

12



k+1  k kN _ k
J(ul ’u27"'>uAﬂ _‘igf*](ﬂau2a" :UN)7
k+1 k+1 |k By _ k+1 Rl ok k
J(uy™ yUipqs e yun) = inf J(u™ e wT it S UN ),
~~ 4 HeER
—I’lLk’Z
1=2,--- ,N—1
k+1 GFH = k+1 k41
J(ui™, - uy )_/irelﬂf%JOJ/l S UN D, ),

Théoréme 2.2.1. Sous les hypothéses de la Définition 2.2.1, la suite (ug)k>o
converge vers l'unique solution de

J(u) = inf J(v).

veERN

Démonstration. Soit k > 1 et soit i € [[1, N]]. On a :
J(ur) < J(ugio1) < J(urp) = J(u*) = J(up—1, N) < J(ug—14),

i.e. la suite (J(uk;)r>0 est décroissante, minorée par coercivité de .J, donc
convergente. La coercivité de J entraine qu’il existe M > 0 t.q.

sup llukil] < M = supHukH < M.

1<2<N
On remarque que :

3J(uk0

o = (VI (), ex) =0

J(ug;) = inf J(ug—1 + pe;) =
nER
De plus :
J(@*) = J(ugn) < J(ug,) = J(u")

i.e., la suite (J(u*)r>o est décroissante, minorée par coercivité de J, donc
convergente Il en résulte :

2

J(Uk) - J(UkH) = J(Uk,o) ukN Z ukz uk,i+1)) >

=0

N-1 o N1
Z (VI (ukjis1), g — Upit1) + 5 Z i — i ||
1=0

1=

avec :
N—1 N—1
8J’ukl
+1 k+1
E (VJ (Ukig1), Uk — Uk it1) E z+1 —u;;) =0,
— — IHJ
'L—O 74—0 0



N-1
D N = wa|* = Z iy — w1 = fla® = w2
i=0

Il en résulte : o
J(uk) . J(ukJrl) 2 §Huk o ukJrlH27

avec limy,_, o J(u*) — J(u*™!) = 0. Du Théoréme d’encadrement des gen-

darmes, il résulte que limy,_, 4o ||u® — u*T1|| = 0. En particulier :
k1 B kP2 L _ k12 :
Ju 3 <[l b2 5 0, Vie [[LA])
Jj=i+1
On a:
allut ™t =l < (VW) = Vi (u), ut > (VI(u), ™ —u) =

N Z 8% Hi ) = afu™ vl < axl z; axz ox;
k+1 k+1
< Z IV T (@) = VI (ug]| < Cu Zl [u"t! — gl = 0
k—+o0o
O
Cas ou J est quadratique
On est ramené a résoudre : Auy;, = b, i = 1,--- N, k > 0, ce qui

équivaut a la résolution de
(D — EYW**™ = Fuf +b, k>0

oun A=D — (E+ F) est la décomposition usuelle de A pour les méthodes
itératives. On retrouve donc le schéma de Gauss-Seidel.

Remarque 1. Par extension, la méthode de relaxation est dite de Gauss-
Seidel non-linéaire.

Relaxation avec contrainte

Définition 2.2.2. On considere le pavé. de RY : U = II¥[a;,b;]. On
appelle suite générée par la méthode de relaxation avec contrainte sur U
toute suite (uy)g>o définie par :

UOGRN
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k+1 k kN k
Jwi™ uy, - uly) = inf J(,u,uQ,-- U ),
pe€lai,bi]
k+1 k+1 k kN . k+1 k-‘rl k
‘]( 1 o U Uiyt 7uN)_ inf J(ul y s U, U z+17"' qu)’
NG ~ He[aiabi}
=Uk,j
1=2,---,N—1
k+1 k+1\ __ . k+1 k+1
Jy™ e uy ) = inf J(uym e JuyT, ),
pe€lanbn]

Proposition 2.2.2. La suite associée a la Définition 2.2.1 converge vers
l'unique solution de

ueU et J(u)=inf J(v)

vel

Démonstration. La démonstration est analogue a celle du Théoreme 2.2.1.
On signale les modifications. Soit &k > 1 et soit ¢ € [[1, N]]. On remarque
que :

T = inf i+ pe) = %

(Ui — uk) 2 0, Vvi S [CLZ‘, bl]
De plus :
J(WHh) = J(uly) < J(ug) = J(u")

i.e., la suite (J(u*)r>o est décroissante, minorée par coercivité de J, donc
convergente Il en résulte :

J(uh) = J(u") = J(uro) — Jlunn) = (Turs) = J (W i1)) =

N—

N—-1
a

Z (VI (Upit1), Uki — Ukig1) + 5 Z s — upiia])

=0 =

i

[y

avec :
N-1 N-1
— s k k+1
E (VI (Urit1), Uri — Ugiv1) = E 7. (uipr —uify) =20,
1=0 =0 i+l — /
>0

Il en résulte : o
J(uk) . J(uk—H) Z EHUk . uk+1||2’

avec limy_, ;o J(u*) — J(u**!) = 0. Du Théoréme d’encadrement des gen-
darmes, il résulte que limy,_, ;o ||u® — u**|| = 0.
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On a:

aHukJrl UH2 <VJ( k+1) ) > <VJ( k+1> k+1 u) _

VJ(u
N 9.7 (uk 1) (0T (W) 9 (uky)
_ W — ki k+1 _ k
- Z:: or; Z::( O Oz, )(“1 )

OJ (uFt1h) 8J(uk7i)
sz aﬁi

Jui ™ — g

N
< D IVI@) = VI (gl [ —

N
= o[t —ul| < Cy Y W —wgl| = 0
H,_/kaJroo

=1 - 0
k—+oo

2.3 Méthode de pénalisation

Théoréme 2.3.1. Soit U C RN un conveze fermé. Soit J : RY — R
vérifiant ’Hypothése 1.0.1 et soit 1 : RN — R conveze vérifiant :

Y(x) >0, Ve eRY, et ¢@)=0 <= 2ecU

Pour tout € > 0, on pose :

et on note u¢ € RN 'unique solution de :

J-(u®) = min J.(v).

vERN

Alors, la suite (uf).>¢ converge vers l'unique solution u de
) >

welU et J(u)=minJ(v).

velU
Démonstration. Pour tout € > 0, la coercvitde J entraine :
b+ Bllufl]® < Je(uw) < Je(u) = J(u)
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donc la suite (uf).-q est bornée dans RY. Par compacité des boules fermées
dans RY on déduit qu'il existe une suite extraite (u#))..q qui converge
vers un ' € RY. En particulier :

J(') = lim J(u?®) < liminf J,) (u?®) < J(u) (10)

e—0 e—0

De plus : Ve > 0,

0 < () <e(J(u) — J@"?) — 0

N J

o =)

Du Théoreme d’encadrement des gendarmes et de la continuité de v, on
déduit que :
Y(u') = limy(u??) =0
e—

i.e. v’ € U. De (10) et de 'unicité de u on déduit que v = u'. La limite u
ne dépendant pas du choix de la suite extraite (u¥®)).-q, on en déduit que
toute la suite (u%).~o converge vers u. O
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