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1 Méthodes de gradient

Soit K ⊂ RN et soit J : K → R, α-convexe. Soit à résoudre : trouver
x∗ ∈ K solution de :

x∗ ∈ K et J(x∗) = min
x∈ K

J(x)

Hypothèse 1.0.1. On suppose que J est α-convexe, différentiable et que
∇J est localement lipschitzienne.

1.1 Gradient avec pas optimal

Définition 1.1.1 (Algorithme du gradient avec pas optimal). On appelle
suite engendrée par l’Algorithme du gradient avec pas optimal la suite
(un)n≥0 ∈ (RN)N définie par la relation de récurrence :

u0 ∈ RN arbitraire,

un+1 = un − µn∇J(un)

avec
J(un − µn∇J(un)) = min

µ∈R
J(un − µ∇J(un)).
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Définition 1.1.2. On appelle direction de descente à l’étape n le vecteur
rn := −∇J(un).

Proposition 1.1.1. Dans l’algorithme 1.2.1, deux directions de descente
consécutives sont orthogonales.

Démonstration. Soit n ≥ 1. On pose :

fn(µ) = J(un + µrn) où rn := −∇J(un). (1)

Par définition :

f ′n(µn) = 0 = 〈∇J(un + µnrn)︸ ︷︷ ︸
=−rn+1

, rn〉 = −〈rn+1, rn〉.

Théorème 1.1.2. Sous l’Hypothèse 1.0.1, la suite (un)n≥0 générée par l
l’algorithme du gradient avec pas optimal converge vers la solution u ∈ RN

du problème de minimisation :

J(u) = min
v∈RN

J(v)

et on a l’estimation :

‖un − u‖ ≤
1

α
‖∇J(un)‖.

Démonstration. Par construction, la suite (J(un)n≥0 est décroissante, mi-
norée par coercivité :

J(un) ≥ β‖un‖2 + b ≥ b > −∞

donc convergente. On en déduit qu’il existe C > 0 t.q. : ∀n ≥ 0,

C ≥ J(un) ≥ β‖un‖2 + b⇒ ‖un‖2 ≤
C

β
=: M.

i.e. la suite (un)n≥0 est majorée.
Comme J est α-convexe, on aussi :

J(un) ≥ J(un+1) + 〈∇J(un+1), un − un+1〉+
α

2
‖un − un+1‖2 =

= J(un+1) + µn〈rn, rn+1〉︸ ︷︷ ︸
=0

+
α

2
‖un − un+1‖2 = J(un+1) +

α

2
‖un − un+1‖2
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⇒ ‖un − un+1‖2 ≤
2

α
(J(un)− J(un+1)) →

n→+∞
0

Il en résulte :

‖∇J(un)‖2 = 〈∇J(un),∇J(un)〉 = 〈∇J(un),∇J(un)−∇J(un+1)〉

≤ CM‖∇J(un)‖‖un − un+1‖
d’où :

‖∇J(un)‖ ≤ CM‖‖un − un+1‖ →
n→+∞

0.

Par α-convexité de J :

α‖un−u‖2 ≤ 〈∇J(un)−∇J(u), un−u〉 = 〈∇J(un), un−u〉 ≤ ‖∇J(un)‖‖un−u‖

⇒ ‖un − u‖ ≤
1

α
‖∇J(un)‖ →

n→+∞
0.

Proposition 1.1.3 (Cas particulier d’une fonctionnelle quadratique). On
suppose que J est définie par :

J(x) =
1

2
〈Ax, x〉 − 〈b, x〉, ∀x ∈ RN

où A ∈ RN×N est symétrique, définie positive, et qu’il existe α > 0 t.q.

〈Ax, x〉 ≥ α‖x‖2, ∀x ∈ RN .

Alors :

µn =
‖rn‖2

〈Arn, rn〉
, ∀n ≥ 0. (2)

Démonstration. Avec la définition (1) :

f ′n(µn) = 0 = 〈A(un + µnrn)− b, rn〉 = 〈Aun − b︸ ︷︷ ︸
=−rn

, rn〉+ µn〈Arn, rn〉 =

= −‖rn‖2 + µn〈Arn, rn〉

Théorème 1.1.4. Sous les hypothèses de la Proposition 1.1.3, on note
0 < λ1 ≤ · · · ≤ λN la suite des valeurs propres de A comptées avec leur
ordre de multiplicité. Alors, l’erreur à l’étape n définie par

en := un − u

vérifie :
〈Aen, en〉
〈Ae0, e0〉

≤
(
λN − λ1
λN + λ1

)2n

, ∀n ≥ 0
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Démonstration. Le démonstration utilise le résultat suivant qui sera admis :

Lemme 1.1.5 (Estimation de Kantorovitch).

‖x‖4 ≤ 〈Ax, x〉〈A−1x, x〉 ≤ 1

4

(√
c+

1√
c

)2

‖x‖4 (3)

où

c :=
λN
λ1

Soit n ≥ 0. On a :

en+1 = un+1 − u = µnrn + en

donc

〈Aen+1, en+1〉 = µn〈Aen+1︸ ︷︷ ︸
=−rn+1

, rn〉+ 〈Aen+1, en〉 = 〈Aen+1, en〉

= 〈Aen, en〉+ µn〈Arn, en〉 = 〈Aen, en〉 − µn‖rn‖2

=
(2)
〈Aen, en〉 −

‖rn‖4

〈Arn, rn〉
avec :

〈Aen, en〉 = 〈rn, A−1rn〉.

On en déduit :

〈Aen+1, en+1〉
〈Aen, en〉

= 1− ‖rn‖4

〈rn, A−1rn〉〈A〈Arn, rn〉

≤
(3)

1− 4

(√
c+

1√
c

)−2
=

(
c− 1

c+ 1

)2

=

(
λN − λ1
λN + λ1

)2

.

Il en résulte :

〈Aen+1, en+1〉
〈Ae0, e0〉

= Πn
k=0

〈Aek+1, ek+1〉
〈Aek, ek〉

≤
(
λN − λ1
λN + λ1

)2(n+1)

.
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1.2 Gradient avec pas fixe

Définition 1.2.1 (Algorithme du gradient avec pas fixe). On appelle suite
engendrée par l’Algorithme du gradient avec pas fixe µ ∈ R la suite (un)n≥0 ∈
(RN)N définie par la relation de récurrence :

u0 ∈ RN arbitraire,

un+1 = un − µ∇J(un)

Théorème 1.2.1. Sous l’hypothèse 1.0.1, la suite (un)n≥0 définie par l’Al-
gorithme 1.2.1 converge vers la solution du problème de minimisation :

J(u) = min
v∈RN

J(v)

pour tout µ > 0 suffisamment petit. En particulier, elle converge pour tout
µ ∈]0, 2α

C2 [ où C > 0 est la constante de Lipschitz de ∇J sur la boule fermée
B := B(u, ‖u− u0‖).

Démonstration. Soit P(n) la propriété : un ∈ B. Alors P(0) est vraie par
définition de B. On suppose P(n) vraie.

De la relation :

en+1 = un+1 − un + en = −µ∇J(un) + en = −µ(∇J(un)−∇J(u)) + en

on déduit que :

‖en+1‖2 = ‖en‖2 − 2µ〈∇J(un)−∇J(u), en〉+ µ2‖∇J(un)−∇J(u)‖2

≤ ‖en‖2(1− 2µα + C2µ2︸ ︷︷ ︸
=:θ(µ)

)

avec : ∀u, v ∈ RN ,

α‖u− v‖2 ≤ 〈∇J(u)−∇J(v), u− v〉 ≤ Cα‖u− v‖2

donc 0 < α < C. L’étude des variations de θ : µ 7→ 1− 2µα+C2µ2 montre
que

0 < θ(µ) < 1 ⇐⇒ µ ∈]0,
2α

C2
[.

On en déduit que si µ ∈]0, 2α
C2 [ alors

‖en+1‖ < ‖en‖ <
P(n)
‖u− u0‖

i.e. un+1 ∈ B. Par récurrence sur n ≥ 0 :

‖en‖ ≤ θ(µ)n‖e0‖ →
n→+∞

0.
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Cas des fonctionnelles quadratiques

Soit J(x) = 1
2
〈Ax, x〉, ∀x ∈ RN . avec A symétrqie définie positive de

valeurs propres :
0 < λ1 ≤ · · · ≤ λN .

Après diagonalisation dans une bon de vecteurs propres, J se réécrit sous
la forme :

J(x) =
1

2

N∑
i=1

λix
2
i .

Soit µ > 0. L’algorithme de gradient avec pas fixe µ se réécrit :

u0 ∈ RN , un+1
i = (1− µλi)uni , i = 1, · · · , N.

La suite (un)n≥0 converge ssi : ∀i ∈ [[1, N ]],

|1− µλi| < 1 ⇐⇒ 0 < µ <
2

λi

i.e. ssi 0 < µ < 2
λN

. Le taux de convergence est optimal si µ = µopt est
solution de

max
1≤i≤N

|1− µλi|

ce qui est réalisé pour

1− µλ1 = −1 + µλN ⇐⇒ µ =
2

λ1 + λN
=: µopt

1.3 Gradient conjugué pour une

fonctionnelle quadratique

Soit J(x) = 1
2
〈Ax, x〉− 〈b, x〉 où A est symétrque réelle, définie positive.

On construit une suite (un)n≥0 t.q. :

un+1 = un + µndn, n ≥ 0

avec µn ∈ R solution du problème

J(un+1) = min
µ∈R

J(un + µdn)⇒ 〈∇J(un), dn〉 = 0

et où la suite de directions de descente (dn)n≥0 est choisie t.q. : 〈Adn, dn−1〉 =
0, n ≥ 0.
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Définition 1.3.1 (Algorithme du gradient conjugué). On appelle suite en-
gendrée par l’Algorithme du gradient avec pas fixe µ ∈ R la suite (un)n≥0 ∈
(RN)N définie par la relation de récurrence :

u0 ∈ RN arbitraire,

d0 = −∇J(u0) = b− Au0 =: r0

rn = −∇J(un) = b− Aun

dn = rn + βndn−1, où βn = − 〈rn, Adn−1〉
〈dn−1, Adn−1〉

,

un+1 = un + αndn, αn =
〈rn, dn〉
〈dn, Adn〉

,

Proposition 1.3.1. L’algorithme 1.3.1 vérifie :

〈rn+1, dn〉 = 0, n ≥ 0

〈Adn, dn−1〉 = 0, n ≥ 1.

Démonstration. Cela découle de la définition des coefficients αn, βn, n ≥ 0.

Proposition 1.3.2. L’algorithme 1.3.1 vérifie :

〈rn+1, rn〉 = 0, n ≥ 0

De plus, on a les expressions :

αn =
‖rn‖2

〈Adn, dn〉
, βn = − ‖rn‖

2

‖rn−1‖2

Démonstration. Par construction :

〈rn, dn〉 = ‖rn‖2 + βn〈rn, dn−1〉︸ ︷︷ ︸
=0

= ‖rn‖2

et donc :

αn =
‖rn‖2

〈Adn, dn〉
.

Alors :
〈rn+1, rn〉 = ‖rn‖2 − αn〈Adn, rn〉 =

= ‖rn‖2 − αn〈Adn, dn〉︸ ︷︷ ︸
=0

+ αnβn〈Adn, dn−1〉︸ ︷︷ ︸
=0

= 0
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On a aussi :

Adn−1 =
1

αn−1
A(un − un−1) =

1

αn−1
(rn−1 − rn)

⇒ 〈rn, Adn−1〉 =
1

αn−1
〈rn, rn−1 − rn〉 = −‖rn‖

2

αn−1

〈dn−1, Adn−1〉 =
1

αn−1
〈dn−1, rn−1 − rn〉 =

1

αn−1
〈dn−1, rn−1〉

=
‖rn−1‖2

αn−1
+
βn−1
αn−1

〈dn−2, rn−1〉︸ ︷︷ ︸
=0

=
‖rn−1‖2

αn−1

d’où on déduit que

βn =
‖rn‖2

‖rn−1‖2
.

Théorème 1.3.3. On pose : en = un − u, ∀n ≥ 0. Alors :

〈Aen, en〉
〈Ae0, e0〉

≤
(
λN − λ1
λN + λ1

)2n

, ∀n ≥ 0

Démonstration. Soit n ≥ 0. De la relation en+1 = αndn + en, on déduit :

〈Aen+1, en+1〉 = 〈Aen, en〉+ 2αn〈Aen, dn〉+ α2
n〈Adn, dn〉 =

= 〈Aen, en〉 − 2αn〈rn, dn〉+ α2
n〈Adn, dn〉

avec

αn =
〈rn, dn〉
〈Adn, dn〉

.

On en déduit :

〈Aen+1, en+1〉 = 〈Aen, en〉−
〈rn, dn〉2

〈Adn, dn〉
= 〈Aen, en〉

(
1− 〈rn, dn〉2

〈Adn, dn〉〈Aen, en〉

)
avec 〈Aen, en〉 = 〈rn, A−1rn〉.

De plus, comte tenu de l’expression de βn :

〈Adn, dn〉 = 〈Arn, rn〉+ 2βn〈rn, Adn−1〉+ β2
n〈dn−1, Adn−1〉 =

= 〈Arn, rn〉 −
〈rn, Adn−1〉2

〈dn−1, Adn−1〉
∈]0, 〈Arn, rn〉[.
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Il en résulte, par croissance de x 7→ − 1
x

sur ]0,+∞[ :

〈Aen+1, en+1〉 ≤ 〈Aen, en〉
(

1− 〈rn, dn〉2

〈Arn, rn〉〈rn, A−1rn〉

)
et on conclut comme pour le Théorème 1.1.4.

Proposition 1.3.4. L’algorithme 1.3.1 vérifie : ∀n ≥ 1,

〈rn, dj〉 = 0, ∀j < n

〈rn, rj〉 = 0, ∀j < n (4)

〈Adn, dj〉 = 0, ∀j < n

〈rn+1, Adj〉 = 0, ∀j < n

Démonstration. Soit P(n) la Propriété :

〈rn+1, dj〉 = 0, ∀j ≤ n

〈rn+1, rj〉 = 0, ∀j ≤ n (5)

〈Adn, dj〉 = 0, ∀j < n (6)

〈rn+1, Adj〉 = 0, ∀j < n

On vérifie directemet que P(0) est vraie et on suppose P(n− 1) vraie. Par
construction

〈Adn, dn−1〉 = 0.

Soit j < n− 1. On a

〈Adn, dj〉 = 〈dn, Adj〉 = 〈rn, Adj〉+ βn〈dn−1, Adj〉

=
P(n−1)

βn〈Adn−1, dj〉 =
P(n−1)

0.

i.e. (6) est vraie. Par construction :

〈rn+1, dn〉 = 0.

Soit j < n. On a :

〈rn+1, dj〉 = 〈rn, dj〉 − αn〈Adn, dj〉 =
P(n−1),(6)

0

Par construction :
〈rn+1, rn〉 = 0.
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Soit j < n. On a :

〈rn+1, rj〉 = 〈rn, rj〉 − αn〈Adn, rj〉

=
P(n−1)

−αn〈Adn, dj〉+ αnβj〈Adn, dj−1〉 =
(6)

0

i.e. (5). Soit j < n. On a :

〈rn+1, Adj〉 =
1

αj
〈rn+1, rj − rj+1〉 =

(5)
0

Corollaire 1.3.5. L’algorithme 1.3.1 vérifie :

dn = rn −
∑
j<n

〈rn, Adj〉
〈dj, Adj〉

dj

rn+1 = rn −
∑
j≤n

〈rn, dj〉
〈dj, Adj〉

Adj

Corollaire 1.3.6. L’algorithme 1.3.1 converge en au plus N itérations.

Démonstration. On suppose que rN−1 6= 0. Soit alors µ0, · · · , µN−1 ∈ R t.q.

N−1∑
k=0

λkrk = 0.

Alors :

0 = 〈
N−1∑
k=0

λkrk, rN−1〉 =
(4)
λN−1‖rN−1‖2 ⇒ λN−1 = 0.

On suppose que λN−1 · · · = λN−k+1 = 0 avec 1 < k < N . Alors :

0 = 〈
N−k∑
k=0

λkrk, rN−k〉 =
(4)
λN−k‖rN−k‖2 ⇒ λN−k = 0.

Par récurrence sur k ∈ [[1, N − 1]], on en déduit que λ0 = · · · = λN−1 = 0,
i.e. que (r0, · · · , rN−1) est une base de RN . En particulier, il résulte de (4)
que rN ∈ Vect(r0, · · · , rN−1)⊥ = {0}, i.e. rN = 0.
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Nombre d’popérations :

(i) : Calcul de rk = b − Auk, k = 0, · · · , N − 1 : le calcul de (Ax)i =∑N
j=1 aijxj, i = 1, · · · , N comprend N − 1 additions et N multipli-

cations, soit N2(N −1) additions et N3 multiplications pour la suite
des rk, k = 0, · · · , N − 1.

(ii) : Calcul de βk = ‖rk‖2
‖rk−1‖2

, k = 1, · · · , N − 1 : le calcul de ‖x‖2 =∑
i=1 x

2
i se décompose en N multiplications et N − 1 additions, soit

N(N − 1) multiplications et (N − 1)2 additions pour le calcul des
‖rk‖2, k = 1, · · · , N − 1. Il reste N − 1 divisions.

(iii) Calcul de dk = rk + βkdk−1, k = 1, · · · , N − 1 : se décompose en
N − 1 multiplications et N − 1 additions.

(iv) Calcul de αk = ‖rk‖2
〈Adk,dk〉

, k = 0, · · · , N − 1. Le calcul de 〈Ax, x〉 =∑N
i=1(
∑N

j=1 aijxj)xi se décompose en 2N multiplications et 2(N −1)

additions, soit 2N2 multiplications et 2N(N − 1) additions pour le
calcul des 〈Adk, dk〉, k = 0, · · · , N − 1. Il reste N divisions.

(v) Calcul de uk+1 = uk + αkdk, k = 0, · · · , N − 1 : se décompose en N
multiplications et N additions.

A total :
(i) Additions :

N2(N − 1)︸ ︷︷ ︸
rk

+(N − 1)2︸ ︷︷ ︸
βk

+N − 1︸ ︷︷ ︸
dk

+2N(N − 1)︸ ︷︷ ︸
αk

+ N︸︷︷︸
uk+1

∼ N3+2N2+2N ∼ N3

(ii) Multiplications

N3︸︷︷︸
rk

+ (N − 1)N︸ ︷︷ ︸
βk

+N − 1︸ ︷︷ ︸
dk

+ 2N2︸︷︷︸
αk

+ N︸︷︷︸
uk+1

∼ N3 + 3N2 + 2N ∼ N3

(iii) Divisions :

0︸︷︷︸
rk

+ (N − 1)︸ ︷︷ ︸
βk

+ 0︸︷︷︸
dk

+ N︸︷︷︸
αk

+ 0︸︷︷︸
uk+1

∼ 2N

Il y a donc 2N3 +O(N2) opérations, à comparer avec 2
3
N3 opérations pour

la méthode de Gauss avec pivot.

2 Optimisation avec contraintes

2.1 Gradient à pas fixe avec projection

Définition 2.1.1. Soit K ⊂ RN un convexe fermé et soit µ > 0. On appelle
suite générée par l’algorithme du gradient à pas fixe µ > 0 avec projection
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sur K toute suite (uk)k≥0 définie par :

u0 ∈ RN

uk+1 = PK(uk − µ∇J(uk)) (7)

où PK désigne la projection sur le convexe K.

Théorème 2.1.1. On suppose que J est α-convexe, différentiable sur K,
de gradient ∇J lipschitzien sur K, de constante de Lipschitz C > 0. Alors,
pour tout µ > 0 vérifiant :

0 < µ <
2α

C2
(8)

la suite (uk)k≥0 associée à la Définition 2.1.1 converge vers l’unique solution
u ∈ RN du problème :

u ∈ K et J(u) = min
v∈K

J(v) (9)

Démonstration. Soit µ ∈]0, 2α
C2 [. On commence par remarquer que v 7→

v − µ∇J(v) est strictement contractante. En effet : soit v, w ∈ RN . On a :

‖v − w − µ(∇J(v)−∇J(w))‖2 = ‖v − w‖2 + µ2‖∇J(v)−∇J(w)‖2+

−2µ〈v − w,∇J(v)−∇J(w)〉
≤ ‖v − w‖2(1− 2µα + µ2C2)︸ ︷︷ ︸

=:θ(µ)<
(8)

1

Comme PK est contractante, il en résulte que v 7→ PK(−µ∇J(v)) est stric-
tement contractante. D’après le théorème du point fixe appliqué au convexe
fermé K de l’espace complet RN , o déduit que la suite (uk)k≥0 vérifiant (7)
cnverge vers l’unique solution de (9).

Calcul de x′ = PK(x)

Si K est un pavé de RN

Soit K = ΠN
i=1[ai, bi] et soit i ∈ [[1, N ]]. On a :

x′i = max(ai, xi) = min(xi, bi)

Si min(xi, bi) = xi, alors xi ≤ bi ⇒ x′i = max(xi, ai). Si min(xi, bi) = bi,
alors xi ≥ bi ⇒ x′i = bi. Dans tous les cas x′i = max(ai,min(bi, xi)).

Un raisonnement analogue montre que x′i = min(bi,max(ai, xi)). Fina-
lement :

x′i = min(bi,max(ai, xi)) = max(ai,min(bi, xi)).
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Si K est une boule de RN

Soit K = B(a, r) := {x ∈ RN , ‖x − a‖ ≤ r}. On. a immédiatement
x = x′ = a si x = a. Sinon, soit x 6= a. Alors

x′ = a+ r
x− a
‖x− a‖

.

2.2 Méthode de relaxation

Préliminaire : Relaxation sans contrainte

Soit J : RN → R vérifiant l’Hypothèse 1.0.1.

Définition 2.2.1. On appelle suite générée par la méthode de relaxation
(sans contrainte) toute suite (uk)k≥0 définie par :

u0 ∈ RN

J(uk+1
1 , uk2, · · · , ukN) = inf

µ∈R
J(µ, uk2, · · · , ukN),

J(uk+1
1 , · · ·uk+1

i , uki+1, · · · , ukN︸ ︷︷ ︸
=:uk,i

) = inf
µ∈R

J(uk+1
1 , · · · , uk+1

i−1 , µ, u
k
i+1, · · · , ukN),

i = 2, · · · , N − 1

J(uk+1
1 , · · · , uk+1

N ) = inf
µ∈R

J(uk+1
1 , · · · , uk+1

N−1, µ),

Théorème 2.2.1. Sous les hypothèses de la Définition 2.2.1, la suite (uk)k≥0
converge vers l’unique solution de

J(u) = inf
v∈RN

J(v).

Démonstration. Soit k ≥ 1 et soit i ∈ [[1, N ]]. On a :

J(uk,i) ≤ J(uk,i−1) ≤ J(uk,0) = J(uk) = J(uk−1, N) ≤ J(uk−1,i),

i.e. la suite (J(uk,i)k≥0 est décroissante, minorée par coercivité de J , donc
convergente. La coercivité de J entrâıne qu’il existe M > 0 t.q.

sup
k≥0

1≤i≤N

‖uk,i‖ ≤M ⇒ sup
k≥0
‖uk‖ ≤M.

On remarque que :

J(uk,i) = inf
µ∈R

J(uk,i−1 + µei)⇒
∂J(uk,i)

∂xi
= 〈∇J(uk,i), ei〉 = 0
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De plus :

J(uk+1) = J(uk,N) ≤ J(uk,0) = J(uk)

i.e., la suite (J(uk)k≥0 est décroissante, minorée par coercivité de J , donc
convergente Il en résulte :

J(uk)− J(uk+1) = J(uk,0)− J(uk,N) =
N−1∑
i=0

(J(uk,i)− J(uk,i+1)) ≥

≥
N−1∑
i=0

〈∇J(uk,i+1), uk,i − uk,i+1〉+
α

2

N−1∑
i=0

‖uk,i − uk,i+1‖2

avec :

N−1∑
i=0

〈∇J(uk,i+1), uk,i − uk,i+1〉 =
N−1∑
i=0

∂J(uk,i+1)

∂xi+1
=0

(uki+1 − uk+1
i+1 ) = 0,

N−1∑
i=0

‖uk,i − uk,i+1‖2 =
N−1∑
i=0

‖uki+1 − uk+1
i+1 ‖2 = ‖uk − uk+1‖2.

Il en résulte :

J(uk)− J(uk+1) ≥ α

2
‖uk − uk+1‖2,

avec limk→+∞ J(uk) − J(uk+1) = 0. Du Théorème d’encadrement des gen-
darmes, il résulte que limk→+∞ ‖uk − uk+1‖ = 0. En particulier :

‖uk+1 − uk,i‖2 =
N∑

j=i+1

|uk+1
j − ukj |2 ≤ ‖uk+1 − uk‖2 →

k→+∞
0, ∀i ∈ [[1, N ]].

On a :

α‖uk+1 − u‖2 ≤ 〈∇J(uk+1)−∇J(u), uk+1 − u〉 = 〈∇J(uk+1), uk+1 − u〉 =

=
N∑
i=1

∂J(uk+1)

∂xi
(uk+1

i −uki )⇒ α‖uk+1−u‖ ≤
N∑
i=1

∣∣∣∣∂J(uk+1)

∂xi

∣∣∣∣ =
N∑
i=1

∣∣∣∣∂J(uk+1)

∂xi
− ∂J(uk,i)

∂xi

∣∣∣∣
≤

N∑
i=1

‖∇J(uk+1)−∇J(uk,i‖ ≤ CM

N∑
i=1

‖uk+1 − uk,i‖︸ ︷︷ ︸
→

k→+∞
0

→
k→+∞

0

14



Cas où J est quadratique

On est ramené à résoudre : Auk,i = b, i = 1, · · · , N , k ≥ 0, ce qui
équivaut à la résolution de

(D − E)uk+1 = Fuk + b, k ≥ 0

où A = D − (E + F ) est la décomposition usuelle de A pour les méthodes
itératives. On retrouve donc le schéma de Gauss-Seidel.

Remarque 1. Par extension, la méthode de relaxation est dite de Gauss-
Seidel non-linéaire.

Relaxation avec contrainte

Définition 2.2.2. On considère le pavé. de RN : U = ΠN
i=1[ai, bi]. On

appelle suite générée par la méthode de relaxation avec contrainte sur U
toute suite (uk)k≥0 définie par :

u0 ∈ RN

J(uk+1
1 , uk2, · · · , ukN) = inf

µ∈[a1,b1]
J(µ, uk2, · · · , ukN),

J(uk+1
1 , · · ·uk+1

i , uki+1, · · · , ukN︸ ︷︷ ︸
=:uk,i

) = inf
µ∈[ai,bi]

J(uk+1
1 , · · · , uk+1

i−1 , µ, u
k
i+1, · · · , ukN),

i = 2, · · · , N − 1

J(uk+1
1 , · · · , uk+1

N ) = inf
µ∈[aN ,bN ]

J(uk+1
1 , · · · , uk+1

N−1, µ),

Proposition 2.2.2. La suite associée à la Définition 2.2.1 converge vers
l’unique solution de

u ∈ U et J(u) = inf
v∈U

J(v)

Démonstration. La démonstration est analogue à celle du Théorème 2.2.1.
On signale les modifications. Soit k ≥ 1 et soit i ∈ [[1, N ]]. On remarque
que :

J(uk,i) = inf
µ∈[ai,bi]

J(uk,i−1 + µei)⇒
∂J(uk,i)

∂xi
(vi − uki ) ≥ 0, ∀vi ∈ [ai, bi].

De plus :
J(uk+1) = J(ukN) ≤ J(uk0) = J(uk)
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i.e., la suite (J(uk)k≥0 est décroissante, minorée par coercivité de J , donc
convergente Il en résulte :

J(uk)− J(uk+1) = J(uk,0)− J(uk,N) =
N−1∑
i=0

(J(uk,i)− J(uk,i+1)) ≥

≥
N−1∑
i=0

〈∇J(uk,i+1), uk,i − uk,i+1〉+
α

2

N−1∑
i=0

‖uk,i − uk,i+1‖2

avec :

N−1∑
i=0

〈∇J(uk,i+1), uk,i − uk,i+1〉 =
N−1∑
i=0

∂J(uk,i+1)

∂xi+1

(uki+1 − uk+1
i+1 )︸ ︷︷ ︸

≥0

≥ 0,

Il en résulte :

J(uk)− J(uk+1) ≥ α

2
‖uk − uk+1‖2,

avec limk→+∞ J(uk) − J(uk+1) = 0. Du Théorème d’encadrement des gen-
darmes, il résulte que limk→+∞ ‖uk − uk+1‖ = 0.

On a :

α‖uk+1 − u‖2 ≤ 〈∇J(uk+1)−∇J(u), uk+1 − u〉 = 〈∇J(uk+1), uk+1 − u〉 =

=
N∑
i=1

∂J(uk+1)

∂xi
(uk+1

i − uki ) ≤
N∑
i=1

(
∂J(uk+1)

∂xi
− ∂J(uk,i)

∂xi

)
(uk+1

i − uki )

≤
N∑
i=1

∣∣∣∣∂J(uk+1)

∂xi
− ∂J(uk,i)

∂xi

∣∣∣∣ |uk+1
i − uki |

≤
N∑
i=1

‖∇J(uk+1)−∇J(uk,i‖‖uk+1 − uk,i‖

⇒ α‖uk+1 − u‖ ≤ CM

N∑
i=1

‖uk+1 − uk,i‖︸ ︷︷ ︸
→

k→+∞
0

→
k→+∞

0
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2.3 Méthode de pénalisation

Théorème 2.3.1. Soit U ⊂ RN un convexe fermé. Soit J : RN → R
vérifiant l’Hypothèse 1.0.1 et soit ψ : RN → R convexe vérifiant :

ψ(x) ≥ 0, ∀x ∈ RN , et ψ(x) = 0 ⇐⇒ x ∈ U

Pour tout ε > 0, on pose :

Jε(v) = J(v) +
ψ(v)

ε
, ∀v ∈ RN ,

et on note uε ∈ RN l’unique solution de :

Jε(u
ε) = min

v∈RN
Jε(v).

Alors, la suite (uε)ε>0 converge vers l’unique solution u de

u ∈ U et J(u) = min
v∈U

J(v).

Démonstration. Pour tout ε > 0, la coercvitd́e J entrâıne :

b+ β‖uε‖2 ≤ Jε(u
ε) ≤ Jε(u) = J(u)

donc la suite (uε)ε>0 est bornée dans RN . Par compacité des boules fermées
dans RN on déduit qu’il existe une suite extraite (uϕ(ε))ε>0 qui converge
vers un u′ ∈ RN . En particulier :

J(u′) = lim
ε→0

J(uϕ(ε)) ≤ lim inf
ε→0

Jϕ(ε)(u
ϕ(ε)) ≤ J(u) (10)

De plus : ∀ε > 0,

0 ≤ ψ(uϕ(ε)) ≤ ε(J(u)− J(uϕ(ε))︸ ︷︷ ︸
→

ε→0
J(u)−J(u′)

) →
ε→0

0

Du Théorème d’encadrement des gendarmes et de la continuité de ψ, on
déduit que :

ψ(u′) = lim
ε→0

ψ(uϕ(ε)) = 0

i.e. u′ ∈ U . De (10) et de l’unicité de u on déduit que u = u′. La limite u
ne dépendant pas du choix de la suite extraite (uϕ(ε))ε>0, on en déduit que
toute la suite (uε)ε>0 converge vers u.
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2.4 Méthodes de dualité. Algorithme

d’Uzawa.

Les méthodes de dualité permettent de se ramener à un ensemble de
contraintes dans (R+)N de projeceur associé aisément calculable.

Point-selle et Lagrangien

Définition 2.4.1 (Lagrangien). Soit J une fonctionnelle α-convexe vérifiant
l’Hypothèse 1.0.1 et soit gi, i = 1, · · · , p, des fonctions convexes continues.
On appelle Lagrangien du problème de minimisation :

u ∈ K := {x ∈ RN , gi(x) ≤ 0, i = 1, · · · , N} et J(u) = min
v∈K

J(v) (11)

l’application :

L : RN × (R+)p → R, (v, µ) 7→ L(v, µ) = J(v) +

p∑
i=1

µigi(v). (12)

Définition 2.4.2 (Point-selle). On appelle point selle du Lagrangien (12)
tout point (u, λ) ∈ RN × (R+)p vérifiant :

L(u, λ) = inf
v∈RN

L(v, λ) = sup
µ∈(R+)p

L(u, µ).

Proposition 2.4.1. (i) Si u est solution de (11) et si les contraintes
sont qualifiées en u, alors il existe un multiplicateur λ ∈ (R+)p pour
lequel (u, λ) est un point-selle de L.

(ii) Inversement, si (u, λ) est un point-selle de L, alors u est solution
de (11).

Démonstration. (i) Si u est solution de (11) et si les contraintes sont
qualifiées en u, alors, d’après le Théorème de Karush, Kuhn et Tu-
cker, il existe un multiplicateur λ ∈ (R+)p t.q. :

∇uL(u, λ) = ∇J(u) +

p∑
i=1

λi∇gi(u) = 0 (13)

p∑
i=1

λigi(u) = 0.

Comme v 7→ L(v, λ) est convexe, (13) entrâıne que

L(u, λ) = min
v∈RN

L(v, λ). (14)
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De plus : ∀µ ∈ (R+)p,

L(u, µ) = J(u) +

p∑
i=1

µigi(u)︸ ︷︷ ︸
≤0

≤ J(u) = L(u, λ)

i.e., compte tenu de (14), (u, λ) est un point-selle de L.
(ii) Inversement, soit (u, λ) un point-selle de L. On a : ∀µ ∈ (R+)p,

L(u, µ) ≤ L(u, λ) ⇐⇒
p∑
i=1

(µi − λi)gi(u) ≤ 0

Soit i ∈ [[1, p]] et soit µi > λi. On pose µj = λj si j 6= i. Alors
(µi − λi)gi(u) ≤ 0⇒ gi(u) ≤ 0. On en déduit que u ∈ K. Si µi = 0,
∀i ∈ [[1, p]], alors

∑p
i=1 λigi(u) ≥ 0⇒

∑p
i=1 λigi(u) = 0. Soit v ∈ K.

On en déduit :

J(u) = L(u, λ) ≤ L(v, λ) = J(v) +
∑
i=1

λigi(v)︸ ︷︷ ︸
≤0

≤ J(v).

i.e., u est solution de (11).

Problème primal. Problème dual

Définition 2.4.3 (Problème primal). Pour tout v ∈ RN , on définit :

J̃(v) := sup
µ∈(R+)p

L(v, µ) =

{
J(v) si v ∈ K,
+∞ si v 6∈ K.

On appelle problème primal associé à (11) le problème : trouver u ∈ RN

solution de

u ∈ RN et J̃(u) = inf
v∈RN

J̃(v) = inf
v∈RN

sup
µ∈(R+)p

L(v, µ). (15)

Remarque 2. Si u est solution de (15), alors

∀v ∈ K, J̃(u) ≤ J̃(v) = J(v) < +∞⇒ u ∈ K.

On en déduit que u est solution de (1). Inversement, si u ∈ K est solution
de (1), alors

J̃(u) = J(u) < +∞⇒ J̃(u) = inf
v∈K

J̃(v) = inf
v∈RN

J̃(v).
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La discontinuité de J̃ empêche de lui appliquer les algorithmes classiques
de minimisation. Pour y remédier, on introduit le problème dual.

Définition 2.4.4. Pour tout µ ∈ (R+)p, on définit :

G(µ) := inf
v∈RN

L(v, µ).

On appelle problème dual de (11) le problème : trouver λ ∈ (R+)p solution
de

λ ∈ (R+)p et G(λ) = sup
µ∈(R+)p

G(µ) = sup
µ∈(R+)p

inf
v∈RN

L(v, µ). (16)

Proposition 2.4.2. Le problème dual admet au moins une solution.

Démonstration. Soit (v, µ) ∈ RN × (R+)p. On a :

inf
a∈RN

L(a, µ)︸ ︷︷ ︸
=G(µ)

≤ L(v, µ) ≤ sup
β∈(R+)p

L(v, β)︸ ︷︷ ︸
=J̃(v)

.

i.e. : G(µ) ≤ J̃(v), ∀(v, µ) ∈ RN × (R+)p. Soit (u, λ) ∈ RN × (R+)p un
point-selle de L. Alors : L(u, λ) = G(λ) ≥ G(µ). Il en résulte que G,
concave comme infimum d’une famille de fonctions affines, est aussi majorée
et atteint sa borne.

Remarque 3. En général, il n’ y a pas unicité de la solution du probl eme
dual.

La méthode de dualité repose sur le résultat suivant.

Proposition 2.4.3 (Dualité en optimisation convexe). On fait les hy-
pothèses suivantes :

(i) Les fonctions J , gi, 1 ≤ i ≤, sont convexes et différentiables.
(ii) u est solution du problème primal (15).
(iii) Les contraintes sont qualifiées en u.

Alors, il existe un multiplicateur λ ∈ (R+)p solution du problème dual (16)
et (u, λ) est un point-selle de L. En particulier :

p∑
i=1

λigi(u) = 0 et ∇J(u) +

p∑
i=1

λi∇gi(u) = 0.

Démonstration. On commence par montrer le résultat préliminaire :

Lemme 2.4.4 (Dualité et point-selle). Les assertions suivantes sont équivalentes :
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(i) (u, λ) est un point-selle du Lagrangien L
(ii) J̃(u) = G(λ)

Démonstration du Lemme⇒ Soit (u, λ) un point-selle de L. Par définition :

G(λ) = J̃(u) = L(u, λ)

⇐ Soit (u, ı) ∈ RN × (R+)p t.q. G(λ) = J̃(u). On a :

G(λ) ≤ L(u, λ) ≤ J̃(u)⇒ G(λ) = L(u, λ) = J̃(u)

i.e. (u, λ) est un point-selle de L. �
Démonstration de la Proposition. De la Proposition 2.4.1, et compte

tenu de la Remarque 2, il existe un multiplicateur λ ∈ (R+)p pour lequel
(u, λ) est un point-selle de L, D’après le Lemme 2.4.4, λ est aussi solution
du problème dual (16).

Définition 2.4.5 (Méthode de dualité en optimisation). Sous les hypoths̀es
de la Proposition 2.4.3, on appelle méthode de dualité le procédé consistant
à calculer (u, λ) suivant les deux étapes :

(i) calculer λ solution du problème dual (16)
(ii) calculer u solution de L(u, λ) = minv∈RN L(v, λ).

Remarque 4. Tout (u, λ) calculé par la méthode de dualitést un point-selle
de L, donc une solution du problème primal (15).

Définition 2.4.6 (Algorithme d’Uzawa). On suppose que les fonctions gi,
i ∈ [[1, p]] sont convexes, de classe C1, de gradients ∇gi bornés, et que J est
α-convexe, de classe C1. On appelle suite générée par l’algorithme d’Uzawa
toute suite (uk)k≥0 définie par la récurrence :

u0 ∈ RN

L(uk, λk) = min
v∈RN

L(v, λk)

λk+1 = P(R+)p(λk + ρg(uk)), k ≥ 0
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de l’ingénieur, Dunod, Paris.

21


