Préparation a I’Agrégation
Année 2022-2023

Corrigé du Probleme d’Analyse 2007

I Préliminaires

A. Eléments de P

1. (a) La suite (cy)xer étant presque nulle, il existe R > |Ao| t.q.:
L -2 d
7 ), p(t)e_s, (B)dt = > T ex—xo(t)dt
[A<R
avec: YA € R\ {\o}:
Cx T 1

= o (B)dt = A=2)T_1) =
T 0 6)\ AO() )\—Ao(e )

On en déduit qu’il existe M > 0 t.q.

Cx T
Z T/O 6)\_)\0(t)dt

Ao

IN

2 |C/\| M
< — < —=N(p), — 0
PP

D’autre part:

T

1 (7T
dt = ¢, = —/ p(t)e_x, (t)dt — ¢y,
0 T Jo

C T
Z T/O BA_)\O(t)dt

Ao

Cxo

< - 0
T—+o00

1.€.: 1 T
Jim / D(t)er (1)t = cr,

(b) Soit (c))rer une famille presque nulle de C t.q., .avec les notations
de (a): p = 0. De ce qui précede, on déduit que: Y\ € R,
1 T
Crg = TETW T/o p(t)e_x, (t)dt = 0.
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(a)

Soit p = > ,cp caéx € Pa. Par définition:

Re(p) — % S (exer + 028

AEA

avec €y = e_y, VA € Aet A € A < —X\ € A par hypothese,
donc

1
Re(p) = 5 Z(c)\e,\ +E>\e_,\) € Pa.
AEA
De méme:
n(p) = = 3 (exer —oxen) = 2= 3 (cren — Tre ) € P
p) = % AEXN — CAEN) = 2 CAE\ — ChC_) A-
AEA AEA

Par définition, Re(p) et Im(p) prennent leurs valeurs dans R. On
a immédiatement:

[Re(p)| < [[plls < +o0 et [Im(p)] < [|pllec < +00
donc Re(p) € Py et Im(p) € Py
Soit p € Pp. On a:
Re(p) = 5 3 (crea +e-0) = ;T crea + 537
(§} = — C)€ ChE_ = — C\€ - C\E_).
b 2 ACA AC—X 9 AEX 9 AC—X

A€A A€A A€A

Par hypothese sur A, I'aplication A — —A\ est une bijection de
A — A donc

1 1 1
Re(p) = 5 ZC,\G)\ + 5 ZE_)\S,\ = 5 Z(C)\ —FE_,\)B)\.

AEA AEA AEA
De meéme:
() = 5 Sexen ~Taen) = 5 S enen = ;37
m = — CrEy\ — CrE_ = — CrE) — — C\E_ ).
p 2 AC A€\ 2 AEN % AC_\
AEA AEA AEA
S BT VA B T Y
= — CrE\ — — C_H\E) = — Cy — C_) )e
2i AEN 22. AEN Qi A PYADN
AEA AEA AEA



On a aussi: VA € A,

(cx —Cy)
21

e\ = (ex+2-) +i(c’\ _,Cf’\) = |ey| <
2 21

c\+c_
‘(A A)+

i.e., apres sommation sur \ € A:

N(p) < N(Re(p))+N(Im(p)) (%) K'(A) sup Re(p)+K'(A) sup Im(p) <

< K'(A)sup [Re(p)| + K'(A) sup |Im(p)| < 2K'(A)][p|lo

donc A est un ensemble de Sidon.

B. Polynémes de Legendre
Un(2)

( o — x)n—o—l
z = x pour unique pole. D’apres le Théoreme des Résidus:

/7 D inRes <z = U—()>

(z — x)ntl (z — x)ntl

1. (a) L’application F : z est méromorphe sur C et admet

zZ=T

Le Développement de Taylor du polynome U, en z = x donne:

Vz e C\ {x},

Uu2) =  UP() U (2) | e U ()
; kl(z — x)mt1=k " nl(z — z) * Z (z=a)* k!

d’ou on déduit immédiatement que

Res <z > _Unlz) )

(z — x)ntl

Z=x

Il en résulte:

/V((Z;l)ndz = %i—?Pn(x)

o — x)n—&-l

(b) La formule de (a) est vraie pour tout lacet v de rayon r > 0. En
particulier, le choix r = /1 — 22 donne

Fulo) _ 1 /ﬂ((m+r6i9)2—1)"ei”9d9

nl 2@ )
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! ' i " —1in
szﬁﬂTfﬁFﬁ/ «x+¢Ti§¢f_1>e 040

! " ; o\ .
T o1l — 2 / ((1 —a?) (e — 1) +21;\/m6w> e

27(1 — a2

B (1 _ x2)n/2
= (1= a2y

2 (x—i—i\/l—i:c?sinH)nd@

ef / <2i\/ 1 —22sin0 + 2x> e~ dp

=5/
P, 1 [ n
= L,(x) = ;n—g? = %/ (:1: +iv1 — x? sin@) ao (1)

Quand |z| = 1, soit par exemple z = 1, pour 7 de rayon r > 1:

O D | T e |
%/v(z_l)n“dz_ﬂ/(z—l)dz_

-
_Res<zl—> 1) \zzl—g_rg(z—i—l) =" = o =9
donc L, (1) = 1.
De méme:
1 2_)n 1 — 1y
f/(z—n)_'_ldzz — (Z ) dz =
2im ), (2 +1) 2ir ), (z+1)
Fu(=1)

_ (z—-1)" _ n_ (o (o
= Res (z — Y ) =1 = Zlg{ll(z—l) =(-2)" = = (—2)

donc L,(—1) = (—1)". Par continuité du membre de droite dans
(1), on en déduit que (1) est vrai sur [—1, 1].

2. De 1.(b), on déduit immédiatement que

Soit z € [—1,1]. De 1.(b), on déduit que

™

™

_r —



2

1 s
= —/ (22(cos 0)* + (sin0)*)"/2dH < 1
et les égalités: |L,(1)| = |L,(—1)| = 1 montrent que cette borne est
atteinte, i.e.:

sup |L,(z)| = 1.

z€[—1,1]

3. (a) Soit n € N et soit x € I,. D’apres les calculs faits a la question 2.,

2

|L,(z)| < L /ﬂ (2°(cos B)* + (sin 6)*)"/2d6.

—T

On remarque que
re€l, & |z7|<1-n = 0<2* < (1—-n)?

donc

Lale) < g [ (=0 (cost)? + (sin)2)" 20 =

1 iy
= 2—/ (1+ (n* — 21)(cos 9)2)”/20[9
™ J-m

avecn® —=2n=n(n—1)—n<—n=

|L,(z)| < S /ﬂ(l — n(cos 0)%)"2df

2 J_.

(b) On commence par remarquer que 6 — 1 —n(cos §)?étant paire, on
a

1 s

2 ),

1 K
(1 — n(cos )?)"/?df = —/ (1 —n(cos #)*)"2d6
T Jo
Soit 0 €]0, g[ On a
2
Vo € [0, 7], ‘9— g‘ >0 = |cosf* > |cos (g j:5> = |sin |?

= V0 € [0, 7], ‘0— g‘ >0 = 0<n|sind]* <nlcosh)? < 1.
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Il en résulte:

T

’ 1 — n(cos #)* ”/2d9§z 1 — 1| sin §|>)™/?
2

0

et
/ (1 —n(cos0)*)"2df < z(1 — 1| sin 6]*)™/2.
) 2
De plus:
45
/ (1 —n(cos#)?)™2do < 26.
5
Donc:

1 g 1 1)
— (1 — n(cos 9)2)"/2619 < 7m=(1—n|sin (5|2)”/2 + —
2 J_. 2 T

avec 0 < 1 —np|sind]* < 1=

lim (1 —n|sind>)"? =0

n——+o00

donc

1 [7 )
limsup — [ (1 —n(cos6)?)™2do < —
n——+o00 2 o ™

vae]o,g[.

1.e.:

lim i/ (1 —n(cos 0)?)"2df = 0.

n—-+o0o 27‘(’ o

De (a), on déduit que

1 s
sup |L,(z)| < %/ (1—n(cos0)*)2dh = lim sup|L,(x)| =0

z€ly, - n—=+00 gy,

i.e. que la suite (L, ),>o converge uniformément vers 0 sur I,,.

C. Opérateurs Différentiels
1. (a) Ona
(X2=DU, = (X*-D((X*=1)") = (X*=1)(n(X*~1)""1(2X)) =
=2nX(X? —1) = 2nXU,.
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(b) De (a), on déduit que

((XZ . 1>Ur/z)(n+1) _ (QTLXUn)(n+1) —

n+1 n+1
- Z C1Ii+1 (X2 o 1)(k)U7Sn+2fk) _ 2nz CTkL:JrlX(k:)UT(Ln—H—k)
k=0 k=0

= (X2-D)UMD 1 2n+ 1)XUMY 4 nn+ 1) UM =
= 20 XU 4 2n(n 4+ 1) UM
— (X2 -1)UrD L oxU) —nn+ 1)U =0
— (X?’-1)P"+2XP —n(n+1)P, =0 <= D(L,) = —n(n+1)L,

2. Soit f,ge V. On a

[ a=eiroae it = - [ a=eyrwge e [ eroa aea - rwg),

1 1 -

— _/_ (1 =)' (t)g'(t) dt+2/1tf’(t)g(t) dt

1 —
donc

/ D()(0)g(t) dt = / (1—22) /"(t)g (1) dt—2 / 7 0gle) de = - / (1-£2)f(6)g/ (1) dt

1 -1 - 1

L’expression du membre de droite étant symétrique en f et g on en
déduit que

/ D) (B)a(t) di = / 0D dt

3. De 1.(b), on déduit que {—n(n+ 1), n € N} C X.
Soit A € ¥ et soit f € V) \ {0}. D’apres 2.: Vn € N,

/1 D(f)(t)Ln(t) dt 2: /1 f(t)D(Ln)(t) dt

— A/_llf(t)Ln(t)dt— Cn(n+1) /_jf(t)Ln(t)dt



— (A+n(n+1)) /1 f()L,(t)dt = 0.

Soit u = Re(f), v = Im(f). Il en résulte que

/1 u(t) L (t)dt +¢/1 v(t) L, (t)dt = 0

1
avec

1 1
/u()L( t)dt e R et /v t)dt e R =

:»/ / 0.

SiAg {—n(n+1), n € N}, alors:

1 1
Wn € N, / w(t) Lo(t)dt = / o(8) L (#)dt = 0.
-1 -1
On remarque que: L, est un polynome de degré n, Vn € N, ce qui
fait de (L,)n>o une base de R[X]. Comme l’ensemble des fonctions
polynomes est dense dans C°([—1,1]) d’apres le Théoreme de Stone-
Weierstrass, il en résulte que u = v = 0, i.e. f = 0, ce qui contredit
I'hypothese f € V) \ {0}, donc il existe n € N t.q. A= —n(n+1).

. De 2., on déduit que C L,, C V_,,(41). Soit y une solution de (E) et soit
W le Wronskien de la paire (L, y) de solutions de (E). Par définition:

y Ly,

w:’y, i

On a: Vz € [—1,1],
(L=a)W'(z) = y(a) Ly (2)—y" () Ln(2) = 22 (y(2) L}, (2) — ' (x) Ly (2))

2
— 2W(x) = W(z) = ——W(z), Voe|—1,1]
(1—=?)
On en déduit qu’il existe une constante C' € R t.q.
C
1,1 -
Va E] ) [7 W(‘r) (1 . xQ)

Par définition de V, W € C!([-1,1],C) c C°%[-1,1],C). Ceci est
possible ssi C' =0, i.e. ssi y € CL,.
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5. On cherche si £ admet des solutions de la forme: u(t,z) = a(t)b(x)
avec a,b € C*(R x [—1,1],C). Le calcul donne:

a'b = ((1 — 23" — 220 )a.

Soit (tg, xg) € R x [—1,1] t.q. u(ty,x0) # 0 et soit Q =|t1, ta[x]|x1, x2[C
R x [—1, 1] t.q. (to,ilfo) S Q et

V(t,z) € Q, u(t,x)#D0.
Un tel pavé @) existe par continuité de u. Alors;

a/”<t>

b’ (z) b(x)
) — 2z

b(x) b(x)
Dans @ la fonction t +— “a”(it)) est une fonction continue a la fois de la

variable t et de la variable indépendante z, donc constante: il existe
une constante o € C t.q.

V(t,x) € Q, =(1—2?%

¥(w) _, V()

V(t,x) € Q, = (1—2?) o) x o)

= 0.

On en déduit en particulier:
V(t,z) e R x [-1,1], (1 — 2" (x) — 220 (x) = ob(z) —oeX.

Si o =0, alors a” =0 = a(t) = M+ u, avec (A, ) € C? et b € CLy,
i.e. b est constante, donc, u est de la forme: wu(t,z) = A + pu avec
(A p) € C* V(t,r) € Rx [-1,1]. Si K # 0, soit 0 = —n(n + 1),
n € N* alors b € CL, et a"(t) = —n(n+ 1)a = Ja, f € C t.q.

V(t,l‘) ceR x [_1’ 1]7 at) —_ (aei\/n(nJrl)t + ﬁefi\/n(nJrl)t)

)
donc u est de la forme

(t,z) — Ly(x) <aei\’ nn Dt 4 BeTiv "(”H)t) , n €N (a,B) € C?



II. Construction d’ensembles de Sidon

A. Théoreme d’approximation de Kronecker et appli-
cation
1. (a) Parhypothése, il existe une famille (A;)1<j<, € Q" t.q. D7) Ajw; = 0.
En multipliant les deux membres de 1’égalité par le dénominateur

commun des \;j, on se ramene au cas ou \; € Z, Vj € [[1,n]]. On
pose ((z) = > | \jzj, Vo = (7j)1<j<n € R". Par construction,

¢(w) = 0. On en déduit:

U(G) = Riw) + 20(Z") = 2mU(Z") = () = (27
\:E/ 2w

avec \; € Z, V¥j € [[1,n]] = {(Z") C Z. On pose { = %ZZ et alors:
UG, ={(Z") C Z.

(b) Par continuité de ¢:

(G)CUG)=Z=1

car Z est fermé dans R. De plus: £ # 0 = ((R") = R, donc
G, #R™

2. (a) Pour tout 7' > 0, Jr est multilinéaire, donc il suffit de raisonner
sur la base (eg)kez de Pz. Soit k= (ky,--- ,k,) € Z™. On a

IR
JT(6k17 “ e 7€kn) — ?/ elwk)tdt
0

avec w - k # 0 si k # 0 car w est Q-libre. Le calcul direct donne:
Vk € 7™\ {0},

Jr(er, er,) = =

donc

|JT(€/€17 T 76kn)| <



De plus: Vk € Z™\ {0}, 3jo € [[1,n]] t.q. kj, # 0 et alors

1 27 1 21
— (tydt=0=1I"_, [ — (t)dt ) = 0.
Si k=0, alors Jr(eg,, - ,er,) =1, VT >0, et

1 2
Vi € [[1,n]], kj:():—/ ey, (t)dt = 1.
27T 0 ’

Finalement dans tous les cas:

. 1 2
lim JT(ekl, L ,ekn) = H?:l <§/ ekj (t)dt> =: Joo(ekl, s ,ekn).
0

T—o00

Soit f = (f1,- -+, fn) € C™. Par densité des polynomes trigonométriques
dans C, il existe une suite (fx)r>0 € (P2)N t.q.

lim —sup [[f(t) = f(t)[ln =0

k—+o0 g<t<2r

ol || - ||, est la norme euclidienne sur R". Pour tout 7" > 0, Jr est
multilinéaire donc continue sur C". On en déduit: Vk > 0,

|[J(F) = Joo (N < 12 (f)=Tr (fi) [+ T2 (fi) = Joo (i) I [ oo (fi) = Joo (F)]

Soit € > 0 et soit ko t.q. supgcicon [f(t) — fu(t)|ln < &, Yk > ko.
On fixe k > ko. Alors: VI' > 0,

[ Jr(f) = Jr(f)l < C sup [[f(t) = fu(t)lln < Ce,

te[0,27]

et
[ Joo(f) = Joc(fi)] £ C sup [[f(t) = fu(t)||ln < Ce,

te[0,27]
On en déduit:

limsup | Jr(f) = Joo(f)l = 26+ Lim |Jr(fi) = Joo(fi)] < 2¢..

T—+o0

Ceci étant vrai Ve > 0, on en déduit que

limsup | 77 (f) = Juo(f)] = 0.

T—+oo
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3. Les g; étant continues sur le compact [0, 27], elles sont uniformément
continues, ainsi que les applications ¢t — g¢;(w;t), j € [[1,n]]. Soit € > 0.
Pour tout j € [[1,n], il existe n; > 0 t.q.: V¢, ¢ € [0, 27],

[t —t'] <n; = |gj(wit) — gj(wit')| <e.
Soit n = miny<;j<, n;. Alors: Vi, t' € [0, 27],
it —t'| <n=|gj(wit) — g;(w;t)] <e,  Vjel[l,n]].

Du Théoréme de Heine, on déduit également que pour tout j € [[1,n],
il existe t; € [0, 17] t.q. gj(w;t;) = supg;. Soit t = (¢1,--- ,t,) € R™
De 1.(b), on déduit qu'il existe sw+2mv € Gy, t.q. ||t —sw —2mv|| <,
et alors, par périodicité: Vj € [[1,n]],

|t; — sw; — 2mv;| < ||t — sw — 27| <n =

95 (wjt) — gj(w;s)| = |g;(wit) — gj(w;s + 2mv;)| < e.
On en déduit:

9(s) = > giwity)| <D lgs(wys) — gilwity)| < ne,
=1 j=1
i.e., par le choix des t;, j € [[1,n]],
lg(s) =Y _supg;| < ne.
j=1

Il en résulte:

supg > g(s) > Y _supg; — ne.
j=1

Ceci étant vrai Ve > 0, on en déduit que supg > Z;”:l sup g;.

On a aussi immédiatement: sup g < Z?Zl sup g; donc sup g = Z?Zl sup g;.
4. Soit A € A et soit v € I' t.q. A € yA,. Comme A, est symétrique par

hypothese, —A € YA, C A, ie. A est symétrique.

Soit p € Py, p = Y en Gaéx. On remarque que Ay, N YA, =0,
Vv # 72. Sinon: soit 71,72 € I' t.g. 1A, NyeA, # 0 et soit

12



A€ A, Ny, Tlexiste Ay € Ay, Ay € Ay t.q. A =711 A = 129 avec
A € ZF et \y € Z* par hypothese. On en déduit: 0 =: A\;y1 — \yye avec
A1Ag # 0, en contradiction avec I' Q-libre. On en déduit que la réunion
A = U,eryA, est disjointe et que p se décompose sous la forme:

p:Z Z CAEN = Zpy

vel AevAy yel
avec:
vfy € F7 Y2 € 7D’yA.Y
De plus:
p € Py =p=Re(p)=> Re(p,)
yel’
avec:
Vyel, p,€Py, = Re(p,) € 735\
et 1 ]
Re(p,) = ) Jlentesen= >, (e +Tan)en
AEYAy AEA,
donc:
1 _
vt e R, Re(p,)(t) = Z 5(07/\ +eopex(h) = g,(7t), g4 € P}i
AEA,

On en déduit, compte tenu de 3.:

g € 731]% = supp = Zsupgy
~vel

On a
N(p) < Z N(Re(p,)) = Z N(gy) < ZK,(AW) Sup gy <

vyel’ yel’ ~yel
<c E sup g, = csup p.
yel’

Finalement, A est un ensemble de Sidon réel de constante K'(A) < c.
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(a) Par définition:
A 1 4
R7(0) = — [ R;(t)dt.
(0 =5 [ Ri)

Dans le développement de R{(t) suivant la famille e*(Xites)
J € [[1,k]], P'unique terme de contribution non nulle est 1, donc
R7(0) = 1.
Soit m € [[1, k]]. Par définition:

. 1 [ .
RY (M) = — /0 R (t)e midt.,

:27r

On remarque que la famille A étant dissociée, \,, = > i1 €37
avec €5 = 0j,,, est 'unique décomposition admissible de A,,. Dans
le développement de R{(t), I'unique terme de contribution non
nulle est donc 2e/®+¢m). On en déduit que

A 1 [™1, , 1.
BfOw) = 5 / L ontrongitnt gy = Len,

—Tr
Le méme raisonnement pour —\,, donne:

1
Ry (=Am) = g€ "

(b) Soit p € PR. On a:

P=Y (exnern +Crner,)

m=1

avec €y, €x, = Cx,,€—x,, = Cx,, = C_),, par unicité de la décomposition
de p dans la base (e))aen-
Par définition: Vm > 1,

PAm) = 1 /7r p(t)e_y, (t)dt = Z%% /7r ey (t)dt+



donc

p= Z(ﬁ(/\m)@\m + p(=Am)e-x,,)

m>1

avec: Ym > 1, p(—=A\) = p(Am). On en déduit:

On choisit: ¢, = 0,,, Ym > 1, et alors

1 K

2 ),

p(ORE@)dt =Y [p(Aw)].

m>1

Soit p € PX. De (b), on déduit que:

5 | pORz@E =3 50w

m>1

avec

pEPR = p(=An) =p(Am), Ym>1
donc . ~ .
%/ p(t) R (t)dt = §N(p) <supp Rf(O)

car RY > 0, i.e., compte tenu de (a):

1
EN(Z?) < supp.

Comme de plus A est symétrique, on en déduit que A est un
ensemble de Sidon réel de constante K'(A) < 2.
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2. Soit n € Z. On suppose que n se décompose sous la forme d’une somme
presque nulle n = ., €;A; avec £y € {—1,0,1}, Vj > 1. Si n admet
deux telles décompositions, soit:

n = Zc"fj)\j = Ze’f;-)\j

j>1 j=1
alors
0= E (gj —€5)A;.
j=1

Dongc, la somme étant presque nulle, il existe N > 0 t.q. ijzl(sj —

)\ = 0. Alors

N-—1
)\.
A J /
EN—Ey=—) (e €)
=1 "N

, ey 2 31
:>|€N—€N’§223 =3 g <1
j=1

donc ey — &ly| < 1 = ey = €y. Par récurrence descendante sur N, on
en déduit que ; = 89, Vj > 1, i.e. que la famille A est dissociée.

III. Un ensemble de Sidon d’irrationnels quadra-
tiques

A.

1. (a) On suppose que 0 est isolé dans G N R*. Donc il existe r > 0
t.q. GNI0,r[= {0}. Soit ¢ = inf(G N[0, +oc]). Sic & G, alors
il existe une suite (z,),>0 € G" t.q. @, — c. Soit € €]0,¢[. 1l
existe ng > 0 t.q. =, €|c,c + [, Yn > ng. Alors, Vn > ny,
z, — ¢ €]0,e[NG CJ0, NG, ce qui contredit le choix de ¢. Donc
¢ € G et ¢ = min(GN]0, +o0[). En particulier: ¢Z C G. On
suppose que ¢Z # G. Soit alors x € G\ ¢Z. 1l existe k € Z
t.q. ke <z < (k+ 1)c. On en déduit: = — ke € GNJ0, ¢|, ce qui
contredit la définition de c. Donc G = cZ.
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(b)

Soit H un sous-groupe de (R}, x) t.q. 1 soit un point isolé de H et
soit In : H — R, g — In(g). L’application In est un isomorphisme
de groupes de (H, x) dans (R, +) d’inverse g — €9, et In(H) est
un sous-groupe de (R, +). Par hypothese, 1 est isolé dans H. Soit
H N [l,r[= {1} pour un certain r > 0. Alors In(H N [1,r]) =
In(H) N [0,In(r)[= {0} par croissance de In, i.e. 0 est isolé dans
In(H). De (a), on déduit quil existe ¢ € Z t.q. In(H) = cZ, i.e.
H = 6cZ — (GC)Z.

Par hypothese: © + y/m > 1 =z — yy/m = m €]0,1[. De
plus —z + y/m = —(x — y/m) < 0. Finalement:

—rH+yym <0<z —yym<1<az+y/m.

On en déduit:

—_

v = 5o —yVim) + 5 (o + yim) > 0

[\]

yz%(wryﬁ)—%(x—y\/ﬁbo-

Finalement: z > 0 et y > 0 avec (z,y) € Z> =z > 1l et y > 1.

On en déduit:
r+yv/m>1++/m.
Soit (x + yy/m,x’ +y'v/m) € G%. On a:

(z +yvm) (2 +y'vm) = z2' + yy'm + (yz' + v'x)vm

avec
(22’ +yy'm)® — (ya’ + y'z)*m =
= (22" +yy'm + (y2' + y'z)vm)(zz’ + yy'm — (y2’ + y'z)v/m) =
= (z +yvm) (@' +y'vm)(z — yym)(2' —y'vVm) =
= (¢ —y*m)(z"? — ym) = 1.
De plus: V(z + y/m) € G,
1

——— =z —yyme Gy,
z+yym yvm
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donc G, est un sous-groupe de (R}, x). Si x 4+ yy/m < 1, alors
(x +yy/m)~' =z —yy/m > 1, donc quitte a échanger y et —y on
peut supposer que x+y+/m > 1. De (a), on déduit que x+y+/m >
1+v/m,ie. G,N[L,14++y/m[= {1} et 1 est isolé dans GN[1, +o0.
De 1.(b), on déduit qu'il existe v, € G t.q. G = % et alors
Ym > 1+ /m.

. Soit ¢ € . On a: VA € N
NEA, <= TneN tq (2n+1)?2—dg\*=1
< dIneN" tq (2n+1)E£2\/q€ Gy
Si Gyy = {1}, alors: Vn € N,
m+1£2\/g=1 << n=0 et A=0.

Contradiction. Donc Ay, = 0.
Sinon, d’apres 2.(b), il existe vy € Gug t.q. Yag > 1 +2,/q et
Glag = Vi, Soit \j, € N* associé & 73, avec j > 1 et soit n € N*

tq.:
2n + 142X/ = 73,

Alors: . i
Py fyiq - 74qj
7,9 — :
4./q
On en déduit: Vj > 1,
A\ 1-j  _—1-j -1 |
Jtla ~ Tag Yag ;j74q Yag Vg — Vaq <0
—  =—= : — = .
Ajvq %j;q - ’74(1) / ,yflq - /74(1] VZZ —1

car 4q > 1, d’ou on déduit:
)‘j+1,q
BV >y > 14+2¢/q
3,4 2.(a)

i.e. Aj"qu Z (1 + 2\/6_1>/\j,q-
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B.

1. Soit Vb = ev/a + d € K(y/a) avec ¢,d € K. On a b = (cy/a + d)? =
Fa+2cdya+d et VbE K =d=0cetc#0,ie vVb=cyaet
Vab = ca € K.

Inversement si vVab € K, alors dc € K t.q.:

2.

(a)

\ﬁ)z%zc?éK(\/&).

On note P(m) la propriété: si g1, -+ ,qn, P1--* ,Pm sONt 0+ m

nombres premiers distincts, n > 1, alors \/q1 -~ ¢n € Q(\/P1,- -+, \/Pm)-

Soient p1,q1, - - , ¢, , n+1 nombres premiers distincts. On suppose

que \/q1 - ¢ € Q(/p1), alors
VG EQ et VB Qo yiim € Q

en contradiction avec p1q; - - - ¢, nombres premiers distincts. Donc
P(1) est vraie.

On suppose P(m) vraie. Soient i, ,qn, D1 Pm, Pmi1, T +
m + 1 nombres premiers distincts. On suppose que /g1 ¢q, €

QP15+ /Pms /Pmi1) = QP15 /Pm)(y/Pmr1). Par hy-

pothese de récurrence:

Vi €Qp1, -  VPm) et Dma € QP15 V/Pm)
= V@ @nPmit € QWL 5 /D)

ce qui contredit a nouveau I’hypothese de récurrence. Donc P(m+
1) est vraie.

Par récurrence sur m > 1; P(m) est vraie Ym > 1. en contradic-
tion avec p1, ¢, - - , ¢, nombres premiers distincts. Donc P(1) est
vraie.

On suppose qu’il existe g1,---,q, € Q et A,---, A, € Q t.q.
Y1 Aiy/@ = 0. Quitte a diviser ¢y, - -+ , ¢, par leur plus grand
commun diviseur, on peut supposer que ¢y, - - - , ¢, sont premiers

entre eux. On suppose que \;, # 0 pour un indice iy € [[1,n]].
Alors

Vi = =3 2 VE € QUL V)

iio
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ou {p1, -+ ,pm} désigne l'ensemble des facteurs premiers de la
famille {g;, i # ip}. De (a), on déduit que g;, est divisible par 'un
au moins des p;, ¢ € [[1,m]], ce qui contredit ¢y, -- , ¢, premiers
entre eux. Donc la famille (,/q),cq est Q-libre.

3. On remarque que pour tout n € N*, la décomposition en facteurs
premiers de n(n + 1) est de la forme n(n + 1) = ¢g\? avec A € N*,
ol q, resp. A2, est le produit des facteurs d’exposants impairs, resp.
pairs. Nécessairement ¢ € Q) et de A.3., on déduit que A et lié a
q € @Q par la condition A € A,. On en déduit que A "R = U eqA,.
D’apres A3, A, # 0 est de la forme: A, = {)\;,, j > 1} C N* avec
Nit1,g = (L+2/0)Ajq = 3Njq, Vi > 1. De ILB.2., on déduit que A est
dissociée. De I1.B.2.(c), on déduit que A est un ensemble de Sidon réel
et qie K'(A) < 2.

IV. Polynémes trigonométriques aléatoires

A. Inégalité de Bernstein faible

1. On a: Vt € R,
n ' i n n nin + 1
p(t) = ;zkake U= )] < ;klakl < ;kaHoo = %Hp”oo.

2. Soit ty € [0,27] t.q. p(to) = ||plleo, qui existe car p est continue sur le
compact [0,27]. On a: Vt € S := [ty — t,to + ﬁ], en appliquant la
formule des AF:

1
[p(t) = p(to)] < [t = tolllp'lloc < anlt =tolllplloc < FIplloc

1
= [p(to)| = [|plloe < §|Ip||oo + [p(t)]|

donc 1
Ip(t)| > =Ipllco-
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B.
1. On a: Vo € R,

2n 2n

cosh(z) = ’ et e¥/? = E ; ‘
! "n!
n>0

avec: Vn > 1,

rnl 222\
2n)!  Mp_(n+k) ~ (n+1)» \n+1

2n l.2n

x2/2
(2n)!§2nn!,Vn21:>coshx§e , Ve e R

donc

2. Les va X}, étant indépendantes, on a:

E(eRe(Z)) _ E(ezzzl Re(aka)) _ E(HZ:1eRe(aka)) _ HZ:lE<€Re(aka)>

1 1

3. (a) Soit A > 0. On a

E(eARe(Z)) _ E<€Re(/\2)) = I17_, cosh(Re(Aag)).

AER

De méme:

E(G*)\Re(z)) — E(eRe(fAZ)) 2: HZ:l COSh(Re(—)\CLk))

AER
donc, en remarquant que e**R¢Z > (:
E(MRe@) < B(ARD) 4 B(e  RU?)) = 2IT7_, cosh(Re(Aag))

car r — cosh x est paire, donc

E(MNRDN) < oI b ReOa) — oppr o IRe(a)l? _
1. N N

2
_ 9eXio A IRe(ar)?

21



(b) On a, la fonction exponentielle étant croissante sur R::

E(BMZ\) < ]E(ex\|ReZ|+)\|ImZ|) — E(GAIRGZ‘GMImzl)

et le méme raisonnement que pour 2.
- 1 — m a
E(e™?) = Z <§elm(a’“) + e tmlok ) Zcosh (Im(ay))
k=1
= E(eMm(?) = E(emA2)) = II7:_, cosh(Im(Aayg)).
S .

On en déduit, comme pour (a):

E (M) < ATy elmOan)/2 _ oppn M m(a)2/2 _

n 2
_ 9 X lm(ay)?

L’inégalité de Cauchy-Schwarz entraine:

MZ\ \/]E e2AReZ]) \/IE e2AmZ)

< 9eXio1 A [Re(a)? o7y A lm(an)? _ 9 A2 Sy laxl?

(a) Soit A > 0. On a

2 2
/ eAIZt(w)dt:/ MOl gy > /62||pwodt 1w
0 0 A2 Jg Q,

(b) On a, par le Théoreme de Fubini:

2 27
E( 2 ) < a,E (/ eAIZt(w)Idt) _ Oén/ E (6>\|Zt(w)|) dt
0 0

2
2\~ \n 2 PA 2
< Zan/ N k=1l = Yoy, N 2k lonl”
0

>/

B.3.(b)
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2. (a) On suppose que: Yw € ,

M(w) > 2 (% In(d7a,) 23 |ak\2> |

k=1
Comme x — e® est continue et > 0, on en déduit:

2 n 2 2 n 2
E<€/\M/2) > eln(47ran)+)\ dop=1laxl? 47TOén 6)\ Sh_q lakl

en contradiction avec 1.(b).
(b) En posant:

a=In(4ray), b= Z |ag|?,
on est ramené a chercher A > 0 t.q.:
2(§+)\b> —4Vab < \b—2\Vab+a=0

Vva _ In(drae,)

VB Vay = .
= MWb—Va)?=0 <= A= v S

Pour ce choix de A:

n

M (w )<2(/\+)\b)—4\/_— J n(dmo,) > larl.

k=1

3. On pose: Vk € N|
1 st keA,
=0 si

non

M(w) < 4J In(4man) Y |ag)? = 4v/In(4ra,) AN {1, -, n}|

k=1
et
o N(pw) o ZZ:l |ak’ _ |Am {17"' 7n}|
= VIAN{l, - ,n}| <4K(A)\/In(47ay,)

IAN{L,- - ,n}| < 16K (A)?In(dray).
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V. Vibrations des spheres

1. Soit € > 0. D’apres 1.B.3(b), il existe ny > 0 t.q.

3.

Vn >mng, Vxel, |L,(z)]<e.

Soit n > ng. D’apres I.B.2.: V(t,z) € R x I,

No
(2, < — Ly ( — —(1—
| (t, )| Z| W n0+5(n ne)) = n( £)+¢

Soit ny > ng t.q. “* <&, Vn > n;. On a alors:

Vn>mng, VY(t,x) e RxI,, |u,(t,z)]<e2—¢)<2e.

Ona: Vn>1VteR

o(t,£1) Z(Skn etV (k1)

avec

|un (t, £1)| < = 21_1:,sup|un( +1)| > 1.
k 1 teR

D’apres 111.B.3. et .LA.2.(b): la famille A = {£y/n(n+ 1), n € N*}
est un ensemble de Sidon réel de constante K'(A) =2 et

1
Plutn(t, 1)) = 1 < 20 (A) sup fun(t, £1)| = sup fun(t, £1)| > =
teR teR 4
(a) On remarque que:
zt/2 n

Vn>1, VteR, wv,(t )

Z 5k nezkth

Soit t € R et soit n > 1. L’application = — v,(¢,x) est con-
tinue sur le compact [—1,1], donc elle y atteint son maximum.
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v
Si ce maximum est atteint en xy €] — 1, 1], alors a—n(t,azo) =
T

9%v,,

(t,z0) = 0 et on en déduit:

Ox?
cit/2 '
D(Un)(tv ZL’()) = - Zékﬂk(k + l)elkth(l'O) = 0.
k=1
avec Vk € [[1,n]], dgnk(k +1) # 0 IA:1>(b) Li(zg) = 0, Vk €

[[1,7]]. On en déduit que v,(t,z9) = 0, Vt € R, ce qui contredit
|Un(t7 l’0>| = SUPge[—1,1] |U7L(t7x)’ Donc

n t, = n t?
zg[l_afulv (t, )] wé?f‘fi}w (t, )]
avec
oit/2 '
v (t, £1) = R, (£e")
n

1 )
VteR, sup |vu(t,x)] < —sup|R,(e™)]

z€[-1,1] N uer
On a: Vn > 1,
4 4 1
—V/nln(4ra,) = —/nln(2rn(n + 1)) = 4\/— In(2mn(n + 1))
n n n
avec
1 In(2 1 1 1
L inmn(n+ 1)) = 2C0 o) et D,
n n n n n—+00

4
donc lim —+/nln(4ra,) = 0. On déduit de (a) que (v,,),>1 con-

n—+oo N
verge uniformément vers 0 sur R x [—1, 1].

De plus, de 1.B.2., on déduit que : Vn > 1, V(t,z) € [-T,T] X
[_17 1]’

lun(t, ) — v, (t, z)| < l Z ‘ei(2k+l)t/2 A /k(kg)t’
n

k=1
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avec: Vk € [1,n]],

(2k+1)t/2
|ez(2k+1 /2 1/k(k+1 | |/ zudu| <
k+1

‘k+——\/7k:+1' ‘()‘T<C—
donc

lun(t, ) — v, (t, z)| < ZC—

Soit € > 0 et soit ng > 0 t.q. ; < e, Vn > ng. Soit n > ng. Alors:
V(t,x) € [-T,T] x [-1,1],

ln (£, ) — v, )] < % (no + £(n — no)) < CT ( = g)

On fixe ny > ng t.q. fo <e. Alors: Vn > ny, V(t,z) € [-T,T] x
n
[_17 1]7
|un(t, x) — v, (t, z)| < 2CTe.

On peut supposer en outre, par I'uniforme convergence de v,, vers
0, que VYn > ny, V(t,x) € R x [—1,1],

o (t,2)| < e.
Alors: Vn > ny, Y(t,z) € [=T,T] x [-1,1],

lug (tz, x)| < (2CT + 1)e.

26



