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Corrigé du probleme d’Analyse de 2021

I. Questions préliminaires.

(I.0) On a

1
Yn>0, VreR, |h(x)—2z =

donc

1
Vn > 0, hp(z) —x|=— — 0.
n Sup [hn(@) =l =2 >

donc h: R — R, x — h(z) = x répond a la question.

Par continuité de x — 22, on en déduit que h? converge simplement
vers h? sur R.

On pose: x, =n, Vn > 0. Alors: Vn > 1,

— 2#0

n——4o00

1
) — a2l =2+

donc la convergence de (h?),,>; n’est pas unifurme sur R.
n =

On a:
Vn >0, VreR, |fu()gn(z)— f(2)g(z)] <|fulz) — f(2)|lgn(x)]+
+1f(@)[lgn(z) — g(z)|

avec

sup [gn (2)| < |gn(2) = g(x)[+|g(2)| < sup|gn(z)—g(z)|+sup|g(z)| < C
zeR z€eR zeR

ot la suite de terme général sup,.g |g.(x) — g(z)| est bornée car con-
vergente vers 0 par hypothese et olt sup,cp |g(z)| < 400 car g € Cp(R)
par hypothese. De méme sup,cp |f(z)| < +oo car f € Cy(R) par hy-
pothese. Il en résulte qu’il existe une constante C' > 0 indépendante

den >0 t.q.:
Sup | fu(@)gn(x) — fz)g(z)| < ngg | fu(z) = f(2) |+



+C'sup |gn(z) — g(z)] — 0.

z€R n—-+00
(I.1) Soit @ € C t.q. a := Re(a) > 0.
(I.1.a) Soit f € Cy(R,C) et soit t € R. On a:

oo oo oo 1
—QSs d — —as d 7G,Sd . — _ o
|t sasias = [ eipernias < [ el = S

i.e. 'intégrale K, (f)(t) est absolument convergente, donc conver-
gente.

(I.1.b) De (I.1.a), on déduit que les applications s — e~** f(t,,+s), n > 0,
et s — e **f(t + s) sont mesurables sur [0, +oo[. Par continuité
de f, on a: Vs € [0, 400,

lim e “f(t,+s)=e *f(t+s)

n—-+o0o
avec

le™ f(t, +8)] < e || fllee et s+>e e L0, 4+00).

Du Théoreme de convergence dominée, on déduit que
i Kaf)(0) = KalF)(0).

(I.1.c) Pour tout f € Cy(R,C), K,(f) est bien définie sur R d’apres
(L.1.a) et K,(f) € Cy(R,C) d’apres (I.1.b). De plus K, est

linéaire. Il reste a vérifer la continuité. On a:

1 1
VteR, [Ko(N)O] < ~[[fllo = [[KalFlloo < =l flloe
(I.1.a) @ a

On en déduit que K, est continue de (Cy(R,C),| - ||) dans
(I.1.d) De (I.1.c), on déduit que
1

inf{c €R, [ Ka(flloo < cllflloc} < -

On pose a = a + ib. On remarque que: Vt € R,

—+o00 1
|K¢%mmzy/ oo ds| = ©
0 a

donc

1
inf{c € R, [Ka(f)lloo < el flloc} =
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(I.2) Soit § € C et soit f € Cp(R,C).

(I1.2.a)

(1.2.b)

L’équation différentielle (Ejs s) est linéaire en y et du premier or-
dre. D’apres la théorie, I’équation homogene associée de solution
z s’écrit:

7 = Bz
et admet la solution générale définie sur R: t — 2(t) = Ke
ou K € C est une constante. On cherche la solution générale de
I'équation complete (Ejz f) sous la forme

y(t) = K(t)e™

ot la fonction K est a déterminer. Par identification dans (Ep f),
on vérife que K est solution de K'(t) = e P! f(t), Vt € R. On en
déduit: Vt € R,

K(t) = Ko + / " P f(s)ds

0

ou K € C est une constante indépendante de ¢t € R. En reportant
dans y(t), on en déduit que la solution générale de (Ej ) s’écrit:

t
y(t) = KoePt + / =9 f(s)ds, VteR.
0

La condition initiale y(0) = zo impose: Ky = 2y et on en déduit
I'unique solution:

t
y(t) = e +/ P f(s)ds, WVt eR.
0
Soit ty € R et soit t > tg. On poe B =b+ib. On a

e Ply(t) — e Ploy(ty) = / e P f(s)ds

to

avec
+o00 +oo oo

[ terrelas= [ et < [ e sl
to to to



(I.2.c)

(1.2.d)

(I.2.e)

e—bto
= 7 e < oo,

+oo
On en déduit que 'intégrale / e P f(s)ds est absolument con-

to
vergente donc convergente. Par définition:

400 ¢
/ e P f(s)ds = lim e P f(s)ds = € — e Ploy(ty),
to

t—+o00 to

le.:

y(to) = ™0 — K5(f)(to)-
De (I.2.b), on déduit que la solution générale de (Ejp ) se réécrit:
vtER, y(t) = el — Ks(f)(t)
avec £ = limy_, o e P'y(t). On remarque que

Re(B) >0 = K(f) € CyR.C)

et
b:=Re(f) >0= lim [¢’*| = lim |e"| = +oo0.
t——+o0 t——+00

Donc y € C'(R, C) est bornée ssi £ = 0, i.e. ssi y = —Kz(f).

On suppose que b = Re(f) < 0. On remarque que y est solution de
(Ep,p) ssi gttt y(—t) est solution de (E_gz_) ou f:t > f(—t)
est aussi dans Cp(R, C) i.e.:

y=—-Ks(f) <= y=K_4(f)

soit:

y(t) = K_s(f)(~1), VieR.

Soit A € R. D’apres (I.2.a), (E;x., ) admet pour solution générale;
t
ty(t) = ze™ + / M=) g — e () 4 1)
0

qui n’est pas bornée dans R.



(I.3.a)

(L3.b)

(L.3.c)

(1.4)

Soit S C D, fini. On a: a; > 0,Vj € J =

15277 <Y a; <30y < +oo

jes jeJ

donc
19 < 2pZaj < 400.
jeJ
Ceci étant vrai pour toute partie finie S C D,, on en déduit que
D, est fini et que:

ﬁDp S QPZCL]‘ < +00.

jed

En effet, si D, est infini, soit S C D,, une partie finie. Alors

89 <27y a;] < 400
jeJ
On pose n = |} .c;a;], r = £S. Comme D), est infini, on con-
struit par récurrence {ji, - ,jn—rs1} C D, \ S. Alors §' :=
SU{j, s gnri1} C Dpet " =n+1> 273 . ;a;. Con-
tradiction.

On remarque que D = Up>oD, est réunion dénombrable d’ensembles
finis donc est dénombrable.

Soit € > 0. Par définition de la convergence, il existe une partie
finie S; C Jt.q. 0 <> g a; <e. Comme D est infini et S; est
fini, il existe ng > 0 t.q. j(n) € S., Vn > ng. Sinon, on pourrait
construire une suite croissante ny 400 t.q. ajn,) € S¢, Yk > 0,
ce qui contredit S fini. Il en résulte que

Vn > ng, OSZaj(k)SZaj(k)g Z a; <Ee.

k>n k>ng JjEJ\Se
On en déduit que la suite (s,),>0 est convergente vers

Z%’(k) = Zaj = Z@j-

k>0 jeD jeJ



(I.4.a)

(14.b)

(L4.d)

On suppose qu’il existe deux applications Aj, A, satisfaisant (P).
Soit f € H. Comme H = Hy, il existe une suite (f,)n>0 € HY
t.q. limy, 100 || f — ful| = 0. Alors:

Vn >0, Al(fn) = A2(fn)-

Par hypothese (P), Ay et Ay sont continues sur H, donc

A(f) = lim Ay(fn) = Lim As(fn) = Aa(f),

n—-+o0o n—-+00

i.e. A1 = Ag.
Par linéarité de ¢: Vn,p > 0,

w(fn—i-p) _g(fn” = |€<fn+p - fn)| < ||fn+p - fn)H

donc la suite (£(f,))n>0 est de Cauchy dans C, i.e. convergente
puisque C est complet.

D’apres (L.4b), les suites ((f))n>0 et (€(gn))n>0 sont conver-
gentes. D’autre part, la linéarité de ¢ entraine:

V>0, 10(f) = gl = 1fa = gl < S —gull = 0,

i.e. les suites (€(fn))n>0 €t (£(gn))n>0 SONt convergentes vers une
méme limite notée A(f).

Soit f,g € H et soit (fn)nso € HY, resp. (gn)nso € HY, t.q.
limy, 400 || fn— fll = 0, resp. lim, 100 ||gn — 9|l = 0. Soit A, u € C.
Par définition de A:

AN +pg) = lm €A fo+ pgn)
avec, par linéarité de /-

Vn >0, UAfu+ pgn) = M(fn) + pl(gn).

ou les suites (£(fy))n>0 €t (¢(gn))n>0 sont convergentes vers A(f)
et A(g) resp. Donc

AOS+g) = Tim (V) +ub(gn) = A Tim ((f,)+p Tim ((g,) =
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II.

(IL1)

(I1.2)

= M(f) + nA(g),
i.,e. A est C-linéaire.
Soit f € Hy. De (I.4.c) appliqué avec la suite constante de terme
général f, = f, n >0, on déduit que A(f) = £(f).
Soit f € H et soit (fn)nso € HY t.q. lim, o || fn — f]| = 0. Par
définition de A: A(f) = lim,, o ¢(f,) avec, par hypothese sur ¢:

avec lim, o || f2|l = || f|| par contnuité de lanorme sur H. Il en
résulte:

A= Tim €< lim £ = 1]

n—-+o0o

Donc A satisfait (P).

Polynémes trigonométriques généralisés.

P est un sev de Cy(R, C) comme ensemble de combinaisons C-linéaires
finies des applications ey, A € R, qui sont des éléments de Cy(R, C).

Soit b € R\ {0}. On a:
VAER, ex(-+b) =ec?ey€P et enb)=epm €P
donc, P étant stable par combinaisons linéaires on en déduit que:
VieP, VYbeR\{0}, f(-+beP et f[f(b)eP.

De plus:
VueR, ee,=¢€,_»€P

donc

Vf,g€P, fgeP

Soit P(n) la propriété: pour toute famille {Ay, -+, A\, } de n réels dis-
tincts, la famille {ey,, - ,ey,} est libre. Alors P(1) est vraie du fait
que e, n'est pas constante, VA € R. On suppose P(n) vraie. Soit



{)\1, -+, Apy1 + une famille de n 4 1 réels distincts et soit o € Ctl t.q.
Zk 1 ake,\k = 0. Alors:

g QReA, Ay T A1 =0
k=1

et par dérivation on en déduit que:

Z k(A — Ang1)exn—ans = 0.

Par hypothese, Ay — A1 # A\ — Auy1, Vk # r, donc 'hypothese de
récurrence entraine:

Oék(/\k — )\n—i-l) = 0, Vk € [[1,%]]

avec A\, — A\py1 # 0, Vk € [[1,n]], donc ay. = 0, Vk € [[1,n]]. Il en
résulte: ayqien,,, =0, ie. app =0, car P(1) est vraie. Finalement,
P(n+ 1) est vraie, et par récurrence sur n > 1, on en déduit que P(n)
est vraie Vn > 1.

On en déduit que toute combinaison linéaire nulle d’une famille finie
extraite de (ex)aer @ ses coefficients nuls dans C, i.e. que (e))er est
une base du C-ev P.

(IL3) Soit A € R.

(I1.3.a) Soit f,g € P et soit «, 5 € C. Par définition:
ag+Bg= >, alaf+PgNex
AESp(af+Bg)

et on vérifie immédiatement que Sp(f)¢NSp(g)¢ C Sp(af + Bg)e,
ie. Splaf+ Bg) € Sp(f) U Sp(g). On en déduit, par définition

de Sp(af + Bg):
ag+PBg= Y. alaf+PBgNex

A€Sp(f)USp(g)

D’autre part:
ag+Bg=a Y a(f,Nex+8 > alg,Nex=

XeSp(f) AESp(g)
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= Z a(fv )\)6)\ + 5 Z CL(g, )\)6)\

AeSp(f)USp(g) AESp(f)USp(g)
= > (aa(f,\) + Ba(g, \))ex
AESP(f)USp(9)

car Sp(f) U Sp(g) est fini, i.e. compte tenu de ce qui précede:

agtBg= Y. alaf+Bg.Nex= > (aa(f,\)+Balg, \))ex.

AeSp(f)USp(g) AESP(f)USp(g)

Comme (e))er est une base de P, on peut identifier composante
par composante:

VA € Sp(f)USp(g), alaf +Bg,A) = aa(f, ) + Ba(g, A)
i.e, en rappelant que Sp(af + Bg) C Sp(f) U Sp(g):
VAER, alaf +Pg,)) = aa(f, \) + falg, N),

ce qui montre que f € P — a(f, ) est C-linéaire, VA € R.
(I1.3.b) Soit f € P. On a:

? = Z Cl(f, A)a
PYSIN
avec
VAER, &=ex= =Y a(f.Ney=Y a(f,—Ne,
AER AER

par symétrie de R. Il en résulte:

Vf € 7)7 CL(?, /\0) = a(f? _)\0)'

Soit b € R\ {0} et soit f € P. On a:

FE+0) = a(f,Nex(- +b)

AER

avec:

VtER, VAER, ex(t+0b) =) = e, (1)



donc
FE4b) =D a(f,N)e?ex = VAER, a(f(-+b),A) = a(f, N)e™”
AR

On en déduit:

VIeP, a(f(-+0b), ) =al(f,\o)e"
Soit k € N soit f € P. On a:
FE=3"a(f, el =D a(f, )0 en = YAER,  a(fP, ) = (iNFa(f,N).

AR MeR

On en déduit:

VieP, a(f™, )= (iho)*a(f, No)-
Soit b € R\ {0} et soit f € P. On a:

Fb) = alf, Ne(v)

AER

avec:

VieR, VIeR, GA(bt) = Mt = eb,\(t)
donc

Fo) =" a(f. Ne S 3" alf. N /Bex

’

AER MNeR

car A — bA est une bijection de R — R d’inverse A — A/b. On en
déduit:

Fb) = a(f.A/blex =VAER, a(f(b),)) = a(f, \/b).

AER

On en déduit:
vf € P; a(f(b)a )\0) = Cl(f, >\O/b)

(IL.3.c) On remarque que (f,g) — fg est une application sesquilinéaire
de P dans P. La linéarité de f — a(f,0) entraine que (f,g) —

10



a(fg,0) est une forme sesquilinéaire hermitienne sur 2. On en
déduit: Vf,g € P,

a(f9,0) = > a(f, Nalg, p)a(exe,, 0) e > a(f. Nalg, p)ale,»,0)

AUER T\ BER

= a(f: Nalg. \)
AR
et en particulier:

a(lf,0)=> a(f, Na(f,)) =>_la(f, M) € R*.

A€R AER

Il en résulte: Vf € P,
a(|[fI},0)=0 <= VAER, a(f,\)=0 < f=0.

Donc (f,g) — a(fg,0) =: {f, g) est un produit scalaire hermitien
sur P.

(I1.3.d) Soit A € R\ 27Z et soit n > 1. On a:

n—1 n—1 ; inA . p\ s (A
1 1 ; 11— €% sin(®) 1 ;w-uasin(®)
_Ze)\<k):_ze)\k:_1_ 1;)\: 3 i = —e 2 - i
n om0 n P n € ne'z Sll’l(§) n Sln(a)
Si A € 217, soit A = 27p avec p € Z, alors
1 n—1
Vk € N, k) ="M =1= = k) =1.
ex(k) = ¢ I

(I1.3.e) Soit n > 1. On a:

VEEN, f(-+k)= > e*a(f,Ne,

AESP(f)

1 n—1

= g, = -
o S exkalf Nex
AeSp(f) k=0
la double somme étant bien définie puisque finie. Il en résulte:
1 - sin("—’\)
gn = Z —€ 2 . i Cl(f, /\)e/\ + Z (I(f, )‘)e)\-
n sin(%)
AESP(f)\2nZ 2 XESP(f)M27Z

11



Soit A € Sp(f) \ 27Z. On a:

A
le (-1 sin(%*)
n sin(3)

1
< —x 0.
nsin(g) no+oo

Soit € > 0. Pour tout A\ € Sp(f) \ 27Z, il existe ny > 0 t.q.:
1

nsin(3)

Vn > ny, <e

On pose N = max)esp(f)\2xz 7r. Alors

""y

)
)

Vn> N, Z le (o1 sin( %

NeSp(PN\2nZ ! sin(

a(f, Mex|| < 15p(f)e

o0

O[>

l.e.:

Vn> N, lgn— Y, a(f,Nell < ESP(f)e.

XESP(f)N27Z

Donc la suite (g )n>1 converge uniformément sur R vers } 0\ s, pyroqz @(f, A)en.

(I1.3.f) Soit f € P. Si Sp(f) C 2w /Z, alors

f="Y" a(f,Ne

AE2TZ

Il en résulte: ‘
FE+1) =) alf, NePey
NE2TZ
avec

VA€ 2nZ, e*=1= f(-+1)

f
i.e. f est 1-périodique.

Inversement, on suppose que f est 1-périodique. Alors: Vk € N,
f(-+k) = f et avec les notations de (IL.3.e): g, = f. Il en résulte

que
f= Y alfNex= > alf,Nex

XESP(f)N2nZ AESD(f)

12



Comme (ey)xer est une base de P, il en résulte
VA€ Sp(f)\27Z,  a(f,\) =0

ie. Sp(f)\2nZ =0 et Sp(f) C 2nZ.
Soit r > 0. Alors f est r-périodique ssi f(r-) est 1-périodique, i.e.
ssi Sp(f(r-)) C 2nZ. On a:

VAER, a(f(r),\) =a(f,\/r)

donc
a(f(r:),A) =0 < A/r e Sp(f)*
A1 e Sp(f) <= AerSp(f) = Sp(f(r-)) =rSp(f)

donc
Sp(f(r)) C 27Z <= Sp(f) C 2xr 'Z.

(IL.4) Soit r > 0.
(IT.4.a) La linéarité de L est immédiate. Soit f € P. On a:
f( + 7”) = Za(fa )‘)e/\(' + T) = Za(fa )\)ei)\re)\ P
AER AER

donc Lf est dans P comme différence de deux éléments de P. Il
en résulte que L est un endomorphisme de P.

(IL.4.b) On a
feKer(l) < f(-+r)=f < f estr-périodique

omr 7
o Sp(f) C 2mr

(IL.4.c) Soit f € P. On a:
Lf= Y (6" =1a(f e,
xeSp(f)

donc .
VA€ 2rr'Z, e =1=a(Lf,\)=0

donc 27xr=Z C Sp(Lf)¢, i.e. Sp(f)N2nr=Z = 0.

13



Inversement, soit f € P t.q. Sp(f) N2wr~'Z = 0. On suppose
qu’il existe g € P t.q. Lg = f. Alors:

a(f,\) = (€ —Da(g,\), YAER
On en déduit:
VAER, a(f,\)=0 <= X€2mr'Z ou a(g,\)=0
et Sp(f)N2mrZ =0 =
VAeR, a(f,\)=0 < a(g,\) =0
i.e. Sp(g) = Sp(f). Il en résulte:

A
Lg=f < g= ) —éﬁf’_)l)m

AeSp(f)
Finalement:
Im(L) = {f € P, Sp(f) N 2mr'Z = 0}.
(IL.5) Soit ¢ € R\ QN]0,4o00[. Soit co,c; € C\ {0} t.q. |c1] < |co]- On pose
f = CoCor + C1€27¢p-

(IL.5.a) Comme ¢ ¢ Q, la famille (eyr, €2r,) est libre dans P. On en déduit
que f € P et Sp(f) = {2r, 2mp}.
On suppose qu'il existe r > 0 t.q. Sp(f) C 2xr~'Z. Alors, il
existe k,p € Z t.q.

2m =27k et 2mp = 2mp.

On en déduit: 2wky = 27p, i.e. ke = p, en contradiction avec

¢ & Q.
De (I1.3.f), on déduit que f € P n’est pas périodique.

(IL.5.b) Soit ¢t € [0,1] et soit s € G. Par définition de G, il existe m,n € Z
t.q.:s =m +ne. On a:

62171'5 _ e2z¢r(m+ntp) _ eZmnga

14



= COGQMTt + ClBQzTrgotGZZWS — COGQMrt + 016227r<pt€227rmp —
= ¥ 4 ¢ e2imelttn) — coear(t) + creany(t +n)

= f(t+n)

car egr (t4n) = 2™t = e2imt — o, (t). Donc coe?™ ¢, e? e ¢

A.

On vérifie immédiatement que G est un sous-groupe additif de R.
On suppose qu’il existe r > 0 t.q.: G = rZ. Alorsil existe k,p € Z
t.q. 1 =kret o =pr. Onendéduit: kro =pretr #0=kp=p
en contradiction avec ¢ € Q. Donc G est un sous-groupe dense

de R.
(IL.5.c) Soit t,s € [0, 1] et soit € > 0.0n pose:

2iTa 2im 3

co = |cole™™, 1 = |eile

On a:
|Co‘€2”rt + |01 ‘62“78 _ 006217T(t—o¢) + 0162Z7T(S_6) )

Soit k = [t —«]. Alors k € Zet k <t—a < k+ 1. On pose
t'=t—a—k. Alorst €[0,1] et

lo|€2 4| |2 = o€ oy 2T(5B) = o2 4 2t Fs—Bgt)
Par densité de GG dans R, il existe m,n € Z t.q.

s =B —pt'—m —np| <e.
On en déduit:

) ) . ) ,
|C()’62mt + |01’62ms _ Coe2z7rt + Cle2z7r(<pt +m+np+0(e)) _

_ coe2i7rt/ + Cl€2i7r<pt’62i7rmp(1 + O(€>>

avec ¢ ™ e ¥ 2me ¢ A d’apres (I15.b) et ¢ e e2mne —
le1| < |eo| borné indépendamment de ¢, s € [0,1]. En prenant ¢ >
0 arbitrairement petit on en déduit que |co|e? ™ +|c;[e*™ € A = A,
ie. BCA.

15



(I.5.d) L’anneau D est caractérisé par son cercle médian |z| = |co| et son
diametre 2|cq|.
Le cercle C' est caractérisé par son centre le point |co| sur I'axe
réel et sont rayon |c;|. Il est contenu dans D et tangeant a D aux
points |co| £ |¢1] sur 'axe réel.
Soit zp € B et soit z; un point sur le cercle centré en 0 de rayon
|z0|. Alors il existe § € [0,1] t.q. 21 = 20€?™. Par définition de
B, il existe s,t € [0,1] t.q. 20 = |co|e*™ + |c;|€*™. On en déduit:

= |00’62m(t+9) + ‘cl|€2m(s+0) — |Co‘62m{t+9} + |cl|e2i”{s+9}
ol on a posé:

Par construction: Vz € R, {z} € [0,1], donc en utilisant la
définition de B, on en déduit que z; € B.

On remarque que

C={z€eB, t=0}CB.
Soit 2 € D et soit r = |z|. Il existe deux points 2* € C t.q.
|z*| = r. En effet: Vs € R,

l|col + |cl|62”5| =7 <= |co|2 + |01|2 + |col|c1] cos(s) = r? —

r? — |eo? + |er|?

< =
cos(s) 2eollca]

L’équation obtenue admet au moins une solution ¢ € [0, 27| car

r?—leol +lal* = leol* +]af’ + 2lallal _ r? = (lco| = |eil)?

1= - >0
2|coles] 2|eolles] 2|eolles]

et

r? — |eo|” + |Cl!2_1 _ 1 —lal* + e’ = 2eolles| _ 12 — (leo] + |ea])? <0
2|collea 2|col|ea 2|col|ca -

et s — cos(s) est une bijection de [0,7] C [0,27] — [-1,1]. La
parité de s — cos(s) entraine qu'’il y a exactement deux solutions
s* € [-m, 7. On pose:

7 = Jeo| + |ea]e®™"
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De ce qui précede on déduit que:
FeCcB et |z|=|5=2€B.

Ceci étant vrai pour tout z € D, on en déduit que D C B.
Soit ¢t € R. Par inégalité triangulaire, on obtient immédiatement:

|f(@)] < leo] + [ei]

et

[F O] = fleol = lesl] = leo| = e
ie: f(t) € D, Vt € R. De plus, D est fermé comme image
réciproque du fermé [|co| —|ci], [co|+e1[] par 'application continue
2z |z]. Donc: A={f(t), te R} c D=D.

En résumé: ACDCB C )A,i.e. A=B=D.
(I1.5.c

III. Limites uniformes de Polynomes trigonométriques

généralisés.

(IIL.1)

(ITI.1.a) Soit A € R. L’application ey est continue sur R, dont t

fot ex(s)ds est continue sur R et ¢ — %fot ex(s)ds est continue sur
R* comme produit d’applications continues sur R*. Il en résulte
que my est continue sur R* comme composée d’applications con-
tinues sur R*.

Soit t € R*. On a:

1

malt) =11 = 7

1 [¢]
< H/o lex(s) — 1/ds.

It]
/ (ex(s) — 1)ds
0
Si A # 0, alors:

1 e 1l ops "
Ima(t)—1] < —/ —/ eMNdt| ds < —/ / dtds = l =0
it Jo A Jo 1t Jo S 2|A\| t—0

ie. lim,omya(t) =1 =m,y(0), YA € R*. Si A =0, alors

1 [l
Vt € R*, mo(t) = m/ ds=1= m()(())
0

17



Finalement: lim; ,omy(t) = 1 = m,(0), YA € R. Donc m, est
continue sur R, VA € R.

On a: Vt € R*, VA € R,

1 It|
|ma(t)| < —/ ds =1
1t Jo

i.e. my € Cb(R,C), VA eR.
Soit t € R* et soit A € R*. Le calcul donne immédiatement:

L ey,

mt) = 3

De plus: Vt € R*,

1 [l
mo(t) = H/O lds = 1 = mg(0).

On en déduit que my € Cy(R, C) et que my est continue sur R*.
Soit A € R*. Par dérivabilité de e,, on a:

1 N 1
3 f— ] [ 1/ Itl JE— f— 3 [ — —
llmo m,\(t) = 1111]0 MW (e 1) = 11m0 i)\|t| (e,\(]t|) e)\(())) =

= lim 1 fea(t) = e(0)) = lim 5 (ex(t) — ea(0) = 514 (0) = 1

Donc my € C(R,C).

On a aussi:

1

VieR",  |ma(t)] = ™|

|6i>\\t| o 1| <1

~

L
/ ixeds
0
donc ||my]|e < 1 et my € Cp(R, C).
On a: VA € R, [[my]leo < 1 et my(0) =1 donc ||my e = 1.
Soit A € R\ {0}. On a:
1

4 2
IX| R S v .

vVt € R* t)] <
R, |mat)] < S

e limy oo my(t) =0.

18



(III.1.b) Soit f € P et soit A € R. On a: Vt > 0,

[]
M(esf,t) = M(e_rf.|t]) = ﬁ / e (3)(s)ds =

||
- Y it [ = X athamen

weSp(f) HESP(f)
donc (IIL.1.b)=

M(e-xf.t) —a(f,A) = a(f, p)my—x(t) , = 0
peSp(fIN{A}

(III.1.c) Soit f € P et soit A € R. On a:

It

< 1) lds < 1l
it /s

/Ot e_x(s)f(s)ds

1
vt >0, |M<e*>\f7 t)| = |7|

donc
la(f, /\)!( = lim [M(e_xf,t)] < |[f]loo-

I1I1.1.b) t—+o0

(II1.2) Soit f,g € P et soit (f)n>0 € PV, resp. (gn)n>0 € PV, t.q. limy, 4o | fo—
fll =0, resp. lim,, 4o [[gn — gll = 0. Alors, lim,, o || f, — fIl =0 et
(1.0) entraine: lim, o0 || frgn — fgl| = 0, d’ott on déduit que fg € P.

(IIL.3) P est un sev fermé de l'espace de Banach C,(R,C), donc P est un
espace de Banach. Soit A € R. D’apres (1.4) appliqué avec Hy = P,
H = P et { = a(-,\), 'application f ~ a(f,\) se prolonge de facon
unique en une application linéaire encore notée a(-, \) vérifiant (P).

(I11.4) Soit A € R et soit f € P.
Soit (fn)nso € PN tuq. limy, sioo || fn — flloo = 0.

(II1.4.a) Soit Ao € R et soit b € R\ {0}. On remarque que P C Cy(R,C)
et donc les aplications f(- + b), f(b-) et f sont bien définies. On
a: Vn >0,

[fn(- 4 0) = (4 D)oo = [[fn = Flloo
[ (b-) = F(0)lloo = llfn = Flloo
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1F = Flloo = llfn = fll

donc les suites (fo(- + b))nz0, (fu(b))nz0:(f,)nz0 convergent uni-
formément sur R vers f(- +b), f(b-), f resp.

(II1.4.b) D’apres (I1.3.b), on a: ¥n > 0,
a(fs 2o) = alfu, =No),  alfal-+b), 2) = €™al fu, Xo),

a(fn *) , o) = (1)\0) a(fns M), a(fu(b); o)) = alfu; Ao/b).

De (I11.3) on déduit que lim,, 1o a(fn, ) = a(f, A), VA € R. De
(IL.3) et de (III.4.a), on déduit de méme que:

lim a(f >‘0) = a(?v )‘0)7 ngrfwa(fn<'+b’ )‘0) = a(f('+b)7 )‘0)7

n—-+o0o

lim a(fn(b-), Ao) = a(f(b-); Ao)-

n—+oo
Finalement:
(f o) = nl_lg{loo a(f o) = nl_lff a( fn, —Ao) = a(f, —Xo)

a(f(-+b), No) = ngrfm a(fn(-+b, o) = nl_1>r+noO e (£, Xo) = €% f, No),
a(f(b). D) = Tim_a(£,(b).0o) = lim_a(f. do/b) = a(f. Mo/

(IlL.4.c) Soit t > 0. On a: Vn >0,
M) =alf 0] = |7 [ e 60ds —als, )

‘/e,\ s——AeA()fn $)ds|+

+lalfn, A) = al(f, M)

+z [ e M(s)ds = )| +

avec

%/O e_,\(s)f(s)ds—%/o e-x(s)fu(s)ds

<1 [ 176~ flolds <1 = Ll

:{%Alﬁwxﬂﬁ—n@mw
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(I11.4.d)

(I1.4.e)

1

;Z;exﬁﬁﬂﬁds—aﬁbk)Zﬂﬂﬂexﬂi)—aﬁﬁAN

Il en résulte:

|M(e—)\fa t)_a(f7 >‘)| < ||f_fn||oo+|M(e—/\fn7t)_a(fny )‘)|+|a(fn7 A)_a(fv )‘)|

Par hypothese lim,, o || fu—f|lco = 0 et d’apres (I11.4.a), lim,,, 1 a(fr, ) =
a(f,\). Soit € > 0 et soit ng > 0 t.q.:

Vnzno,  |f = falle +la(fa; A) —a(f, N)] <&

On fixe n > ng. D’apres (I1.1.b):

lm M(e_fn,t) = a(fn, A).

t—+00

On en déduit:

0 <limsup |M(e_f,t) —a(f,N)| < 2e.

t—+o00

Ceci étant vrai Ve > 0, il en résulte que

tim sup [M(e ;1) — a(f, V)] = T [M(e sf,1) = a(f, \)] =0

t——+o0
Soit f € PNCHR,C) t.q. f' € P et soit A € R. D’apres (111.4.d):

f'€P = a(fN) = lim Mesf't)

avec, en intégrant par parties: V¢t > 0, f € C'(R,C) =

Meeaf) = [ ear s =2 [ e @@ e 0/0-70)
t t—+00

On en déduit:

a0 - £O)| < 11 2 0

a(f'; )= lim M(e_,f',t) = lim @/te_,\(s)f(s)ds =iXa(f,\)
t—-+o0 0

t—+oo t
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IV. Egalité de Bessel pour les coefficients de
Fourier généralisés.

(IV.1)
(IV.1.a)

(IV.1.b)

On a:
Vn >0,  |bpex,|oo < |0y

avec Y~ |bn| < +o00 par hypothese. Comme la série de fonctions
est a valeurs dans C qui est complet, on en déduit que la série de
fonctins > b,ey, est normalement convergente sur R.

Par définition des séries convergentes dans Cp(R, C), on a:

Jm g = Z bne, oo

avec VN > 0, Zgzo bney, € P car P est un C-ev, donc g € P.
Soit A € R. D’apres (I11.3):

N
a(g,\) = Nl_lgl{)@d ane)\n, = NETOOZObHCL(e’\”’)\)’

Si A & {\,, n > 0}, alors: a(ey,,\) = 0, Yn > 0, et donc

ag, A) = 0. Sinon, il existe un unique ng > 0 t.q. A = A, et alors:

N
YN >ng, Y bualex,, A) = by,

n=0

donc a(g, ) = a(g, Any) = bny-

On a: Vt € R,
2 &
t) = —en?,
g(t) €
n>1
La série étant normalement convergnte, il en est de méme de la
série conjuguée et on en déduit: Vt € R,



(IV.1.c)

n>1 n>1
puis:
i 1 t
9(t) =9(0) <= D —(L-cos(—)) =0 et Zﬁsm ) =0
n21 n>1
avec
t
Vn>1, — (l—cos <—2)> >0
n n
donc
t
g(t) = 9(0) > ¥n > 1, cos (n—) _
ile.:

t e ﬂn2127rn22 == {0}

et t = 0 est I'unique solution de g(t) = ¢(0).

On suppose que g et périodique de période r > 0. Alors g(r) =
g(0) en contradiction avec ce qui précede.

Soit t € R. Par définition de ’exponentielle:
1 (it)k
9(t) = Z n2 Z 12k
n>1 k>0
avec

1t t]* 1
ZZ?W:Zﬂ n2+2k ::Zuk\tlk.

n>1 k>0 E>0 7 n>1 k>0
Le calcul montre que

Lo a1 1
Zn2+2k— 1 t2k+2_2k+1—zn2+2k‘

n>2 n>1
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1 1 2k 42
< — <1 = .
TS EmE St T T e

n>1

On en déduit: Vk > 0,

2k + 2
< klu, <
2% +1 =S op

et donc klup, ~ 1. Il en résulte:
k——+o0

|Uk;+]_| - k' _ N 0
|uk| k—+o0 (/{: + 1)! k+1 k—+00

Donc la série entiere Y uy2"* est convergente de rayon de conver-
gence infini et pour z = it elle coincide avec le développement en
série entiere de g(t) au voisinage de t = 0.

(IV.2) Soit f € H.

(IV.2.a)

Soit S C J fini et non-vide. Soit g € Vect{f;, j € S}. Alors
9g="Psg =2 ;c5{f;-9)f; et on a

(f = Psf,g) =(f = Psf, Psg) = (f, Psg) — (Psf, Psg)

avec

(Psf. Psg) = > (i W fina) (fi fi) = > {f5 F){Fr 9)

j,keS jes

car (f;, fx) = 0k, Vj, k € S par hypothese sur S.

De plus:
(f.Psg) =) {f5 ) f. 1) =D {f59) (i, ) = (Psf. Psg)
j€S jes
donc (f — Psf, g) = 0.
On a:

o(f—9) = =9, f—9) ={f = Psf. | — Psf)+

+(f = Psf,Psf —g) +(f — Psf,Psf —g) +(Psf —g,Psf —g)
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avec Psf — g € Vect{f;, j € S} = (f — Psf, Psf — g) =0, donc
=q(f = Psf)+a(Psf —g) = a(f — Psf)
par positivité de (-, -).
D’apres le raisonnement précédent:
a(f —9) =a(f — Psf) +a(Psf - g).
En prenant g = 0 € Vect{f;, j € S}, on obtient:

q(f) =q(f — Psf) +q(Psf).

(IV.2.b) La positivité de ¢ et 'orthonormalité de la famille (f;);es en-
trainent:

a(f) = q(Psf) =D _I{f, f)

jES
Ceci étant vrai pour toute famille S C J finie et non-vie, on en
déduit:
q(f) > sup DLW =D [P

scJ, s finie et non-vide jeg jed

(IV.2.c) Par définition de Vect{f;, j € J}, ] existe une suite (5,),>0 de
parties finies et non-vides de J t.q.: ¢, € Vect{f;, j € S.},
Vn > 0. De (IV.2.a) on déduit:

Vn >0, q(f—gn) > q(f=Ps,f) >0 et q(f)=q(f—Ps,f)+a(Ps,f).

Alors:
Jim g(f-gn) =0= lim q(f=Ps,f)=0 et q(f)= lim q(Ps,f).

De plus: Vn > 0,

(N) =D KL= D W) = a(Ps, f)

jeJ JESRH

avec lim,, . q(Ps, f) = q(f). Du Théoreme d’encadrement des
gendarmes on déduit que
=D £ 1)

jeJ
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(IV.3)

(IV.3.a) Soit ¢ > 0. On vérifie immédiatement que (-,-); est une forme
sesquilinéaire. De plus: Vf, g € Cy(R, C),

(F.g)e = M(Fg.t) = M(fg,t) = g, f):

i.e. (-, )¢ est une forme hermitienne. De plus:

ercb(Ra(C)? <f>f>t:M(|f|27t)ZO

i.e. (-,-); est une forme hermitienne positive.
Soit f; : R — C définie par:

fi(s) = { sin(m(s —t)) st s>t

0 sinon
Alors f; € Co(R,C) \ {0} et (fi, fi): = 0. Donc la forme hermiti-
enne (-,-); n'est pas définie.
(IV.3.b) Soit f,g € P. D'apres (IIL2), fg € P et d’aprés (11L4.d), a(fg,0)
est bien défini. D’apres (111.4.d), Vf, g € P,
Cl(?g, 0) = tlg—noo M(eO?ga t) = tEg—noo M(?ga t) = tEE})Q(fa g>t-

Par passage a la limite dans (IV.3.a), on vérifie directement que
(-,+) est une forme hermitienne positive.

(IV.3.c) Soit f € P. Avec les notations de (IV.2),
a(|f1%,0) = a(f) =Y e HE=D_lex NI
AeR AER

avec: VA € R,

<e)\7 f> = G(E)\f, O) = (I(e,)\f, 0) = lim M<€ )\f t) :4'0) (I(f, )‘>

(IT1.4.c) t—+o0

Il en résulte:

a(lf1,0) =" la(f,\)

AER

De (I.3.b) et de la définition de Sp(f), on déduit que Sp(f) est
dénombrable.
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(IV.3.d)

(IV.3.e)

Soit u € R. On supose que E;, ; admet une solution € P de classe
C!. Alors: Y\ € R,

a(y’, \) = ipa(y, ) + a(ge,, N)

avec

a(y’,A) = ida(y,\)

(IIT.4.¢)

a(geua /\) (III:.4.d) tilinoo M(e AG€u, ) - a(ga A— H’)

Il en résulte:

An si A=+ Ay,
0 sinon

VA eR, Z(A_U)a(% /\) = a(g’ )\_mu) (I\/.Zl.a) {

On en déduit:

—1 st A=pu+ A,
ner\(uh an - { -

sinon
De (IV.3.c), on déduit que
a(lyl,0) = la(y, WP+ laly, p+Xa) > = laly, ptAa)]* < 400
n>1 n>0

en contradiction avec a(y, u + \,) = —i, Vn > 1.
Soit f € P. D’apres (IV.3.c):

a(|f1%,0) = la(f, M)|* < +oo.

AER

Soit € > 0. Il existe S. C R fini t.q.

> a(f, NP <e

)\ER\SE

Comme S; est fini, ¢’est aussi une partie bornée de R et il existe
R >0t.q. S: C [-R, R]. Soit alors |[\| > R. On a:

> a(f, NP <e

AER\S:
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Il en résulte que

I A) =0
\)\|i>r£rloo a(f )

et en particulier:

lim a(f,A\) = lim a(f,A\)=0.

A——+00 A——00
(IV.4) Soit B € C et soit f € P.

(IV.4.a) Le calcul montre directement que: VA € R,

Re(B) > 0= B £\ et KﬁeA—BiAZ,/\EP.

La C- linéarité de Kz entraine: f € P = Kgf € P.
(IV.4.b) De (IV.4.a) et de (I.1.c), on déduit que f € P = Kzf € P.

(IV.4.c) On suppose que Re(8) > 0. D’apres (I1.2.c), y = —Kpf est
'unique solution bornée de (Ep ). De (IV.4.b) on déduit que
yeP.

Si Re(3) < 0 alors d’apres (1.2.d), y = K_sf est I'unique solution
bornée de (Ej ¢). De (IV.4.b) on déduit a nouveau que y € P.

(IV.4.d) Soit f € P. D’apres (I.2.a) a solution générale de (E;y, f) s’écrit:

t
y(t) = Koe™! +/ ePolt=s) £(5)ds, VteR.
0
le.:

y = Koex, + t{exny, feen, = Koex, +1 Z (f, A){exgsen)ier, =
XeSp(f)

= Koey, + ta(f, Ao)ex,-
On en déduit que y est bornée ssi a(f, Ag) = 0, i.e. ssi A\g & Sp(f).

(IV.5)

(IV.5.a) Soit f € F;. D’apres le Théoreme de Fejer, il existe une suite
(fn)nso € Vect{ear, k € Z}N t.q.

i 1f = fulle =0,
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(IV.5.b)

(IV.5.c)

Par construction: f, € P, ¥n > 0, donc f € P.
soit v > 0 et soit f € F.. Alors f. :== f(r-) € F1 C P. De
(IT1.4.b), on déduit que f = f.(r!) € P.

Soit n € Z. L’applicatiion f € F; — ¢,(f) et linéaire par linéarité
de l'intégrale. On a: Vf € JFi,

1 1
[cn(f)] S/O \f(t)ldtS/O dt|| flloo = || flloo-
Soit r > 0 et soit f € F,.. On a:

alf2mnfr) | = a(fr).2mm) =l Mleamf().0)

avec e_or, f(r+) € Fp. Il en résulte: Vt > 0,

1 {t}
M(e_gmnf(r:),t) = i (LtJM(e_g,mf(?"-), 1) +/0 e_gm(s)f(rs)dfs)

= ’M<ef27mf<7ﬂ')7t) - M(ef27mf(7j')7 1 ‘ <

)
1/t 2
<[B A nrteamper 01+ [ irlas <2

1.e.

£l =0,

M(e—anf(r')a t) = M(e—anf(r')7 1) = M<6727rn/rf> T)'

Finalement:
a(f,2mn/r) = M(e_anpr f,7).

Soit A € R\ 27r~'Z. D’apres le Théoreme de Fejer, il existe une
suite (fn)n>0 € Vect{eopr, k € Z}N t.q.

tim (£ () = falle = 0.
D’apres (I11.3):
o) =, alf) A = i afa A/

I17.4.b) (I1T) n—s+oo

avec \/r & 2wZ, donc
Vn >0, f, € Vect{eyr, k € Z} = a(fn,\/r) =0
donc a(f,\) =0,
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V. Fonctions presque périodiques.

(V.1) On suppose f périodique de période r > 0. Alors r € N.~oT'(f,¢).

Inversement, on suppose que N.~oT'(f,e) # {0}. Soit r € NxoT(f, ),
r#0. On a:
Ve >0, |f(-+r)—fllo<e

done f(-4r) = f, i.e. f est périodique de période .
(V.2)
(V.2.a) Soit L >0 t.q. Vx € R, AN[x,x + L] # (). Alors:

VeeR, ANfz,x+L]#0 et ACB= BNz,x+ L] #0.

Donc B est relativement dense.

(V.2.b) Soit E C R relativement dense et soit L > 0 t.q. Vo € R, EN
[z,2 4+ L] # 0. Soit I C R un intervalle de longueur > L. Tl existe
a €1 t.q. [a,a+ L] C I. Par hypothese sur E, [a,a+ L|NE # (.
Soit alors b € [a,a+ L]NE. On en déduit que b € [a,a+ L|NE C
INE, ie. INE # 0.
Inversement, on suppose que pour tout intervalle I C R de longueur
> L, ENI # (. Alors, pour tout z € R, [z,z+ LN E # 0, i.e.
E' est relativement dense.

(V.2.c) (i) Sot b > 0 et soit z € R. Alors

bL%J € [z, z + b N bZ.

donc bZ est relativement dense.
(ii) Soit £ = {£n? n > 0}. On remarque que: Vn > 0, (n +
1) —n*=2n+1 — +oo. Soit L > 0. Il existe ng > 0

n—-+o0o

t.q. Vn > ng, 2n+1 > L. Soit n > ng. Par construction
L<(n+1)2—n2 Soite >0t.q: L+e<(n+1)?—n? On
a

[n®+e,n”+e+ L] Cln? (n+1)%.

Autrement dit, pour tout L > 0, il existe un intervalle de
longueur L qui ne rencontre pas E. Donc E n’est pas rela-
tivement dense.
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(iii) Soit E' = {£4/n, n > 0}. On remarque que:

1

Soit z > 0 et soit n = |22|. Alors n < x? < n+1.L’application
t ++ \/t étant croissante sur R*, on a: /n <z < vn+1 <
l+yvn<z+1lie n€zr,z+1NE.

Siz <0,alorsn=|2?] = —\/n € [xr—1,z|NE. Donc F est
relativement dense.

(iv) Soit £ C R un compact. Alors E est borné, donc il existe
R > 0tq FE C [-R,R]. Soit x > R. Alors VL > 0,
[z, + L] N E = (). Donc E n’est pas relativement dense.

(V.3) Soit 7 > 0 et soit f € F,. Soit z € R. On pose n = |£]. Alors:
r>0=

x
n<—<n+l <<= mr<zr<h+l)r < z—r<nr<z
r

i.e. nr € [z —1,z|. De plus, par définition de la période:
fG4+nr)=f=Ve>0, nrez—1z|NT(fe)

Finalement:

Ve >0, VreR, [z—1z|NnT(fe)#0.
ie. feB.

(V.4) Soit f € Cy((R,C) définie sur R par:
-3 3 e

Alors || f]loo = 1 et le calcul direct montr qu

Ve,y R, [f(x) = f(y)l <z -yl

donc f est uniformément cotinue sur R. On remarque que: Va > 0,

[f2+a) = f2)] =

1 1
24+a 2

31



et I'étude des variations de a € [0, +-o00[—

1
—3 montre qu’il existe

2+a
a0>0t.q.:
1 1 1
Ya > . — o = — | > =

d’ou on déduit que:
1
Ve €]0, Z_l[’ V € [ag, 400, [z, +oo[NT(f,e) = 0.

et f n’est pas presque périodique.
On a: Vzr € R,

lg(-+2) = glloo = [f(b- +a+z) = f(b- +a)llc < [[f(- +2) = [l
donc: Ve > 0, T(f,e) C T(g,¢). En particulier: Vz € R, Ve > 0,
[z, 2+ Le f|NT(f,€) C [&,x4Le f|NT(g,€) et [x,z+Lef|NT(f,e) # 0

= [z, 2+ Lef]NT(g,€) # 0
ie. g€ B.
Soit f,g € N et soit a, B € C. Soit (a,)n>0 € RY et soit (@p(n))n>0 une
suite extraite t.q. (f(- + ay@m)yn > 0 soit uniformément convergente
sur R vers f € Cy(R,C). Quitte a remplacer (ay(n))n>0 par une suite
extraire (Qpoyp(n))n>0, ON peut supposer que la suite (g(- + au@m))yn > 0

est uniformément convergente sur R vers g € Cp(R,C). On pose: h =
af + Bg. Alors: Vn > 0

(- + agm) = (@f + B3)lloe < llf (- + o) = Flloot
HBI9( + apm) = Gllo

avec, par hypothese:

lim Hf( + aw(n)) - f”oo = nl—lgloo ”g< + a«p(n)) - gHoo =0.

n—-+4o0o

On en déduit que la suite (A(- + ay@m))yn > 0 est uniformément conver-

gente sur R vers f + 3§ € Cy(R,C), i.e. que h € N. Donc N est un
sev de Cp(R, C).
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(V.8)

On a aussi:
179(- + apm)) — Fillee < |17 + aymy) = Flloolllg(- + apm)llsct

HFllsolg (- + apm) = Gl
= [1F(- + apm) = Flloolllglloc + 1/ oo lg(- + apm) = Glloc = 0

n—-+00

donc fg e N.

Soit A € R et soit (ay,)n>0 € RY. On a:
Vn >0, ex(-+a,) =e“"ey avec e =1.

La sphere unité U = {z € C, |z| = 1} de C est un compact de C donc il
existe une suite extraite (ay(m))nzo0 €t @ € R t.q. lim,,_, 4o [e"%) —e'| =
0. On en déduit que

lex(: + ag() = eallso = e — €| = 0,

ie. queey e N.

On suppose dans un pemier temps que f € N. Soit (a,),>0 € RY une
suite. Par hypothese, il existe une suite extraite (ap(n))n>0 € RY et il
existe g € (R, C) t.q.

lim || f(- +a<pn)) 9lleo =0,

n—+o0o

i.e. A vérifie le critere de Bolzano-Weierstrass et donc A est un compact

de Cb (R, (C)
On remarque que

A C UyerB (f(- +a), %) .

D’apres le critere de Borel-Lebesgue, il existe aq,--- ,a, t.q.

AC Ul B(f(-+ax),e/3).
Dans le cas général, soit a € R. Par hypothese sur f:
f(-+a)eB (h(- +a),§) .
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D’apres ce qui précede, il existe ai,--- ,a, t.q.
€
(h(+a), aeR}CUL,B(h(+a).5).

Soit i, € [[1,n]] t.q. h(- +a) € B (h(- +a;,),5). Alors

2e

Fera e B (heta). ) © BUCHa).e).

Finalement:

AC U B(f(-+ar),e).

(V.9) Soit f € N et soit A associé & f dans (5). Soit € > 0. Par définition
de l'adhérence il existe h. € N t.q. f — helc < 5. D’apres (V.8), il
existe ay,--- ,a, € R t.q.

AC U B(f(- 4+ ap),e),

i.e. A satisfait la propriété de Borel-Lebesgue dans (Cy(R), C), || - [|o0)-
On en déduit que A est un compact de (Cy(R),C), || - [[«). D’apres le
critere de Bolzano-Weierstrass, pour toute suite (a,)n>0 € RY il existe
une suite extraite (au(m))n>o et il existe g € Cy(R, C) t.q.:

lim (- + apm) = gl =0,

n—-4o00

ie. f€N. Donc N =N et N est fermé.
(V.10) Soit f € A

(V.10.a) Soit € > 0‘et soit A associé a f dans (5). D’aopres (V.8), il existe
ai, -+ ,a, € Rt.q.

AC Uzle(f(' —+ ak),a).

Soit alors a € R et soit k € [[1,n]] t.q. f(-+a) € B(f(- + ax),¢)

le. t.q.:
If(+a) = f+an)llo <e
avec
I/ (-+a)=f(+ar)llo = sup|f(z+a)=f(z+ar)] = sup|f(y+a—ar)—f(y)l

z€R y=a+ak yeR
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car x — T + a; est une bijection de R sur R. Il en résulte:

If(+a)=fl+a)le=If(+a—ar) = fllo <e
ie.a—a,€T(f e).
(V.10.b) On pose:

L = max |a|.
el

Soit a € R et soit k € [[1,n]] t.q. a —ar € T(f,e). On a:
a—ag €la—Lia+ LINT(f,e), ie.

Va €R, [a—L,a+ LINT(fe)#0.

On en déduit que tut ntervale I C R de longueur 2L a une in-
tersection non vide avec T'(f,¢), i.e. que T'(f,¢) est relativement
dense dans R. Ceci étant vrai pour tout € > 0, on en déduit que

feB, ie. N CB.

(V.11) On déduit de (V.7) et de la stucture d’ev de N" montrée dans (V.6) que
P C N. 1l en résulte:

VI. Injectivité des coefficients de Fourier généralisés.

(VI.1) D’apres (IV.5.b), on a: ¢,(f—g) =0, Vn € Z. De la formle de Parseval
(2), on déduit alors:

1
Sleuf =) = [ 1) - o(0Pdt =0

neZ 0

Par définition F; C Cy(R,C) donc |f — g|* > 0 est continue. On en
déduit que f —g=0,ie. f=g.

(VI1.2) Soit g € P\ {0} t.q. g > 0.

(VI.2.a) Comme g # 0, il existe ty € R t.q. g(tp) > 0. Par continuité de ¢
en to il existe § > 0 t.q. g|pgs+e) > 0. Comme [tg, o + d] est un
fermé borné de R, c’est un compact. La continuité de g entraine
que g admet une borne inférieure sur ce compact et qu’elle y est
atteinte: il existe ¢y € [to, o + 0] t.q. g(t1) = minyep 949 9(t) =:
2e > 0.
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(VIL.2.b) D’apres (V.11), g € B. Donc il existe L > 0 t.q.
VteR, [t,t+LINT(g,e)#0.

Soit t € R et soit O’ € [t —to,t —to + L] NT(g,e). Par définition
de T'(g,¢):
lg(- + ) = glleo <.

On en déduit: g(- +b') > g — € et en particulier:

inf s+0)> inf s)—e > 2e—c=¢
s€[to,to+4] gl = s€[to,to+4] 9(s) (V.2.q)

On pose: b =1V +t5. Alors b € [t,t + L] et

inf b)= inf b—ty) = inf b) = inf .
se[tl(){lto-&-ﬁ]g(s—i_ ) 86[t1()1,1t0+5]g(8+ 0) sér[é,é]g(s_‘_ ) se[lbr,lb-i-é}g(S)

Finalement: b € [t,t + L] et inf,cppi g(s) > €.

(VI.2.c) Soit k € N. D’apres (VI.2.b), il existe by € [2kL,2kL + L] t.q.
infse[bk,bk+6] g(S) > . Alors [bk, by + 5] C [2/{5L, 2kL + L + (5] C
[2kL,2kL + 2L] et on en déduit:

okL+2L byt
/ ()it > / g(t)dt > o,
2kL 920 Jp,

D’apres (111.4.d),

a(g,0) = lim M(eog,t) = lim M(g,1).

t—+00

Soit t > 0 et soit N > 0t.q. 2NL <t <2(N +1)L. On a:

1 t 1 N-1 2(k+1)L N
Mig.t) = [ g = 23 [ gles = o
t Jo 920 L= Jorr t

De plus:

2NL<t<2(N+1)L <= 2(N—-1)L<t—2L<2NL

t t t t 2L

~ | =

t>0
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On déduit:

1 1
Mg, t)> | ——~]6
00> (57 -1) 0
puis:
(9,0) = lim M( t)>§>0
a\yg, __> 9, 2L

(VL.3) On remarque que par linéarité:

VA e R, a(fl — fa, )\) 213) a(fl, /\) — a(fg, )\) =0.

(I

D’apres (I11.2), |fi — fo|?> € P. De (IV.3.c) on déduit que

a(|fi = fI?,0) = Z la(fi = f2, VP = 0.
AER
Alors (VI.2.c) appliqué & g = |f1 — f2|? entraine: |fi — fo* = 0, i.e.
fi=fo

(VI.4) On pose Sp(f) = {A1,",An} et g = Z]kvz1 a(f, A\r)ex,. Pa construction:

g€ P CPetalf,\) = alg,\), YA € R. De (VL.3) on déduit que
f=g¢€P.

(VL5) Soit f € P de spectre Sp(f) = {\,, n € N}.

(VI.5.a) On a:
Vn 20, [la(f, An)ex, lle = la(f; An)l
ol la série majorante est convergente. Comme (Cy(R, C), ||-||o0) est

un espace de Banach, on en déduit que la série Y a(f, \,)e,, est
normalement convergente dans Cy(R, C). Doit g = > ja(f, A)ex,

sa somme. Par construction: g € P et a(g, \) = a(f, ), VA € R.
De (VI.4) on déduit que f = g.

(VL5.b) D’apres (I11.4.e): VA € R,

o(f' ) = D) et 0 Sp(f) = alf. ) = Ja(’ ).

On en déduit: VN > 0,

N Ny Ny 12 N
> a2l = 3 el Al < (Z r) (3 lalr M)
n=0 n=0 """ n=0"" n=0
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Comme " € P, il existe ng > 0 t.q. Yn > ng, a(f’,\,) =0. Il en
résulte: VN > 0,

N /2 g,
Z la(f, An)| < <Z )%) (Z la(f', \)?)Y? < 400.

n=0 n>0 M n=0

De (VL5.a) on déduit que f =" - a(f, An)ex, et que la série est
normalement convergente.
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