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I. Préliminaires

1. Soit n,m ∈ N. On a:∫ 1

0

cos

(
(2n+ 1)πx

2

)
cos

(
(2m+ 1)πx

2

)
dx =

=
1

2

∫ 1

0

cos((n+m+ 1)πx)dx+
1

2

∫ 1

0

cos((n−m)πx)dx

Si n 6= m, alors∫ 1

0

cos

(
(2n+ 1)πx

2

)
cos

(
(2m+ 1)πx

2

)
dx =

=
1

2

sin((n+m+ 1)πx)

(n+m+ 1)π

∣∣∣∣x=1

x=0

+
1

2

sin((n−m)πx)

(n−m)π

∣∣∣∣x=1

x=0

= 0

Si n = m:∫ 1

0

cos

(
(2n+ 1)πx

2

)2

dx =
1

2

∫ 1

0

(1 + cos((2n+ 1)πx)) dx =

=
1

2
+

1

2

sin((2n+ 1)πx)

(2n+ 1)π

∣∣∣∣x=1

x=0

=
1

2
.

D’où le résultat:

∫ 1

0

cos

(
(2n+ 1)πx

2

)
cos

(
(2m+ 1)πx

2

)
dx =


0 si n 6= m,

1

2
si n = m.

2. Soit λ > 0.
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(a) On a:

cos

(
1√
λ

)
= 0 ⇐⇒ 1√

λ
=
π

2
+nπ, n ∈ N ⇐⇒

√
λ =

2

(2n+ 1)π
, n ∈ N.

⇐⇒ λ =

(
2

(2n+ 1)π

)2

(b) Soit à résoudre sur R:

λy′′ + y = 0, y(1) = y′(0) = 0.

On a:
λy′′ + y = 0 ⇐⇒ y′′ +

y

λ
= 0.

On est ramené à résudre une équation homogène du second ordre
à coefficients constants d’équation caractéristique associée:

r2 +
1

λ
= 0 ⇐⇒ r = ± i√

λ
.

On en déduit la solution générale à valeurs dans C:

y(t) = ae
it√
λ + be

−it√
λ , a, b ∈ C.

De la formule:

y′(t) =
i

λ

(
ae

it√
λ − be

−it√
λ

)
on déduit que

y(1) = y′(0) = 0 ⇐⇒

{
ae

i√
λ + be

−i√
λ = 0,

a− b = 0.

⇐⇒ a = b et a cos

(
1√
λ

)
= 0

D’après (a), si λ est de la forme λ =
(

2
(2n+1)π

)2

avec n ∈ N, alors

il y a une infinité de solutions données par:

y = a cos

(
t√
λ

)
= a cos

(
(2n+ 1)πt

2

)
, a ∈ C
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Sinon, i.e. si λ 6∈
{(

2
(2n+1)π

)2

, n ∈ N
}

, alors y = 0 est l’unique

solution.

La solution générale étant toujours de classe C∞, on en d/’eduit
que:

g(t) =


a cos

(
(2n+1)πt

2

)
, a ∈ C si λ ∈

{(
2

(2n+1)π

)2

, n ∈ N
}

0 si λ 6∈
{(

2
(2n+1)π

)2

, n ∈ N
}

3. (a)
F ′ = f

(b) Soit x ∈]0, 1[ et soit h ∈ R∗ t.q. x + h ∈]0, 1[. On note Ix,x+h

l’intervalle d’extrémités x et x+ h. On a:∣∣∣∣1h(F (x+ h)− F (x))− f(x)

∣∣∣∣ =
1

|h|

∣∣∣∣∣
∫
Ix,x+h

(f(t)− f(x))dt

∣∣∣∣∣ ≤
≤ 1

|h|

∣∣∣∣∣
∫
Ix,x+h

|f(t)− f(x)|dt

∣∣∣∣∣
Comme f est continue sur le compact [0, 1], f y est aussi uni-
formément continue d’après le théorème de Heine. Soit ε > 0 et
soit η > t.q.

|t− s| ≤ η ⇒ |f(t)− f(s)| ≤ ε, ∀t, s ∈ [0, 1]

On peut toujours choisir η > 0 suffisamment petit pour avoir en
outre: [x− η, x+ η] ⊂]0, 1[. Soit alors 0 < |h| < η. On note Ix,x+h

l’intervalle d’extrémités x et x+ h. Alors:

Ix,x+h ⊂ [x− η, x+ η]⇒ ∀t ∈ Ix,x+h, |f(t)− f(x)| ≤ ε

et ∣∣∣∣1h(F (x+ h)− F (x))− f(x)

∣∣∣∣ ≤ ε.

Comme ε > 0 a été choisi arbitrairement petit, il en résukte que
F est dérivable sur ]0, 1[ de dérivée F ′ = f .
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Soit h ∈]0, η[. Alors

[0, h] ⊂]0, η[⇒ |f(t)− f(0)| ≤ ε, ∀t ∈ [0, h],

d’où:∣∣∣∣1h(F (h)− F (0))− f(0)

∣∣∣∣ =
1

h

∣∣∣∣∫ h

0

(f(t)− f(0))dt

∣∣∣∣ ≤ 1

h

∫ h

0

|f(t)−f(0)|dt ≤ ε.

De même soit h ∈]− η, 0[. Alors:

[h, 0] ⊂]− η, 0[⇒ |f(t)− f(1)| ≤ ε, ∀t ∈ [1− h, 1]

d’où:∣∣∣∣1h(F (1 + h)− F (1))− f(1)

∣∣∣∣ =
1

|h|

∣∣∣∣∫ 1

1−|h|
(f(t)− f(1))dt

∣∣∣∣ ≤
≤ 1

|h|

∫ 1

1−|h|
|f(t)− f(1)|dt ≤ ε.

Il en résulte, ceci étant vrai pour tout ε > 0 arbitrairement petit,
que F est dérivable en t = 0 et en t = 1 de dérivées f(0), resp.
f(1).

Finalement F est dérivable sur [0, 1] de dérivée F ′ = f .

4. (a) Soit x ∈ H Par définition du produit scalaire sur H:

‖T (x)‖2
H = 〈T (x), T (x)〉H = 〈T ∗ ◦T (x), x〉H ≤ ‖T ∗ ◦T (x)‖H‖x‖H

(b) Soit x ∈ H \ {0}. De (a), on déduit que

‖T (x)‖2
H

‖x‖2
H

≤ ‖T
∗ ◦ T (x)‖H
‖x‖H

≤ |||T ∗ ◦ T |||

⇒ |||T |||2 ≤ |||T ∗ ◦ T |||
En particulier:

|||T |||2 ≤ |||T ∗||||||T ||| ⇒ |||T ||| ≤ |||T ∗|||

On remarque que par définition de l’adjoint T ∗ de T : ∀x, y ∈ H,

〈T ∗(x), y〉H = 〈y, T ∗(x)〉H = 〈T (y), x〉H = 〈x, T (y)〉H
i.e.: T ∗∗ = T . Donc, en échangeant les rôles de T et T ∗ dans ce
qui précède:

|||T |||2 = |||T ∗ ◦ T ||| et |||T ||| = |||T ∗|||.
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5. Soit x ∈ H. Par définition de la base hilbertienne (bn)n≥0, x se
décompose de fao̧n unique sous la forme:

x =
∑
n≥0

xnbn avec
∑
≥0

|xn|2 < +∞.

On pose:

x(N) =
N∑
n=0

xnbn, ∀N ≥ 0.

Par hypothèse sur DΛ:

DΛ(x(N)) =
N∑
n=0

xnλnbn, ∀N ≥ 0.

On remarque que la suite (DΛ(x(N)))N≥0 est de Cauchy dans H. En
effet: ∀N, p ≥ 1,

‖DΛ(x(N+p))−DΛ(x(N))‖2
H =

N+p∑
n=N+1

|xn|2|λn|2 ≤ ‖Λ‖∞
N+p∑

n=N+1

|xn|2.

Soit ε > 0 et soit N0 > 0 t.q.∑
n≥N0

|xn|2 ≤ ε, ∀N ≥ N0

et soit N ≥ N0. On a: ∀p ≥ 1,

‖DΛ(x(N+p))−DΛ(x(N))‖2
H ≤

+∞∑
n=N+1

|xn|2 ≤ ε

ce qui montre que la suite (DΛ(x(N)))N≥0 est de Cauchy dans H, donc
convergente vers:

DΛ(x) :=
∑
n≥0

λnxnbn ∈ H.

Soit L : H → H une autre application linéaire continue prolongeant
DΛ sur H et soit x =

∑
n≥0 xnbn ∈ H. Par hypoth‘ese:

L(x(N)) = DΛ(x(N)), ∀N ≥ 0
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ce qui entrâıne, par continuité de L et de DΛ sur H:

‖L(x)−DΛ(x)‖H = lim
N→+∞

‖L(x(N))−DΛ(x(N))‖H = 0,

i.e. L ≡ DΛ et DΛ est définie de façon unique sur H.

Soit x =
∑

n≥0 xnbn ∈ H. On a:

‖DΛ(x)‖2
H =

∑
n≥0

|λn|2|xn|2 ≤ ‖Λ‖2
∞

∑
n≥0

|xn|2︸ ︷︷ ︸
=‖x‖2H

donc |||DΛ||| ≤ ‖Λ‖∞.

On suppose par l’absurde que |||DΛ||| < ‖Λ‖∞. Par définition de la borne
supérieure il existe n0 > 0 t.q.

|||DΛ||| < |λn0| ≤ ‖Λ‖∞.

et alors:
‖DΛ(bn0)‖
‖bn0‖

= |λn0| > |||DΛ|||

ce qui contredit la définition de |||DΛ|||. Donc |||DΛ||| = ‖Λ‖∞

II. Fonctions Γ et B

1. (a) Soit s > 0. La fonction t 7→ ts−1e−t > 0 est de classe C∞ sur
]0,+∞[. Au voisinage de t = 0:

ts−1e−t ∼
t→0+

ts−1

avec ∫ 1

0

ts−1dt < +∞ ⇐⇒ 1− s < 1 ⇐⇒ s > 0.

Soit α ∈ R. On a:

lim
t→+∞

tα+s−1e−t = 0⇒ ts−1e−t = o

(
1

tα

)
avec ∫ ∞

1

dt

tα
< +∞ ⇐⇒ α > 1

indépendamment de la valeur de s > 0. Finalement, Γ est bien
définie sur ]0,+∞[.
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(b) Soit s > 0. On remarque que Γ(s+ 1) est bien défini. On intègre
par partie dans Γ(s+ 1) pour obtenir:

Γ(s+ 1) = −tse−t
∣∣t→+∞
t=0

+ sΓ(s) = − lim
t→+∞

tse−t + sΓ(s) = sΓ(s).

(c) Soit n ∈ N. On a:

Γ(n+ 1)

Γ(1)
= Πn

k=1

Γ(k + 1)

Γ(k)
= Πn

k=1k = n!

avec Γ(1) = 1⇒ Γ(n+ 1) = n!.

(d) L’application s 7→ ts−1 est continue sur ]0,+∞[. Soit 0 < α < R
et soit s ∈]α,R[. On a: ∀t ∈]0, 1[,

0 < ts−1e−t = e(1−s)| ln t|−t ≤ e(1−α)| ln t|−t = tα−1e−t

avec ∫ 1

0

tα−1e−tdt < +∞ d’après (a).

De même: ∀t > 1,

0 < ts−1e−t = e(s−1)| ln t|−t ≤ e(R−1)| ln t|−t = tR−1e−t

avec ∫ +∞

1

tR−1e−tdt < +∞ d’après (a).

Du Théorème de convergence dominée de Lebesgue on déduit que
Γ est continue sur ]α,R[, ∀0 < α < R, donc continue sur ]0,+∞[.

2. (a) Soit s, s′ > 0. L’application t 7→ ts−1(1 − t)s
′−1 est définie et

continue sur ]0, 1[. On a:

ts−1(1− t)s′−1 ∼
t→0+

ts−1

avec ∫ 1

0

ts−1dt < +∞ ⇐⇒ 1− s < 1 ⇐⇒ s > 0.

De même:
ts−1(1− t)s′−1 ∼

t→1−
(1− t)s′−1
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avec ∫ 1

0

(1− t)s′−1dt < +∞ ⇐⇒ 1− s′ < 1 ⇐⇒ s′ > 0.

Donc B est bien définie sur ]0,+∞[×]0,+∞[ d’après le théorème
de comparaison.

(b) i. Soit (x′, y′) ∈]0,+∞[×]0,+∞[. On a:{
xy = x′,
x(1− y) = y′

⇐⇒
{
x = x′ + y′,

y = x′

x′+y′

On vérifie qu’il y a une solution unique (x, y) et que cette
solution est dans ]0,+∞[×]0, 1[. Donc ϕ est une bijection
de ]0,+∞[×]0, 1[ sur ]0,+∞[×]0,+∞[. De plus ϕ est de
classe C1 sur ]0,+∞[×]0, 1[ ainsi que sa réciproque ϕ−1

sur ]0,+∞[×]0,+∞[.

ii. Soit s > 0, s′ > 0. On a, d’après le théorème de Fubini:

B(s, s′)Γ(s+s′) =

∫
]0,+∞[×]0,1[

(tu)s−1((1−t)u)s
′−1ue−ududt

Le changement de variable (v, w) = ϕ(u, t) est bien défini
d’après (a). Le Jacobien associé est défini par:

D(v, w)

D(u, t)
=

∣∣∣∣ t u
1− t −u

∣∣∣∣ = −u.

On en déduit:

B(s, s′)Γ(s+ s′) =

∫ +∞

0

∫ +∞

0

vs−1ws
′−1e−(v+w)dvdw

i.e., en appliquant à nouveau le théorème de Fubini:

B(s, s′)Γ(s+s′) =

∫ +∞

0

vs−1e−vdv︸ ︷︷ ︸
=Γ(s)

∫ +∞

0

ws
′−1e−wdw︸ ︷︷ ︸

=Γ(s′)

= Γ(s)Γ(s′).

3. (a) Soit n ≥ 1. On a:

In(0) =

∫ 1

0

e−2iπnudu =
1

2iπn
(1− e−2iπn) = 0.
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(b) Soit α ∈]0, 1[ et soit n ≥ 1. On intègre par parties. Alors:

α > 0⇒ In(α) = − 1

2iπn
+

α

2iπn
In(α− 1)

avec

|In(α− 1)| ≤
∫ 1

0

uα−1du =
1

α

donc

n|In(α)| ≤ 1

π
< +∞

i.e.

In(α) = O

(
1

n

)
.

(c) Comme f est holomorphe sur C \ R− et que Cε ⊂ C \ R−, on a:∫
Cε

f(z)dz = 0, ∀ε > 0.

avec∫
Cε

f(z)dz =

∫
[1,ε]

f(z)dz+

∫
γ̌ε

f(z)dz+

∫
[−iε,−i]

f(z)dz+

∫
γ1

f(z)dz.

On a: ∫
[1,ε]

f(z)dz = −
∫ 1

ε

uαe−2iπnudu →
ε→0
−In(α).∫

γ̌ε

f(z)dz = iε

∫ 0

−π
2

f(εeiθ)eiθdθ

avec
|f(εeiθ)| = εαe2πnε sin θ ≤ εα, ∀θ ∈ [−π

2
, 0].

donc α > −1⇒ ∣∣∣∣∫
γ̌ε

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ Cεα+1 →
ε→0

0

∫
[−iε,−i]

f(z)dz = −i
∫ 1

ε

f(−it)dt = −ie−
iπα
2

∫ 1

ε

tαe−2πntdt
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→
ε→0

ie−
iπα
2

∫ 1

0

tαe−2πntdt = e−
iπ
2

(α+1)

∫ 1

0

tαe−2πntdt∫
γ1

f(z)dz = i

∫ 0

−π
2

f(eiθ)eiθdθ = i

∫ 0

−π
2

ei(α+1)θe−2iπneiθdθ = Rn(α).

On en déduit, quand ε→ 0:

0 = −In(α) + e−
iπ
2

(α+1)

∫ 1

0

tαe−2πntdt+Rn(α),

i.e.:

In(α) = e−
iπ
2

(α+1)

∫ 1

0

tαe−2πntdt+Rn(α).

(d) Soit n ≥ 1. On a:

|Rn(α)| ≤
∫ 0

−π
2

e2πn sin θdθ.

Soit ε ∈]0, π
2
[. La croissance de θ 7→ sin θ sur [−π

2
, 0] entrâıne∫ −ε

−π
2

e2πn sin θdθ ≤ π

2
e−2πn sin ε =

n→+∞
o

(
1

n

)
.

De plus:

sin θ = θ − θ3

6
+ o

θ→0
(θ3)

donc il existe Kε > 0 t.q.:

sin θ ≤ θ +Kε|θ|3 ∀θ ∈ [−ε, 0].

Il en résulte:∫ 0

−ε
e2πn sin θdθ ≤ eKεε

3

∫ 0

−ε
e2πnθdθ =

Kεε
3

2πn
(1− e−2πnε) ≤ Kεε

3

2πn
.

Finalement:

|Rn(α)| =
n→+∞

o

(
1

n

)
+
Kεε

3

2πn
=

n→+∞
O

(
1

n

)
.
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(e) Soit α ∈]− 1, 0[. De (c) et (d) on déduit que

In(α)−Rn(α) ∼
n→+∞

e−
iπ
2

(α+1)

∫ 1

0

uαe−2πnudu

avec: ∀n ≥ 1,∫ 1

0

uαe−2πnudu =
t=2πnu

1

(2πn)α+1

∫ 2πn

0

tαe−tdt.

Compte tenu de 1.(a):

α + 1 > 0⇒
∫ 2πn

0

tαe−tdt →
n→+∞

Γ(α + 1),

et donc:

In(α)−Rn(α) ∼
n→+∞

e−
iπ
2

(α+1) Γ(α + 1)

(2πn)α+1

De plus:
α < 0⇒ nα+1Rn(α) = O(nα) →

n→+∞
0

donc

In(α) ∼
n→+∞

e−
iπ
2

(α+1) Γ(α + 1)

(2πn)α+1

III. L’opérateur d’intégration sur C([0, 1])

1. (a) D’après I.3.(a), J(f) est dérivable donc continue sur [0, 1] pour
tout f ∈ C([0, 1]). La linéarité de l’intégration permet de conclure
que J est une application linéaire de C([0, 1])→ C([0, 1]).

Soit f ∈ C([0, 1]). On a:

|J(f)(x)| ≤
∫ x

0

|f(t)|dt ≤ x‖f‖∞ ≤ ‖f‖∞, ∀x ∈ [0, 1],

donc
‖J(f)‖∞ ≤ ‖f‖∞,

i.e. J est continue de norme |||J ||| ≤ 1. Le choix f = 1 : t 7→ 1
donne:

J(f)(x) = x, ∀x ∈ [0, 1]⇒ ‖J(f)‖∞ = 1.
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avec ‖f‖∞ = 1 et donc

‖J(f)‖∞
‖f‖∞

= 1.

Finalement: |||J ||| = 1.

(b) Comme J est linéaire on est ramené à montrer que Ker(J) = {0}.
Soit f ∈ C([0, 1]) t.q. J(f) = 0. Par dérivation et compte tenu
de I.3.(a): J(f)′ = 0 = f , donc Ker(J) = {0}.

(c) L’application g définie sur [0, 1] par:

g(x) =

∣∣∣∣x+
1

2

∣∣∣∣ , ∀x ∈ [0, 1]

est continue mais non dérivable en x = −1
2
, donc n’a pas d’antécédant

par J dans C([0, 1]). Donc J n’est pas surjective.

2. Soit λ ∈ C \ {0} et soit f ∈ C([0, 1]) t.q. J(f) = λf . D’après I.3.(a),
f est dérivable de dérivée:

f ′ =
1

λ
J(f)′ =

1

λ
f ⇒ f ′ ∈ C([0, 1])

donc f ∈ C1([0, 1]) et f est solution de l’équation différentielle du
premier ordre:

λy′ − y = 0.

3. D’après 1.(b), J est injective, donc 0 n’est pas valeur propre de J . Donc
si λ ∈ C est valeur propre de J alors λ 6= 0 et si f ∈ C([0, 1]) est valeur
propre de J , d’après 2., f est une solution non nulle du problème de
Cauchy:

λy′ − y = 0, y(0) = 0.

Contradiction, donc J n’a pas de valeur propre.

4. (a) Soit f ∈ C([0, 1]) et soit P(n) la propriété:

Jn(f) ∈ Cn([0, 1]) avec (Jn(f))(k) = Jn−k(f), k = 0, · · · , n.

On remarque que

J0(f) = f ∈ C0([0, 1])
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donc P(0) est vraie.

On suppose P(n) vraie. On a:

Jn+1(f) = J(Jn(f)).

D’après I.3.(a), Jn+1(f) est dérivable de dérivée:

Jn+1(f)′ = Jn(f) ∈
P(n)

Cn([0, 1])⇒ Jn+1(f) ∈ Cn+1([0, 1]).

Soit k > 1. On a:

(Jn+1(f))(k) = ((J(Jn(f)))′)(k−1) =
I.3.(a)

(Jn(f))(k−1)

=
P(n)

Jn−k+1(f)

i.e. P(n+ 1) est vraie. Par récurrence sur n ≥ 0 on en déduit que
P(n) est vraie, ∀n ≥ 0;

(b) Soit n ≥ 1 et soit 0 ≤ k < n. D’après (a):

(Jn(f))(k)(0) = Jn−k(f)(0) =
n−k≥1

J(Jn−k−1(f))(0) = 0

(c) Soit n ≥ 1 et soit x ∈ [0, 1]. Comme Jn(f) est de classe Cn sur
[0, 1], on peut appliquer la formule de Taylor avec reste intégral
sur [0, x] ce qui donne:

Jn(f)(x) =
n−1∑
k=0

1

k!
(Jn(f))(k)(0)︸ ︷︷ ︸

=
(b)

0

+

∫ x

0

(x− t)n−1

(n− 1)!
(Jn(f))(n)︸ ︷︷ ︸

=
(a)
f

(t)dt

=

∫ x

0

(x− t)n−1

(n− 1)!
f(t)dt

5. (a) Soit f ∈ C([0, 1]) avec ‖f‖∞ ≤ 1 et soit x, y ∈ [0, 1], x ≤ y. On a:

|J(f)(x)−J(f)(y)| =
∣∣∣∣∫ y

x

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ y

x

|f(t)|︸ ︷︷ ︸
≤1

dt ≤ y−x = |x− y|

i.e. J(f) est lipschitzienne de rapport 1.
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(b) Soit x ∈ [0, 1] et soit f ∈ C([0, 1]) t.q. ‖f‖∞ ≤ 1. D’après (a):

|J(f)(x)| = |J(f)(x)− J(f)(0)| ≤
(a)
|x| ≤ 1.

On en déduit que l’ensemble

{J(f)(x), f ∈ C([0, 1]), ‖f‖∞ ≤ 1} ⊂ {z ∈ C, |z| ≤ 1}

est borné dans C donc relativement compact.

De plus, d’après (a): ∀x, y ∈ [0, 1], ∀f ∈ C([0, 1]) t.q. ‖f‖∞ ≤ 1,

|J(f)(x)− J(f)(y)| ≤ |x− y|

i.e. l’image par J de la boule unité de C([0, 1]) est équicontinue
sur [0, 1]. Du Théorème d’Ascoli on déduit que l’image par J de
la boule unité de C([0, 1]) est un compact de C([0, 1]), i.e. que
l’application J est compacte.

IV. L’opérateur d’intégration sur L2(0, 1).

1. (a) Soit f ∈ L2(0, 1) et soit x, y ∈ [0, 1], x ≤ y. On a:

|V (f)(x)−V (f)(y)| =
∣∣∣∣∫ y

x

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ y

x

|f(t)|dt ≤
√
y − x

(∫ y

x

|f(t)|2dt
) 1

2

≤
√
y − x‖f‖2.

On en déduit que V (f) est continue sur [0, 1] et donc V (L2(0, 1)) ⊂
C([0, 1]).

On remarque que: ∀f ∈ C([0, 1]),∫ 1

0

|f(t)|2dt ≤ ‖f‖2
∞ < +∞

i.e. que C([0, 1]) ⊂ L2(0, 1). On en déduit, par linéarité de
l’intégration, que V est une application linéaire de L2(0, 1) →
L2(0, 1).

Soit f ∈ L2(0, 1). On a:

‖V (f)‖2 =

∫ 1

0

|V (f)(x)|2dx = ‖V (f)‖2 =

∫ 1

0

∣∣∣∣∫ x

0

f(t)dt

∣∣∣∣2 dx ≤
14



≤
∫ 1

0

∣∣∣∣∫ x

0

f(t)dt

∣∣∣∣2 dx ≤ ∫ 1

0

(∫ x

0

dt

)(∫ x

0

|f(t)|2dt
)2

dx ≤

≤
∫ 1

0

x‖f‖2
2dx ≤ ‖f‖2

2

⇒ ‖V (f)‖2 ≤ ‖f‖2.

On en déduit que

|||V ||| = sup
f∈L2(0,1)\{0}

‖V (f)‖2

‖f‖2

≤ 1 < +∞

i.e. que V : (L2(0, 1), ‖ · ‖2) → (L2(0, 1), ‖ · ‖2) est continue de
norme ≤ 1.

(b) Soit f, g ∈ L2(0, 1). On a:∫ 1

0

V (f)(x)g(x)dx =

∫ 1

0

∫ x

0

f(t)g(x)dtdx

avec: ∫ 1

0

∫ x

0

|f(t)||g(x)|dtdx =

∫ 1

0

∫ x

0

|f(t)|dt|g(x)|dx ≤

≤
∫ 1

0

(∫ 1

0

|f(t)|dt
)
|g(x)|dx ≤ ‖f‖2‖g‖2 < +∞.

On en déduit, d’après le théorème de Fubini:∫ 1

0

V (f)(x)g(x)dx =

∫ 1

0

∫ x

0

f(t)g(x)dtdx =

∫∫
{0≤t≤x≤1}

f(t)g(x)dtdx =

=

∫∫
{0≤t≤x≤1}

f(t)g(x)dxdt =

∫ 1

0

∫ 1

t

f(t)g(x)dxdt =

∫ 1

0

f(t)

(∫ 1

t

g(x)dx

)
︸ ︷︷ ︸

=V ∗(g)(t)

dt,

i.e., par définition de l’adjoint:

V ∗(f)(x) =

∫ 1

x

f(t)dt, ∀f ∈ L2(0, 1), p.p.t x ∈]0, 1[

15



2. (a) Soit λ ∈ C∗ et soit h ∈ L2(0, 1) \ {0} t.q. V ∗ ◦ V (h) = λh. Par
hypothèse, en notant H = L2(0, 1):

〈V ∗ ◦ V (h), h〉H = λ〈h, h〉H = λ‖h‖2
2.

D’autre part, par définition de l’adjoint:

〈V ∗ ◦ V (h), h〉H = ‖V (h)‖2
2 ⇒ λ‖h‖2

2 = ‖V (h)‖2
2,

i.e.:

λ =
h6=0

‖V (h)‖2
2

‖h‖2
2

∈]0,+∞[.

(b) Soit f ∈ C([0, 1]) un représentant continu de h, i.e. vérifiant
f(x) = h(x) p.p.t. x ∈ [0, 1]. En particulier:

λf(x) = V ∗ ◦ V (f)(x), ∀x ∈ [0, 1].

Soit x ∈ [0, 1]. Compte tenu de 1.(b):

λf(x) =

∫ 1

x

V (f)(t)dt =

∫ 1

0

V (f)(t)dt− V 2(f)(x)

avec, par définition de l’adjoint:∫ 1

0

V (f)(t)tdt =

∫ 1

0

f(t)V ∗(1)(t)dt =

∫ 1

0

f(t)

(∫ 1

t

ds

)
dt =

∫ 1

0

(1−t)f(t)dt

Il en résulte:

λf =

∫ 1

0

(1− t)f(t)dt︸ ︷︷ ︸
=:cf

− V 2(f).

(c) Par définition de V ∗ et de f :

λf(1) = V ∗(V (f))(1) = 0 ⇒
λ6=0

f(1) = 0.

De (b) et de III.4.(a), on déduit que f est de classe C2 de dérivées:

λf ′ = −V (f)⇒ λf ′(0) = −V (f)(0) = 0 ⇒
λ6=0

f ′(0) = 0
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λf ′′ = −V 0(f) = −f.
D’après I.2.(b), les valeurs admissibles pour λ > 0 sont les réels:

λn =

(
2

(2n+ 1)π

)2

, n ≥ 0,

le sous-espace propre associé à la valeur propre λn étant la droite
vectorielle de vecteur directeur l’application:

t 7→ cos

(
(2n+ 1)πt

2

)
.

3. (a) Soit n ∈ Z. Par définition:

Ĝ(n) =

∫ 1
2

− 1
2

G(x)e−2iπnxdx =

∫ 1
2

0

g(2x)e−i(2n+1)πxdx+

∫ 0

− 1
2

g(−2x)e−i(2n+1)πxdx =

=
t=2x

1

2

∫ 1

0

g(t)e−i(n+ 1
2

)πtdt +
t=−2x

1

2

∫ 1

0

g(t)ei(n+ 1
2

)πtdt =

=

∫ 1

0

g(t) cos

(
(2n+ 1)πt

2

)
dt

(b) Soit g ∈ L2(0, 1) t.q. 〈g, fn〉H = 0, ∀n ≥ 0. De (a), on déduit que
Ĝ(n) = 0, ∀n ∈ N. Soit n ∈ Z, n ≤ −1. Alors |n| = −n ≥ 1 et

Ĝ(n) =

∫ 1

0

g(t) cos

(
(−2|n|+ 1)πt

2

)
dt =

∫ 1

0

g(t) cos

(
(2|n| − 1)πt

2

)
dt =

=

∫ 1

0

g(t) cos

(
(2(|n| − 1) + 1)πt

2

)
dt = Ĝ(|n| − 1) =

|n|−1≥0
0

i.e. Ĝ(n) = 0, ∀n ∈ Z. Comme (en)n∈Z est une base hilbertienne
de L2(0, 1), il en résulte que G = 0, d’où en particulier:

g(2t) = 0, ∀t ∈
[
0,

1

2

]
i.e.: g = 0 p.p. dans [0, 1]. Il en résulte que

Vect{fn, n ∈ Z}
⊥

= {0}
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et donc

Vect{fn, n ∈ Z} = Vect{fn, n ∈ Z}
⊥⊥

= {0}⊥ = L2(0, 1).

Comme (fn)n∈N est aussi orthonormée d’après I.1, on en déduit
que c’est une base hilbertienne de L2(0, 1).

4. En appliquant I.5. avec H = L2(0, 1), DΛ = V , bn = fn, ∀n ≥ 0, on
obtient

|||V ∗ ◦ V ||| = ‖Λ‖∞ = sup
n≥0

(
2

(2n+ 1)π

)2

=
4

π2
.

5. De I.4., on déduit que

|||V ||| =
√
|||V ∗ ◦ V ||| = 2

π
.

V. Un semi-groupe d’opérateurs

1. Soit w ∈ L1(0, 1) et soit f ∈ Lp(0, 1) avec p ≥ 1, On a: ∀x ∈ [0, 1],

|w ∗ f(x)| ≤
∫ x

0

|w(x− t)||f(t)|dt ≤
∫ 1

0

|w(x− t)||f(t)|dt =: f̃(x)

En prolongeant w et f par 0 en-dehors de ]0, 1[, on déduit des propriétés
du produit de convolution sur R que f̃ ∈ Lp(R), et donc que w ∗ f ∈
Lp(0, 1).

2. (a) Soit s > 0 et soit f ∈ L2(0, 1). On remarque que ps−1 ∈ L1(0, 1).
De 1., on déduit que ps−1 ∗ f est bien définie sur [0, 1] et que
ps−1 ∗ f ∈ L2(0, 1). Il en résulte que Vs(f) = 1

Γ(s)
ps−1 ∗ f est

bien définie sur [0, 1] et que Vs(f) ∈ L2(0, 1). Par linéarité de
l’intégration, Vs est une application linéaire de L2(0, 1)→ L2(0, 1).
De 1., on déduit aussi que

‖Vs(f)‖2 =
1

Γ(s)
‖ps−1 ∗ f‖2 ≤

‖ps−1‖1

Γ(s)
‖f‖2

avec

‖ps−1‖1 =

∫ 1

0

ts−1ds =
1

s
> 0
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donc

‖Vs(f)‖2 ≤
1

sΓ(s)
‖f‖2 =

II.1.(b)

1

Γ(s+ 1)
‖f‖2

⇒ |||Vs||| ≤
1

Γ(s+ 1)
.

(b) Soit n ≥ 0 et soit s > 0. On a:

Vs(pn) =
ps−1 ∗ pn

Γ(s)

avec: ∀x ∈ [0, 1],

ps−1∗pn(x) =

∫ x

0

(x−t)s−1tndt =

[
−tn (x− t)s

s

]t=x
t=0

+
n

s
ps∗pn−1(x) =

n

s
ps∗pn−1(x)

d’où:
Vs(pn) = n

ps ∗ pn−1

sΓ(s)
=

II.1.(b)
n
ps ∗ pn−1

Γ(s+ 1)
.

On en déduit, par récurrence sur n ≥ 0:

Vs(pn) = n!
ps+n−1 ∗ p0

Γ(s+ n)

avec: ∀x ∈ [0, 1],

ps+n−1 ∗ p0(x) =

∫ x

0

(x− t)s+n−1dt =
xs+n

s+ n

donc

Vs(pn) =
n!

(s+ n)Γ(s+ n)
pn+s =

n!

Γ(s+ n+ 1)
pn+s.

(c) On a:

‖Vs(pn)−pn‖2 =

∥∥∥∥( n!

Γ(n+ s+ 1)
ps − 1

)
pn

∥∥∥∥
2

≤
∥∥∥∥ n!

Γ(n+ s+ 1)
ps − 1

∥∥∥∥
2

avec∥∥∥∥ n!

Γ(n+ s+ 1)
ps − 1

∥∥∥∥2

2

=

∫ 1

0

(
n!

Γ(n+ s+ 1)
ps(x)− 1

)2

dx =
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=

∫ 1

0

(
n!

Γ(n+ s+ 1)

)2

x2sdx− 2

∫ 1

0

n!

Γ(n+ s+ 1)
xsdx+ 1

=

(
n!

Γ(n+ s+ 1)

)2
1

(2s+ 1)
− 2

(s+ 1)

n!

Γ(n+ s+ 1)
+ 1

avec, compte tenu de II.1.(d):

lim
s→0+

n!

Γ(n+ s+ 1)
=

n!

Γ(n+ 1)
=

II.1.(c)

n!

n!
= 1

On en déduit:

lim
ε→0+

∥∥∥∥ n!

Γ(n+ s+ 1)
ps − 1

∥∥∥∥2

2

= 0

puis, par le Théorème des Gendarmes:

lim
ε→0+

‖Vs(pn)− pn‖2 = 0.

(d) Soit f ∈ L2(0, 1) et soit g ∈ C([0, 1]) un représentant continu de f .
Soit ε > 0. D’après le Théorème de densité de Stone-Weierstrass,
il existe un polynôme Pε ∈ C[X] t.q.

‖g − Pε‖∞ ≤ ε.

Alors:

‖Vs(f)−f‖2 = ‖Vs(g)−g‖2 ≤ ‖Vs(g)−Vs(Pε)‖2+‖Vs(Pε)−Pε‖2+‖Pε−Vs(Pε)‖2

≤
V.2.(a)

(
1

Γ(s+ 1)
+ 1

)
‖g − Pε‖2︸ ︷︷ ︸

≤ε

+ ‖Pε − Vs(Pε)‖2

On pose: Nε = deg(Pε) et

Pε =
Nε∑
n=0

anpn.

Alors, par linéarité de Vs:

‖Pε−Vs(Pε)‖2 = ‖
Nε∑
n=0

an(Vs(pn)−pn)‖2 ≤
Nε∑
n=0

|an|‖Vs(pn)−pn‖2 →
s→0+

(c)

0
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On en déduit:

lim sup
s→0+

‖Vs(f)− f‖2 ≤
(

1

Γ(1)
+ 1

)
ε =
II.1.(c)

2ε.

Ceci étant vrai ∀ε > 0, on en déduit que

lim sup
s→0+

‖Vs(f)−f‖2 = lim inf
s→0+

‖Vs(f)−f‖2 = lim
s→0+

‖Vs(f)−f‖2 = 0

(e) Soit s1, s2 > 0 et soit f ∈ L2(0, 1). On a:

Vs1 ◦ Vs2(f)(x) =
1

Γ(s1)Γ(s2)

∫ x

0

(x− t)s1−1

∫ t

0

(t− u)s2−1f(u)dudt

avec

0 ≤
∫ x

0

(x− t)s1−1

∫ t

0

(t− u)s2−1|f(u)|dudt < +∞.

Du Théorème de Fubini on déduit:

Vs1◦Vs2(f)(x) =
1

Γ(s1)Γ(s2)

∫∫
{0≤u≤t≤x}

(x−t)s1−1

∫ t

0

(t−u)s2−1f(u)dtdu =

=
1

Γ(s1)Γ(s2)

∫ x

0

∫ x

u

(x− t)s1−1(t− u)s2−1dtf(u)du.

Soit u ∈ [0, x]. On a:∫ x

u

(x−t)s1−1(t−u)s2−1dt =

∫ x

u

(x−u−(t−u))s1−1(t−u)s2−1dt =

=
v=t−u

∫ x−u

0

(x−u−v)s1−1vs2−1dv =
v=(x−u)ζ

(x−u)s1+s2−1

∫ 1

0

(1− ζ)s1−1ζs2−1dζ︸ ︷︷ ︸
=B(s1,s2)

=

= ps1+s2−1(x− u)B(s1, s2)

Il en résulte:

Vs1 ◦ Vs2(f)(x) =
B(s1, s2)

Γ(s1)Γ(s2)

∫ x

0

ps1+s2−1(x− u)f(u)du
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=
II.2.(b).ii

1

Γ(s1 + s2)
ps1+s2−1 ∗ f(x)

i.e.:

Vs1 ◦ Vs2(f) =
1

Γ(s1 + s2)
ps1+s2−1 ∗ f = Vs1+s2(f).

et (Vs)s>0 est un semi-groupe.

3. (a) Par hypothèse la suite (T1(xn))n≥0 est dans un cmpact de H donc
il existe une suite extraite (xϕ1(n))n≥0 et y1 ∈ H t.q.:

T1(xϕ1(n)) →
n→+∞

y1 dans H.

De même il existe une suite extraite (xϕ1◦ϕ2(n))n≥0 et y2 ∈ H t.q.:

T2(xϕ1◦ϕ2(n)) →
n→+∞

y2 dans H.

Par récurrence sur k ≥ 0, il existe une suite extraite (xϕ1◦ϕ2◦···◦ϕk(n))n≥0

et yk ∈ H t.q.:

Tk(xϕ1◦ϕ2◦···◦ϕk(n)) →
n→+∞

yk dans H.

On pose:

ϕ(n) = ϕ1 ◦ ϕ2 ◦ · · · ◦ ϕn(n), ∀n ≥ 0.

Alors, pour tout k ≥ 0, la suite (xϕ(n))n≥0 est extraite de (xϕ1◦ϕ2◦···◦ϕk(n))n≥0

et on en déduit:

Tk(xϕ(n)) →
n→+∞

yk dans H.

(b) Soit k, p ≥ 0. Avec les notations de (a):

‖yk+p − yk‖H = lim
n→+∞

‖Tk+p(xϕ(n))− Tk(xϕ(n))‖H ≤ |||Tk+p − Tk|||

où la suite (Tk)k≥0 est convergente vers T donc de Cauchy. On en
déduit que la suite (yk)k≥0 est de Cauchy dans H donc convergente
vers une limite y ∈ H. Soit ε > 0 et soit k0 > 0 t.q.:

|||T − Tk|||+ ‖yk − y‖H ≤ ε, ∀k ≥ k0
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et soit k ≥ k0. On a:

‖T (xϕ(n))−y‖H ≤ ‖T (xϕ(n))−Tk(xϕ(n))‖H+‖Tk(xϕ(n))−yk‖H+‖yk−y‖H

≤ |||T−Tk|||+‖Tk(xϕ(n))−yk‖H+‖yk−y‖H ≤ 2ε+‖Tk(xϕ(n))−yk‖H .
On en déduit:

lim sup
n→+∞

‖T (xϕ(n))− y‖H ≤ 2ε.

Ceci est vrai ∀ε > 0, donc

lim sup
n→+∞

‖T (xϕ(n))−y‖H = lim inf
n→+∞

‖T (xϕ(n))−y‖H = lim
n→+∞

‖T (xϕ(n))−y‖H = 0,

et la suite (T (xn))n≥0 est dans un compact de H. La suite (xn)n≥0

étant arbitrairement choisie dans la boule unité de H, on en déduit
que l’application T est compacte.

4. (a) L’application Kn est linéaire par linéarité de l’intégration. Soit
f ∈ L2(0, 1). On a:

|Kn(f)(x)| ≤ ‖f‖2‖Qn(x− ·)‖2, ∀x ∈ [0, 1],

donc: ∫ 1

0

|Kn(f)(x)|2dx ≤ ‖f‖2
2

∫ 1

0

‖Qn(x− ·)‖2
2dx

avec, d’après le Théorème de Fubini:∫ 1

0

‖Qn(x−·)‖2
2dx =

∫ 1

0

∫ 1

0

|Qn(x−u)|22dudx =
y=x−u

∫ 1

0

∫ x

x−1

|Qn(y)|2dydx

≤
∫ 1

−1

|Qn(y)|2dy.

Il en résulte:∫ 1

0

|Kn(f)(x)|2dx ≤ ‖f‖2
2

∫ 1

−1

|Qn(y)|2dy < +∞,

i.e. Kn(f) ∈ L2(0, 1) et

‖Kn(f)‖2 ≤ ‖f‖2‖Qn‖L2(−1,1).
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Donc Kn est continue de L2(0, 1) dans L2(0, 1).

Soit f ∈ L2(0, 1) et soit n ≥ 0. On remarque que pour presque
tout u ∈ [0, 1], l’application x 7→ Qn(x− u) est continue sur [0, 1]
et que:

|f(u)Qn(x− u)| ≤ |f(u)| sup
|y|≤1

|Qn(y)|

avec f ∈ L2(0, 1) par hypothèse. D’après le Théorème de Con-
vergence Dominée de Lebesgue Kn(f) est continue sur [0, 1], donc
Kn(L2(0, 1)) ⊂ C([0, 1]). Soit x ∈ [0, 1]. On a: ∀f ∈ L2(0, 1),

|Kn(f)(x)| ≤ ‖f‖2‖Qn(x− ·)‖2

donc
{Kn(f)(x), f ∈ L2(0, 1), ‖f‖2 ≤ 1}

est relativement compact dans C. De plus, ∀x, y ∈ [0, 1], ∀f ∈
L2(0, 1),

|Kn(f)(x)−Kn(f)(y)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

f(u)(Qn(x− u)−Qn(y − u))du

∣∣∣∣ ≤
≤ ‖f‖2‖Qn(x− ·)−Qn(y − ·)‖2.

L’application Qn est continue sur R, donc uniformément continue
sur le compact [−1, 1]. On en déduit que l’ensemble

{Kn(f), f ∈ L2(0, 1), ‖f‖2 ≤ 1}

est uniformément équicontinue sur [0, 1]. Il en résulte que Kn

transforme la boule unité de L2(0, 1) en un compact de C([0, 1])
d’après le Théorème d’Ascoli. Soit (fk)k≥0 ∈ L2(0, 1)N t.q. ‖fk‖2 ≤
1, ∀k ≥ 0. Il existe donc une suite extraite (fϕ(k))k≥0 et une ap-
plication g ∈ C([0, 1]) ⊂ L2(0, 1) t.q.:

Kn(fϕ(k)) →
k→+∞

g dans C([0, 1]).

On a aussi: ∀k ≥ 0,

‖Kn(fϕ(k))− g‖2 ≤ ‖Kn(fϕ(k))− g‖∞ →
k→+∞

0,

i.e. Kn(fϕ(k)) →
k→+∞

g dans L2(0, 1). Donc Kn transforme la boule

unité de L2(0, 1) en un compact de L2(0, 1), i.e. l’application
linéaire continue Kn est compacte de L2(0, 1) dans L2(0, 1).
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(b) Soit s > 0, soit n ≥ 0 et soit f ∈ L2(0, 1). Soit x, u ∈ [0, 1]. On
remarque que:

0 ≤ u ≤ x ≤ 1⇒ 0 ≤ x− u ≤ 1− u ≤ 1

0 ≤ x ≤ u ≤ 1⇒ 0 ≤ u− x ≤ 1− x ≤ 1

d’où on déduit que

Vs(f)(x) =

∫ 1

0

ψs(x− u)f(u)du.

Il en résulte:

|Vs(f)(x)−Kn(f)(x)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

(ψs(x− u)−Qn(x− u))f(u)du

∣∣∣∣ ≤
≤
∫ 1

0

|ψs(x− u)−Qn(x− u)||f(u)|du

≤
(∫ 1

0

|ψs(x− u)−Qn(x− u)|du
) 1

2
(∫ 1

0

|ψs(x− u)−Qn(x− u)||f(u)|2du
) 1

2

avec:∫ 1

0

|ψs(x−u)−Qn(x−u)|du =
y=x−u

∫ x

x−1

|ψs(y)−Qn(y)|dy ≤ ‖ψ−Qn‖L1(−1,1),

donc∫ 1

0

|Vs(f)(x)−Kn(f)(x)|2dx ≤

≤ ‖ψs−Qn‖L1(−1,1)

(∫ 1

0

∫ 1

0

|ψs(x− u)−Qn(x− u)||f(u)|2dudx
)

avec ∫ 1

0

∫ 1

0

|ψs(x− u)−Qn(x− u)||f(u)|2dudx =

=

∫ 1

0

(∫ 1

0

|ψs(x− u)−Qn(x− u)|dx
)
|f(u)|2du
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et, ∀u ∈ [0, 1],∫ 1

0

|ψs(x−u)−Qn(x−u)|dx =
y=x−u

∫ 1−u

−u
|ψs(y)−Qn(y)|dy ≤ ‖ψs−Qn‖L1(−1,1)

donc ∫ 1

0

|Vs(f)(x)−Kn(f)(x)|2dx ≤ ‖ψs −Qn‖2
L1(−1,1)‖f‖2

2

i.e.:
‖Vs(f)−Kn(f)‖2 ≤ ‖ψs −Qn‖L1(−1,1)‖f‖2

(c) Soit s > 0 et soit ε > 0. Par densité de D(−1, 1) dans L1(−1, 1),
on peut trouver une application régulière ϕε ∈ D(−1, 1) t.q.

‖ψs − ϕε‖L1(−1,1) < ε.

D’après le théorème de Stone-Weierstrass, il existe un polynôme
Pε t.q.

‖ϕε − Pε‖∞ < ε

et alors:
‖ψs − Pε‖L1(−1,1) < 2ε.

Ceci étant vrai pour tout ε > 0, n en déduit l’existence d’une suite
de polynômes (Qn)n≥0 t.q.

‖ψs −Qn‖L2(−1,1) →
n→+∞

0.

De (b) on déduit que la suite d’opérateurs compacts (Kn)n≥0 as-
sociés dans (a) vérifie:

|||Vs −Kn||| ≤ ‖ψs −Qn‖L2(−1,1) →
n→+∞

0.

De 3.(b) on déduit que Vs est compact de L2(0, 1)→ L2(0, 1).
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VI. Opérateurs de Hilbert-Schmidt

1. Soit T ∈ Hs(H) et soit (bn)n≥0 une base hilbertienne de H t.q.∑
n≥0

‖T (bn)‖2
H < +∞.

Soit (γn)n≥0 une base hilbertienne de H. On a:

∑
n≥0

‖T (γn)‖2
H =

∑
n≥0

‖
∑
k≥0

〈γn, bk〉T (bk)‖2
H ≤

∑
n≥0

(∑
k≥0

|〈γn, bk〉|2
)(∑

k≥0

‖T (bk)‖2
H

)

= (
∑
k≥0

∑
n≥0

|〈γn, bk〉|2︸ ︷︷ ︸
=‖bk‖2H=1

)

(∑
k≥0

‖T (bk)‖2
H

)
=
∑
k≥0

‖T (bk)‖2
H < +∞

La réciproque est immédiate.

2. (a) Soit x =
∑

k≥0 xkbk ∈ H On a:

‖T (x)−Sn(x)‖H ≤
∑
k≥n+1

|xk|‖T (bk)‖H ≤

( ∑
k≥n+1

|xk|2
) 1

2

︸ ︷︷ ︸
≤‖x‖H

( ∑
k≥n+1

‖T (bk)‖2
H

) 1
2

⇒ |||T − Sn||| ≤

( ∑
k≥n+1

‖T (bk)‖2
H

) 1
2

.

(b) On note BH la boule unité fermée de H. Soit x ∈ BH et soit
n ≥ 0. On a:

‖Sn(x)‖H ≤
n∑
k=0

|xk|‖T (bk‖H ≤

(
n∑
k=0

|xk|2
) 1

2

︸ ︷︷ ︸
≤‖x‖H≤1

(
n∑
k=0

‖T (bk‖2
H

) 1
2

≤

(
n∑
k=0

‖T (bk‖2
H

) 1
2
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On en déduit que Sn(BH) est borné pour la norme induite par celle
de H dans Im(Sn) qui est un ev de dimension finie, i.e. Sn(BH)
est une partie relativement compacte de Im(Sn). Donc Sn est
compacte. De (a) et de 1., on déduit en outre que

lim
n→+∞

|||T − Sn||| = 0.

et donc que T est compacte d’après V.3.(b).

3. (a) Soit s ∈]0, 1[. On remarque que: ∀n ∈ N,

〈Vs(e−n), e−n〉2 = 〈Vs(en), en〉2 = 〈Vs(en), en〉2
Donc quitte à remplacer 〈Vs(en), en〉2 par 〈Vs(en), en〉2, on peut
supposer que n ≥ 1. On a:

〈Vs(en), en〉2 =

∫ 1

0

Vs(en)(x)en(x)dx =

=
1

Γ(s)

∫ 1

0

∫ x

0

(x− t)s−1e−2iπn(x−t)dtdx

=
u=x−t

1

Γ(s)

∫ 1

0

∫ x

0

us−1e−2iπnududx

On remarque que s > 0 donc u 7→ us−1 est dans L1(0, 1) et on
peut appliquer le Théorème de Fubini:

〈Vs(en), en〉2 =
1

Γ(s)

∫∫
{0≤u≤x≤1}

us−1e−2iπnududx =

=
1

Γ(s)

∫∫
{0≤u≤x≤1}

us−1e−2iπnudxdu =
1

Γ(s)

∫ 1

0

(1−u)us−1e−2iπnudu =

=
1

Γ(s)
(In(s− 1)− In(s)).

D’après II.3.(e):

In(s)

In(s− 1)
∼

n→+∞

Γ(s+ 1)

Γ(s)

(2πn)s

(2πn)s

s+1

e−i(s+1)π
2 eis

π
2 =
II.1.(b)

s

2πn
e−i

π
2 →
n→+∞

0.

Il en résulte:

〈Vs(en), en〉2 ∼
n→+∞

1

Γ(s)
In(s− 1) ∼

n→+∞
II.3.(e)

e−is
π
2

(2πn)s
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(b) On suppose que Vs est un opérateur de Hilbert-Schmidt. Alors:
∀n ≥ 1,

|〈Vs(en), en〉2| ≤ ‖Vs(en)‖2

donc ∑
n≥1

|〈Vs(en), en〉2|2 ≤
∑
n≥1

‖Vs(en)‖2
2 < +∞

avec, compte tenu de (a):

|〈Vs(en), en〉2|2 ∼
n→+∞

1

(2πn)2s
.

On en déduit que nécessairement:
∑
n≥1

1

n2s
< +∞, i.e. s > 1

2
.

4. Soit f ∈ L2(0, 1). L’application TK est linéaire par linéarité de l’intégration.
On a: ∫ 1

0

|TK(f)(x)|2dx ≤
∫ 1

0

(∫ 1

0

|K(x, y)||f(y)|dy
)2

dx ≤

≤
∫ 1

0

(∫ 1

0

|K(x, y)|2dy
)(∫ 1

0

|f(y)|2dy
)

︸ ︷︷ ︸
=‖f‖22

dx = ‖K‖2
2‖f‖2

2 < +∞

donc TK(f) ∈ L2(0, 1) et

‖TK(f)‖2 ≤ ‖K‖2‖f‖2, ∀f ∈ L2(0, 1).

On a, pour presque tout x ∈ [0, 1],

TK(en)(x) =

∫ 1

0

K(x, y)e−2iπnydy = 〈K(x, ·), en〉2, ∀n ∈ Z

donc, par le théorème de Fubini:∑
n∈Z

‖TK(en)‖2
2 =

∑
n∈Z

∫ 1

0

|〈K(x, ·), en〉2|2dx =

∫ 1

0

∑
n∈Z

|〈K(x, ·), en〉2|2dx =

=

∫ 1

0

‖K(x, ·)‖2
2dx = ‖K‖2

2 < +∞

i.e. TK est un opérateur de Hilbert-Schmidt.
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5. Soit s > 0.

On a: pour presque tout x ∈ [0, 1],

Vs(f)(x) =

∫ 1

0

ψs(x− t)f(t)dt

et en particulier:

Vs(en))(x) = 〈ψs(x− ·), en〉2

donc ∑
n∈Z

‖Vs(en)‖2
2 =

∑
n∈Z

∫ 1

0

|〈ψs(x− ·), en〉2|2dx =

=

∫ 1

0

∑
n∈Z

|〈ψs(x− ·), en〉2|2dx =

∫ 1

0

‖ψs(x− ·)‖2
2dx

=

∫ 1

0

∫ 1

0

|ψs(x− t)|2dtdx =
1

|Γ(s)|2

∫∫
{0≤t≤x≤1}

(x− t)2(s−1)dtdx

=
1

|Γ(s)|2

∫ 1

0

∫ x

0

(x− t)2(s−1)dtdx =
1

2s(2s− 1)|Γ(s)|2

On en déduit que
∑

n∈Z ‖Vs(en)‖2
2 < +∞ ssi 2s− 1 > 0, i.e. que Vs est

un opérateur de Hilbert-Schmidt ssi s > 1
2
.

6. Dans V.4.(b) la convergence est uniforme ssi ψs ∈ C([0, 1] i.e. ssi s > 1.

30


