Préparation a I’Agrégation
Année 2025-2026

Corrigé du probleme d’Analyse de 2025

I. Préliminaires

1. Soit n,m € N. On a:

[ eos (B Y o (B0 g

1 1 1
= %/ cos((n+m+ 1)mx)dx + 3 / cos((n —m)mz)dx
0 0

Sin # m, alors

r=1 =1

=0

=0

Isin((n +m+ 1)7z)

2 (n+m+ 7

1sin((n —m)mx)

=0 2 (n - m)ﬂ—

Sin=m:

/01 cos (w)g dr = %/01 (14 cos((2n+ 1)mx)) dx =

D’ou le résultat:

2. Soit A > 0.

=}

si n#m,

DO | =



(a) On a:

1 1 7 2
COS(\/X) 0 < 7 2+n7r, neN < V) @nt D neN
g

()

N +y=0, y(1)=1y(0)=0.

(b) Soit a résoudre sur R:

On a:

N +y=0 < y"+%:o.

On est ramené a résudre une équation homogene du second ordre
a coefficients constants d’équation caractéristique associée:

1 .
r2—|—X:O = r=4+——,

VA

On en déduit la solution générale a valeurs dans C:
it —it
y(t) = aevx +bevx, a,be C.

De la formule: '

it
(aeﬁ — beﬁ>

S| .

y(t) =

on déduit que

D) =/ (0) = 0 —— aevx +beva = 0,
y(1) =y'(0) {a_b _ 0

1
< a=0b et acos|[—| =0
()

2
D’apres (a), si A est de la forme A\ = (ﬁ) avec n € N, alors

il y a une infinité de solutions données par:

oS ( t ) oS <(2n il 1)7rt) cC
=a — | =a —— ], a
Y X 5
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2
Sinon, i.e. si A &€ {(ﬁ) , neE N}, alors y = 0 est 'unique
solution.

La solution générale étant toujours de classe C*°, on en d/’eduit
que:

2
acos(QL;)”t), aceC si \e < 2 ),nGN
g(t) =

0 si ¢ ( 2 )2,n€N

F=f

Soit z €]0,1[ et soit h € R* t.q. « + h €]0,1]. On note I, ,4n
I'intervalle d’extrémités x et z + h. On a:

R = Fw) ) = gl [0~ s <
1
<l - s

Comme f est continue sur le compact [0,1], f y est aussi uni-
formément continue d’apres le théoreme de Heine. Soit € > 0 et
soit n > t.q.

=5l <n=1[f(t) = f(s)[ <&, Vi s€0,1]

On peut toujours choisir 7 > 0 suffisamment petit pour avoir en
outre: [x —n,z+n] CJ0,1[. Soit alors 0 < |h| <n. On note I, ;4
I'intervalle d’extrémités = et z + h. Alors:

]x,x-i—h C [I' -1, + 77] =Vt e ]x,x-i-h; |f(t) - f(x)l <e
et

H(F(+h) = F(2) — (@) < =

Comme € > 0 a été choisi arbitrairement petit, il en résukte que
F est dérivable sur |0, 1] de dérivée F' = f.
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Soit h €]0,n[. Alors
0.1 Clounf= 1)~ FO) <=, e 0,1

d’ou:

1

)~ FO) - 10)| =

De méme soit h €] —n,0[. Alors:
[1,0] C] = n,0[= |f(t) = f(D)] <&, VEe[l—h]]

d’ou:
1 e
RP ) =P = )| = g | [ )= sy <
1 1
< iy L, 10 = s < =

Il en résulte, ceci étant vrai pour tout € > 0 arbitrairement petit,
que F est dérivable en ¢ = 0 et en ¢ = 1 de dérivées f(0), resp.

1).
g’i(nleement F est dérivable sur [0,1] de dérivée F' = f.
Soit x € H Par définition du produit scalaire sur H:
IT(@)I3 = (T(2), T(2))n = (T*oT(x),2)g < |T* o T(x)|ulllln
Soit x € H \ {0}. De (a), on déduit que
IT@)E _ 1T o T(@)]n
Izl = lzlla

= ITI° < IT* o 7|

< |77 o T

En particulier:
ITI* < AT WTI = 1T < 7]
On remarque que par définition de 'adjoint 7% de T": Vx,y € H,

ie.. T* =T. Donc, en échangeant les roles de T et T™ dans ce
qui précede:

ITI* =TTl et T =IT"|.

4
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5. Soit x € H. Par définition de la base hilbertienne (b,)n>0, = se
décompose de fagn unique sous la forme:

T = anbn avec Z |zn]? < 400.

n>0 >0
On pose:
N
™) = anbn, VN >0
n=0

Par hypothese sur Dy:

N
Dy(z™) => "2, Ay, YN > 0.

n=0

On remarque que la suite (Da(2™))yso est de Cauchy dans H. En
effet: VN, p > 1,

N+p N+p
IDA(N ) = DA™ 15 = > Jzal Il < Al D 2l
n=N+1 n=N+1

Soit € > 0 et soit Ny > 0 t.q.

Y P <e YN >N

n>Ng
et soit N > Ny. On a: Vp > 1,

“+oo
DAz ™) = Dp(z™) |5 < Y el <e
n=N+1

ce qui montre que la suite (D (z™)))y>¢ est de Cauchy dans H, donc
convergente vers:

Dy(x) := Z)\nxnbn € H.

n>0

Soit L : H — H une autre application linéaire continue prolongeant
Dy sur H et soit x =) ., xnb, € H. Par hypoth‘ese:

L(z™)) = Dy(2™), YN >0
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ce qui entraine, par continuité de L et de Dy sur H:

IL(z) = Da(z)llg = lim [|L(@™) = Da(a™)[|r =0,
N—+o0

i.e. L = Dy et Dy est définie de fagon unique sur H.
Soit x =, o Znb, € H. On a:

IDa(@)7 =D Pl laal® < IAIZD el

n>0 n>0
—_——

=l=l1%

donc [|Dall < [[Alle-
On suppose par 'absurde que || D, || < ||A|lo. Par définition de la borne
supérieure il existe ng > 0 t.q.

DAl < [Ano| < 1A ]loo-
et alors:

[0 (bno)

16

ce qui contredit la définition de || Dy||. Donc ||Dall = ||A||oo

= [Ano| > | Dl

II. Fonctions [' et B

1.

(a) Soit s > 0. La fonction ¢ + ¢*"le™" > 0 est de classe C* sur
10, +00[. Au voisinage de t = 0:

tS*left ~ tS*l
t—0t+

avec

1
/ts‘ldt<+oo — l-s<1 < s>0.
0

Soit @ € R. On a:
1
lim t*let=0=t"tet=0 (—)
t——+o00 to
avec

> dt
t_a<+oo — a>1
1

indépendamment de la valeur de s > 0. Finalement, I' est bien
définie sur ]0, +oo.



(b) Soit s > 0. On remarque que I'(s + 1) est bien défini. On integre
par partie dans I'(s + 1) pour obtenir:

__Sftt—H-OO R E s _—t —
I(s+1)= —t’e ‘t:O + sT'(s) t£+moot e+ sT'(s) = sI'(s).
(¢) Soit n € N. On a:
n+1) ., Tk+1) P
e R

avec I'(1) =1=T(n+1) =nl

(d) L’application s + t*~! est continue sur |0, +oo[. Soit 0 < a < R
et soit s €]a, R[. On a: Vt €]0, 1],

0 < ts—le—t _ 6(l—s)\lnt|—t < 6(l—oc)\lnt|—t _ ta—le—t

avec .
/ t*le7ldt < +oo  d’apres (a).
0

De méme: Vt > 1,

0 < ts—le—t _ 6(s—l)\lnt|—t < 6(R—1)\lnt|—t _ tR—le—t

avec .
/ tile™dt < 400 d’apres (a).
1

Du Théoreme de convergence dominée de Lebesgue on déduit que
[ est continue sur |a, R[, V0 < o < R, donc continue sur |0, +o00].

(a) Soit s,s’ > 0. L’application t ~ t*~'(1 — )*~! est définie et
continue sur |0,1[. On a:
tS—]. 1 _t S,—]. ~ ts—l
( ) t—0t

avec

1
/ts‘ldt<+oo — l-s<1 < s>0.
0

De méme:
tsfl(l - t)s’fl ~ (1 - t)s’fl

t—1—



avec
1 !
/(1—t)5_1dt<—|—oo — 1-§ <1 < §>0.
0

Donc B est bien définie sur |0, +00[x]0, +00[ d’apres le théoreme
de comparaison.

(b) 1. Soit (z',y") €]0, +00[x]0, +0o0[. On a:
{:L'y = m/7 —s {I‘ = x’—i—y/,
r(l-y) = ¢ y = 7

On vérifie qu’il y a une solution unique (z,y) et que cette
solution est dans |0, +00[%]0, 1[. Donc ¢ est une bijection
de ]0, +00[x]0, 1] sur |0, +00[x]0, +00[. De plus ¢ est de
classe C! sur |0, +00[x]0, 1] ainsi que sa réciproque !
sur ]0, +00[x]0, +00].

ii. Soit s > 0, s/ > 0. On a, d’apres le théoreme de Fubini:

B(s, s )T'(s+s') = / (tw)*~H(1=t)u)* Lue dudt
10,400[x]0,1[

Le changement de variable (v, w) = ¢(u,t) est bien défini
d’apres (a). Le Jacobien associé est défini par:

D(w,w) | t u
D(u,t) | 1—-t —u

On en déduit:
+oo +oo ,
B(s,s"\T'(s + §) / / 0¥t e ) gy duw

i.e., en appliquant a nouveau le théoreme de Fubini:

+o00 +o00
B(s,s"\I'(s+s') = / vs_le_”dv/ w¥ e dw = T'(s)['(s").
0 0

AN J/

=I'(s) =I'(s")

3. (a) Soit n > 1. On a:

(1—e2™) =0.

1
In(O) :/ 6—2i7rnudu:
0

2imn
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(b) Soit v €]0, 1] et soit » > 1. On integre par parties. Alors:

1
2 I(a—1)

@>0=Ifa) = " 2imn | 2imn

avec . X
[ (a—1)] < / u ldu = =
0 a
donc 1
n|L,(a)| < — < +00
ie.

w0 (1)

(c) Comme f est holomorphe sur C\ R~ et que C. C C\R™, on a:

/f(z)dz:O, Ve > 0.

avec

. f(z)dz = i f(z)dz—l—/% f(z)dz+/[_i67_i} f(z)dz—l—/71 f(z)dz.

On a: )
f(2)dz = —/ u®e M dy — —1I,(a).
[1,8] c e—0
O . .
/ f(2)dz =ie f(ee®)edf
e -3
avec

|f(€€i0)| — 8a627rnasin0 S <,5017 Vo c [_g’o]

L fe)is

1 ) 1
/ f(Z)dZ — _Z/ f(—lt>dt = —Z'e_“;a / ta6_27rntdt
[71:8771.} I3 c

donc @ > -1 =

< Ce*tl 50
e—0




. 1 , 1
N 2‘67% / ta€727rntdt _ 67%(a+1) / ta6727rntdt
0 0

e—0

0 0 .
/ f(2)dz =1 f(e?)e?ds = z/ elletle=2mne™ g — R ().
st

_ —
2

INIE]

On en déduit, quand € — 0:
im 1
0= —I,(a) + e 5D / 262t 1 R(a),
0

1.e.:

. 1
I,(a) = e~ 2 @FD) / t%e At + R, ().
0

(d) Soit n > 1. On a:

0
‘Rn(@” S/ eQﬂnsinOdQ.

jus
2

Soit € €]0, §[. La croissance de 6 — sin 6 sur [—7, 0] entraine
—&
/ 627Tnsin9d(9 < z6727rnsin€ = o0 <l) )
—z 2 n—+00 n
De plus:
: 6 3
sinf =0 — 5 +930(9 )

donc il existe K. > 0 t.q.:
sinf < 0+ K.|0]* V0 € [—¢,0].

Il en résulte:

0 ) 5 0 K 83
/ eQﬂ'nsmOde S GKSE / e27rn0d9 _ € (1 . 6—271'718) <

e e 2mn - 2mn

Finalement:
1 K. & 1
Ro(a)] = o<—)+ _ o<_).
n—-4o0o n 27Tn n——+oo n
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(e) Soit aw €] —1,0][. De (c) et (d) on déduit que
AT !
I(a) = Ry(a) ~ 6_2(a+1)/ ue 2y
0
avec: Vn > 1,
1 ) 1 2mn .
/(; u e du t:;nuW\/o t%e"dt.
Compte tenu de 1.(a):

2mn
a+1>0:>/ t*e7tdt — T(a+1),
0

n—-+00

et donc: r( D
_ " omerpilatl)
I(a) — R, (« e @rm)a

De plus:
a<0=n""R,(a)=0n*) — 0

n—-+00
donc

_in I'(a+1)
I, ~ (a+1) -\ T 7
(a nmoo ’ (27n)etl

ITI. L’opérateur d’intégration sur C([0, 1])

1. (a) D’apres 1.3.(a), J(f) est dérivable donc continue sur [0,1] pour
tout f € C([0,1]). La linéarité de I'intégration permet de conclure
que J est une application linéaire de C([0,1]) — C([0, 1]).

Soit f € C([0,1]). On a:

() (@)] < /Ox [f@ldt < || flloe < [[flloe; Vo €10,1],

donc

1T (P)llse < 11.flloo
i.e. J est continue de norme ||J|| < 1. Le choix f =1:¢+— 1
donne:

J(N)(@) ==z, Vee|01]= [|J()lleo =1
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avec || f|loo = 1 et donc

17Cf) e

— =1
[[f1le

Finalement: |J| = 1.

Comme J est linéaire on est ramené a montrer que Ker(J) = {0}.
Soit f € C([0,1]) t.q. J(f) = 0. Par dérivation et compte tenu
de 1.3.(a): J(f) =0 = f, donc Ker(J) = {0}.

L’application g définie sur [0, 1] par:

, VY el0,1]

1
g(r) = 9C+§

est continue mais non dérivable en x = —%, donc n’a pas d’antécédant
par J dans C([0,1]). Donc J n’est pas surjective.

2. Soit A € C\ {0} et soit f € C([0,1]) t.q. J(f) = Af. D’apres 1.3.(a),

4.

(a)

f est dérivable de dérivée:

1

/ /_1 /
f'= I = 5f = f ec(o.)

donc f € C'([0,1]) et f est solution de 1’équation différentielle du
premier ordre:

Ay —y=0.

D’apres 1.(b), J est injective, donc 0 n’est pas valeur propre de J. Donc
si A € C est valeur propre de J alors A # 0 et si f € C(][0, 1]) est valeur
propre de J, d’apres 2., f est une solution non nulle du probleme de
Cauchy:

N —y=0, y(0)=0.

Contradiction, donc J n’a pas de valeur propre.

Soit f € C([0,1]) et soit P(n) la propriété:
T(f) e c™((0,1]) avec (J'(N® =T7H(f), k=0,---,n.
On remarque que

J(f) = fec([0,1])
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donc P(0) est vraie.
On suppose P(n) vraie. On a:

Tf) =TI ()
D’apres 1.3.(a), J"T(f) est dérivable de dérivée:

T = T oo C"([0,1]) = J"H(f) € C"([0,1]).

Soit £ > 1. On a:

(NS = ()N = (()EY

= ()

P(n)
i.e. P(n+1) est vraie. Par récurrence sur n > 0 on en déduit que
P(n) est vraie, ¥n > 0;
(b) Soit n > 1 et soit 0 < k < n. D’apres (a):
(T (NPO) = THHO) | = TITFH0) =0

n—k>1

(c) Soit n > 1 et soit x € [0,1]. Comme J"(f) est de classe C™ sur
[0, 1], on peut appliquer la formule de Taylor avec reste intégral
sur [0, ] ce qui donne:

[y

n—

t)n—l

P =3 GO0+ [T )
B O @

(a) Soit f € C([0,1]) avec || f|leo < 1 et soit z,y € [0,1], x < y. On a:

/yf(t)dt‘ g/ywdtgy—x: z—y]

i.e. J(f) est lipschitzienne de rapport 1.

[ J(F)(x) = J(F)y)| =

13



(b) Soit x € [0,1] et soit f € C([0,1]) t.q. ||f]lec < 1. D’apres (a):
() @) = T(f)(x) = J(f)(0)] = [ < 1.

On en déduit que ’ensemble

{J(N)x), fel(01]), [flle<1}c{zeC, [¢]<1}

est borné dans C donc relativement compact.
De plus, d’apres (a): Va,y € [0,1], Vf € C([0,1]) t.q. || f]le <1,

[J(f)(x) = J(N))] < |z -yl

i.e. I'image par J de la boule unité de C([0,1]) est équicontinue
sur [0,1]. Du Théoréme d’Ascoli on déduit que I'image par J de
la boule unité de C([0,1]) est un compact de C([0,1]), i.e. que
I’application J est compacte.

IV. L’opérateur d’intégration sur L%(0,1).

1. (a) Soit f € L?(0,1) et soit z,y € [0,1], x < y. On a:

1
2

V(N @)=V ()l =

L?ﬂwmksLﬂfmwtsvaiz(lﬂfwﬁﬂ)
< Vil

On en déduit que V' (f) est continue sur [0, 1] et donc V(L?(0,1)) C
c([0,1]).
On remarque que: Vf € C([0,1]),

1
ALWWﬁSW&<+m

ie. que C([0,1]) € L*0,1). On en déduit, par linéarité de
Iintégration, que V est une application linéaire de L?*(0,1) —
L2(0,1).
Soit f € L*(0,1). On a:
2

dr <

IV HIP :/0 IV (f)(@)]dz = ||V ()] :/0

/0 oy
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2dx§/01 (/Oxdt> </Om|f(t)|2dt>2dx§

1
< / ol fI2dz < |I£2

= [V(Hllz < [[f]l2-

" r@de
0

On en déduit que

sup

<1< +o00
rerzoangor 112

ie. que V : (L*(0,1),] - |l2) = (L*(0,1),] - |l2) est continue de
norme < 1.

Soit f,g € L*(0,1). On a:

/ dx_//f o(@)dtdz

/01 /Oxlf(t)HMIdtd:c: /01 /Ox|f(t)|dt|g(;p)|dx <
< /01 </01 If(t)ldt) 9(z)|dz < [[fll2llg]l2 < +o0.

On en déduit, d’apres le théoreme de Fubini:

/0 V@)@ = / / F(O)g(@)dtdz = / /{O«M} F()g(@)dtdz =
://{0<t<:r<1} g(@)dadt = / / f(t)g(x)dzdt = /lf(t)Wdt,

=V*(9)(t)

avec:

i.e., par définition de I'adjoint:

— /1 f(tdt, YfeL*0,1), p.p.tzxecl01]
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2. (a) Soit A € C* et soit h € L?(0,1) \ {0} t.q. V*oV(h) = A\h. Par
hypothese, en notant H = L?(0,1):

(V*oV(h),h)ur = A(h,h)g = X|[R]l5.
D’autre part, par définition de 1’adjoint:
(V' oV(h),hyu = [[V(R)|lz = AlR[lz = [V (R)]I5,
ie.:

v
e

€]0, 400l

(b) Soit f € C([0,1]) un représentant continu de h, i.e. vérifiant
f(z) = h(z) p.p.t. = € [0,1]. En particulier:

M(z) =V o V(f)(z), Vzel01].
Soit x € [0,1]. Compte tenu de 1.(b):
1 1
M) = [ Vi = [ vipwa-vie
avec, par définition de I’adjoint:

/01v<f)(t)tdt_/Olf(t)V*(1)(t)dt_/01f(t) </t1ds) dt_/ol(l_t)f(t)dt

Il en résulte:

Asz(L%ﬁ@ﬁ—V%ﬂ

-~
:CCf

(c) Par définition de V* et de f:

A1) =VIV())(M) =0 = f(1) = 0.

A£0

De (b) et de I11.4.(a), on déduit que f est de classe C* de dérivées:

A = =V(f) = Af(0) = =V(H)(0) =0 = f(0) =0

A£0
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M= =VOf) =~ f.

D’apres 1.2.(b), les valeurs admissibles pour A > 0 sont les réels:

9 2
M=(———), n>o,
((2n+1)7r)

le sous-espace propre associé a la valeur propre A, étant la droite
vectorielle de vecteur directeur I'application:

2 1)mt
tHcos(%).

Soit n € Z. Par définition:

3 , 3 A 0 _
G(n):/ G(:v)e_medx:/ g(2x)e_’(2"+1)”dx—l—/ g(—2z)e iU g —

0

1
2

1 1
_ = / g(t)efz(nJr%)m&dt + = / g(t)ez(nJr%)wtdt _
0 0

t=—2z 2

[ s (2£01)

Soit g € L*(0,1) t.q. (g, fa)u =0, ¥n > 0. De (a), on déduit que
G(n) =0,VYn € N. Soit n € Z, n < —1. Alors [n| = —n > 1 et

G(n) = /Olg(t) cos <w> dt — /Olg(t) cos <w> it —

_ /Olg(t) cos ((2<|”| —D+ ””) dt = G(in| —1) =

2 |n|—1>0

ie. G(n) =0, V¥n € Z. Comme (e,)nez est une base hilbertienne
de L*(0,1), il en résulte que G = 0, d’ol en particulier:

1

i.e.. g =0 p.p. dans [0, 1]. Tl en résulte que

Vect{ fn, n € Z} = {0}
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et donc

Vect{ fn, n € Z} = Vect{f,, n € Z}LL = {0}+ = L*0,1).

Comme (f,)nen est aussi orthonormée d’apreés 1.1, on en déduit
que c’est une base hilbertienne de L?(0,1).

4. En appliquant 1.5. avec H = L*(0,1), Dy =V, b, = f,, Yn > 0, on
obtient

IV* o V]l = Al 2 )4
O = OO:SH _— = —.
7,,213 (2n+ 1)m 72

5. De 1.4.; on déduit que
2
IVI=vIv=eVvi=—.

V. Un semi-groupe d’opérateurs

1. Soit w € L'(0,1) et soit f € LP(0,1) avec p > 1, On a: Yz € [0, 1],

w f(z)] < / e — 1)1 (1) dt < / (e — B[ f(B)ldt = f(x)

En prolongeant w et f par 0 en-dehors de ]0, 1], on déduit des propriétés
du produit de convolution sur R que f € LP(R), et donc que w * f €
LP(0,1).

2. (a) Soit s > 0 et soit f € L*(0,1). On remarque que p,_; € L*(0,1).
De 1., on déduit que ps_1 * f est bien définie sur [0,1] et que
ps_1 % f € L*0,1). Tl en résulte que Vi(f) = ﬁps_l x [ est
bien définie sur [0,1] et que V,(f) € L?(0,1). Par linéarité de
Iintégration, V; est une application linéaire de L?(0,1) — L?(0, 1).
De 1., on déduit aussi que

1 [ps—1ll1
[Vs()]l2 = m”ps—l * fll2 < T(s) 1/ l2

avec

1 1
ps 1|l = / Blds — L < 0
0 S
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donc

1
Vil < =——.
S B
Soit n > 0 et soit s > 0. On a:
Ps—1 * Dn
Vi(pa) = et

avec: Vo € [0,1],

Ps—1#Pn(r) = /0 (a—ty it = {—t"@} =

=0

d’oui:

Ps * Pn—1 _ nps * Pn—1
sT(s) rrip T(s+1)

On en déduit, par récurrence sur n > 0:

V5<pn) =n

{Pstn—1 * Po

Vs(pn) = n! (s +n)

avec: Vo € [0,1],

x . 1 xs—l—n
S = — )TNt =
panrla@) = [ (@=1) .
donc
n! n!
‘/s n) — n+s — =, . ~Pn+s-
(Pn) (s—l—n)lﬂ(fﬁ—n)pJr 1“(5—HH—1)p+
On a:

n!
H‘/s(pn>_pn||2 = H (mps - 1) Pn

avec
2 1 ] 2
n!
1 = (— 2 p@)—1) do =
, /0 (F(n+s+1)p (@) > !

19

n!
F(n—i—s—l—l)ps

n!
< -~/ . . \lVs
- HF(n—l—s—l—l)p

n n
+gps*Pn—1 () = ;ps*pn—l (x)
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! n! S ! n!
(" ) a2 — " dr
/0 (F<n+s+1>> o /0 Tn+st1)

n! S| 9 !
- (F(n+s+1)) (2s+1) (s+1)F(n+s+1)+1

avec, compte tenu de I1.1.(d):

n! n! n!

0+ Fn+s+1) T(n+1) i) n!

On en déduit:

' 2
n.

lim |- p,
S [T+ s+ 0P

e—0t

2

puis, par le Théoreme des Gendarmes:

tim [[Vi(pn) = pall2 = 0.

Soit f € L*(0,1) et soit g € C([0, 1]) un représentant continu de f.
Soit € > 0. D’apres le Théoreme de densité de Stone-Weierstrass,
il existe un polynome P. € C[X] t.q.

g — Prllo < e
Alors:

IVs(f)=Fll2 = [IValg)=gll2 < [Va(g)=Vs(Eo) [l Va(Fe) = Fella+ | P-—=Vi(

. 1) L= Pl + [ o = Va(P)
—_——

<e

< (—1
v \I'(s+1)

On pose: N. = deg(P.) et

Ne
Pe = Z QpPn -
n=0

Alors, par linéarité de Vi:

| P.—=Vi(P. ||2—||Zan «(Pn)—pn) ||2<Z|an|||V(pn) ~pullz = 0
n=0
(C)

20

E)ll2



On en déduit:

1
limsup [|Vs(f) — S\ttt e uTe
5—>0+p IVs(f) = [ll2 (F(l) ) I1.1.(c)

Ceci étant vrai Ve > 0, on en déduit que

limsup [|V5(f) = fll2 = im inf [[Vi(f) = flla = lim [[Vi(f)=f]> =0
530+ s—0F s—0F

Soit s1,89 > 0 et soit f € L?(0,1). On a:

Vi o Vi (f) () = W / (-t / (1 — w)™* " (u)dudt

avec

0< /$(x — )5t /t(t — )27 f(u)|dudt < +oo.
0 0

Du Théoréeme de Fubini on déduit:

VoV (f)() = W / /{ NG / (t—u)* " f (u)dtdu =

1 ‘ ‘ s1—1 _u52—1 wdu
_m/o/u(x—t) (f — w)* 't f (u)du.

Soit u € [0,z]. On a:

/m(m—t)sl_l(t—u)srldt = /I(:E—u—(t—u))sl_l(t—u)”_ldt =

v=t— v=(z—u)¢

T—u 1
= / (r—u—v)* 2 dy = (:v—u)51+52_1/ (1—¢) ¢ td¢ =
v Jo JO ,

-

=B(s1,52)
- p51+52_1(ZL‘ - u>B(317 32)

Il en résulte:

Vi 0 Via(f)(a) = 2L 52)) / Do (@ — w)f(u)du

L(s1)(s2
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1

II.QTb).ii mp51+52—1 * f(x)

1.e.:

‘/:91 o Vsz(f) = Psi+sy—1 % f = ‘/;1+82<f)‘

F(Sl + 82)
et (V5)s>0 est un semi-groupe.

Par hypothese la suite (77 (x,,))n>0 est dans un cmpact de H donc
il existe une suite extraite (zy,(n))n>0 €t y1 € H t.q.:

T\(xp,m)) — 1 dans H.

n—-+4o0o

De méme il existe une suite extraite (2, opy(mn))n>0 €t y2 € H t.q.:

T2<I‘g010(pz(n)) — 1o dans H.

n——+0o

Par récurrence sur k > 0, il existe une suite extraite (24, o0pp0--0p; (n))n>0
et yp € H t.q.:

T(Z gy 0pp0--0pk (1)) o dans H.

On pose:

@(n) = p1opyo---0p,(n), VYn>0.

Alors, pour tout & > 0, la suite (Zy(n))n>0 est extraite de (24, o0pp0--004 (n) )0
et on en déduit:

Te(Tpwmy) — yr dans H.

n—-+o0o

Soit k,p > 0. Avec les notations de (a):
I — wellr = B [T () — Telag)lln < [Tosy — Tl

ou la suite (T )x>0 est convergente vers T' donc de Cauchy. On en
déduit que la suite (yx) x>0 est de Cauchy dans H donc convergente
vers une limite y € H. Soit € > 0 et soit kg > 0 t.q.:

T —Tell + llye — ylla <&, Vk>ko
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et soit k > ky. On a:
1T (@ o)) —yllr < NT (@ o)) =Ti(@pm) | o+ T (@) = Yillm+yr—yll

SNT =T |+ Tk (2o (ny) =yl e+l =yl < 26+ T2 p(n)) =Y || -
On en déduit:

limsup ||T(zpm)) — ylla < 2e.

n—-+oo

Ceci est vrai Ve > 0, donc

lim sup |17z )~ yllar = i inf [ 7o) =yl = T [T pi) =l =0

n—-+o0o

et la suite (T'(z,,))n>0 est dans un compact de H. La suite (2,),>0
étant arbitrairement choisie dans la boule unité de H, on en déduit
que 'application T est compacte.

L’application K, est linéaire par linéarité de l'intégration. Soit
f € L*0,1). On a:

(K (F)(@)] < [[fll2ll@nlz = )ll2, Ve €0, 1],

donc:
/|K |dfv<||f||2/ 1Qn(e — ) |2da

avec, d’apres le Théoreme de Fubini:

/ 1Qn(z ||2dm—/ / |Qn(x—u |2dudx E / / |Qn(y 2dyd:L‘
< [ iy
L

/|K rdx<||f||2/ 1Quly)Pdy < +oo,

Il en résulte:

ie. K,(f) € L*0,1) et
[ ()2 < [ ll2l|@nllz21,1)-
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Donc K, est continue de L?(0,1) dans L*(0,1).

Soit f € L*(0,1) et soit n > 0. On remarque que pour presque
tout u € [0, 1], 'application z — @, (z — u) est continue sur [0, 1]
et que:

|[f(@)@n(z — )| < [f(u)] sup [Qn(y)|

ly|<1

avec f € L*(0,1) par hypothese. D’apres le Théoreme de Con-
vergence Dominée de Lebesgue K, (f) est continue sur [0, 1], donc
K,(L*(0,1)) € C([0,1]). Soit z € [0,1]. On a: Vf € L*(0,1),

[ () @)] < (| fll2ll@n 2 =)l

donc
{K.(f)(x), feL*0,1), [Ifll <1}

est relativement compact dans C. De plus, Vz,y € [0,1], Vf €
L?(0,1),

Ko () () — KulF) ()] = / F)(@Qulx — ) — Quly — w))du| <
<1l =) = Quly — )l

L’application @),, est continue sur R, donc uniformément continue
sur le compact [—1,1]. On en déduit que I’ensemble

{Ku(f), £€L0,1), [Ifll2 <1}

est uniformément équicontinue sur [0,1]. Il en résulte que K,
transforme la boule unité de L?(0,1) en un compact de C([0,1])
d’apres le Théoreme d’Ascoli. Soit (fi)rs0 € L2(0, )N t.q. || fell2 <
1, Vk > 0. 1l existe donc une suite extraite (f,x))r>0 et une ap-
plication g € C([0,1]) € L*(0,1) t.q.:

Kn(fotr) k_}—i{><> g dans C([0,1]).
On a aussi: Vk > 0,

1K (forry) — gll2 < 1 (foy) — 9lloo 0

i.e. Kn(fow)) Y dans L?(0,1). Donc K,, transforme la boule

unité de L?(0,1) en un compact de L?*(0,1), i.e. Dapplication
linéaire continue K, est compacte de L?(0,1) dans L?(0,1).
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(b) Soit s > 0, soit n > 0 et soit f € L?(0,1). Soit z,u € [0,1]. On
remarque que:

I<u<z<l=0<z—u<l—-u<l1

I<zr<u<l=0<u—z<l—z<1

-/ (e — ) ()

1

| (Walr = ) = Qule —w)) fu)du) <

d’ou on déduit que

Il en résulte:

Va() (@) = Kn(f)(2)] =

< / (- 1) — Qulz — w)]|f(w)|du

(/ e — ) — Qn(x—UIdU) (/ [z — ) — Quler — W[ Flu >rdu)1

avec:

1 x
| eta—i-@ua—id = [ 1 -Quwldy < 10-Qullcr,

donc

/|v £)(@) Pz <

< e=Qullor ( /0 /0 Ws(x—u)—Qn($—U)||f(U)!2dud:l:>
avec

/01 /01 s ( — u) — Qulz — w)|| f(w)|*dudz =

= [ ([ 1t = 0= @ute = wiae) 00
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et, Yu € [0, 1],

1 1-u
| eta—-@ua—ide = [ )= Qulldy < 1. ~Qullos

=Tr—u
u

donc

1
[ VAN = Kal e < 6.~ Qs a1
ie.
IVa(f) = Ku(Hll2 < [[¢0s = Qull =1, 1 f]]2
Soit s > 0 et soit € > 0. Par densité de D(—1,1) dans L'(—1,1),
on peut trouver une application réguliere . € D(—1,1) t.q.
st - (psHLl(fl,l) <E.

D’apres le théoreme de Stone-Weierstrass, il existe un polynome
P. t.q.
e — Prfloo < €

et alors:
st - Pa”Ll(—Ll) < 2e.

Ceci étant vrai pour tout € > 0, n en déduit 'existence d’une suite
de polynomes (Qn)n>0 t.q.

HwS_QnHLQ(fl,l) — 0.

n—-+00

De (b) on déduit que la suite d’opérateurs compacts (K, ),>0 as-
sociés dans (a) vérifie:

IV = Koll < 19 = Qullszcan 7, 0

De 3.(b) on déduit que V est compact de L*(0,1) — L*(0,1).
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VI. Opérateurs de Hilbert-Schmidt

1. Soit T' € Hs(H) et soit (b,)n>0 une base hilbertienne de H t.q.

DT ®)llE < oo

n>0

Soit (75 )n>0 une base hilbertienne de H. On a:

S TG = SIS e BTG < 3 (D ) ) (z (b HH)

n>0 n>0 k>0 n>0 \ k>0 k>0

=2 It bl (Z 17 (b) ||H) = ST % < +oo

k>0 n>0 k>0 k>0

=l =1

La réciproque est immeédiate.

2. (a) Soit x =), owkbr € H On a:

1

T () =Su(@) i < Y |wallIT (o)l < ( > Il’kl2> (Z ||T(bk)||?f)

k>n+1 k>n+1 k>n+1
SMH
3
= [T = Sull < ( > HT(bk)H?{)
k>n+1
(b) On note By la boule unité fermée de H. Soit © € By et soit
n > 0. On a:
1 1
n n 2 n 2
1Su(@) i <D lawllI T (0ill < (Z |56k|2> (Z IIT(ka?{)
k=0 k=0 k=0
—_——

S[lzflz<1

< (Z HT(ka?{>
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On en déduit que S, (Bp) est borné pour la norme induite par celle
de H dans Im(S,) qui est un ev de dimension finie, i.e. S, (Bpy)
est une partie relativement compacte de Im(S,). Donc S, est
compacte. De (a) et de 1., on déduit en outre que

lim ||T— S,| = 0.
n—-+00
et donc que T est compacte d’apres V.3.(b).

Soit s €]0,1[. On remarque que: Vn € N,
<‘/S(6—n)a e—n>2 = <‘/S(a)>a>2 = <‘/5(6n),€n>2

Donc quitte a remplacer (Vi(e,),e,)2 par (Vi(e,),en)2, on peut
supposer que n > 1. On a:

W@wm—/V@mmmm=

/ / -1 —227rn (z—t) dtdl?
—2imnu
= I‘ / / dudx

On remarque que s > 0 donc u — u*~! est dans L'(0,1) et on
peut appliquer le Théoreme de Fubini:

1 A
Vilen), en)o = —— // u e 2 dudr =
Walen), en) ['(s) {0<u<z<1}

1 ! ,
// 227rnudxdu — / (1_u)usflef2z7rnudu —
0<u<ac<1} ['(s) Jo

= £ Unls = D = L),

D’apres 11.3.(e):

In(s) D+1)@m™ s s _ 5 s
I,(s—1) note  T'(s) (27wn)* I1.1.(b) 270 n—-+o0
Il en résulte:

o—is5
(Vs(€en), en)2 o mln(s —-1) oo (27n)*

11.3.(e)
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(b) On suppose que V; est un opérateur de Hilbert-Schmidt. Alors:
Vn > 1,
[(Valen), en)o| < [Vilen)ll2

Zl s(en) en) | <Z”V (en) ||2<+OO

n>1 n>1

donc

avec, compte tenu de (a):

(Valen)sen)of ~

n—+00 (271'71)25 '

g , . 1 . 1
On en déduit que nécessairement: 5 —5; < Foo, le s> 3.
n
n>1

4. Soit f € L*(0,1). L’application Tk est linéaire par linéarité de I'intégration.
On a:
1 1 1 2
[ e < [ [ ix@alimi) a<

< [ ([ wwara) ([ If(y)de)jdx — KIS < +oo

—
=|If113

donc Tk (f) € L*(0,1) et
1Tk (Pllz < 1Kl fll2,  ¥f € L*(0,1).

On a, pour presque tout = € [0, 1],
1
Telen)@) = [ Klop)e ™y = (K(z,),eo)a VneZ
0

donc, par le théoreme de Fubini:

> I Tw(en) \|2—Z/| ), €n) !dx—/2| ), en)o|?de =

neL nez nez
1
2 2
= [ 1K lBde = 1K < +o0
i.e. Tk est un opérateur de Hilbert-Schmidt.
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5. Soit s > 0.
On a: pour presque tout z € [0, 1],

-/ (e — O f (0t

Vilen)) () = (¢s(x =), €n)2

et en particulier:

donc

S Vien \12—2/ (i — ), ex)alPd =

nez neZ

/Zws )yen) |daz—/ sl — )2

ne”L

1 1
— / / |¢S(m—t)|2dtd:c— / / )2 D dtda
0 Jo | O<t<x<l}

_ 1 ! ; T — 2(s—1) T =
\r<s>|2/o | v Vara TETEEVITATE

On en déduit que Y, [|[Vi(en)||3 < +o0 ssi2s —1 > 0, i.e. que V; est
un opérateur de Hilbert-Schmidt ssi s > %

6. Dans V.4.(b) la convergence est uniforme ssi ¢, € C([0, 1] i.e. ssi s > 1.
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