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Agrégation de Mathématiques
Feuille de TD 2

Exercice 1
Soit A € My(R) t.q.
Az -z >alz|?, VzeR? a>0.
Soit b € R%. On cherche x € R? solution de

Az =b.

1. On considére la suite (xF))>0 définie par :
2 donné dans RY

Az® 4+ Bz® =p 4 gz*-D  k>1. B>o0. (1)

Montrer que la suite (x(k))kzo converge vers x.

On a:
(A+ 0" —z) = BV —2) =

(a+8) o) ~a]* < (A+BD (@P—2)-(a ¥ —2) = B2t~ ~a)- (o) —a)

Il en résulte :

k
o)~ < e —af < (B ) e -l

2. Montrer que la suite (y™),>o définie par :
y "t =y — p(By™ —c), n>0 (2)

converge vers vers %) solution de (1), k>0, pour p € R, B € M,(R),
¢, Y9 € R™ convenablement choisis.

Si (y™),>0 converge vers y alors By = ¢ = Bx®). On prend :
c=b+a*V B=A+pI
Soit y € R™ et soit e =y — 4. Ona :

€(n+1) _ (I _ pB)E(n)



donc :
e D3 = 1e™3 — 2pBe™ - ™ + p?||e™)|3

< (1—2p(a+ B) + p*1BI13) ™13

=:0(p)

avec
6(p) <1 < p(plBI} - 2(a+B)) <0

. a+p at+ B\
mln@(p)z@( >:1—< > =p
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= 1"Vl < Valle™ 2

. Pour tout k > 0, on note (y,in))nzo la suite définie par (2) qui converge

vers %) et on arréte les itérations (2) pour n = p, p fixé. En déduire

une majoration de Hy,(fp) —x|| en fonction de a, B, p, k et p. Quel est le

meilleur choiz du paramétre 8 ?
Soit £ > 0 et soit p > 0. On a :

et

u —a= (= p(A+ BN —2) + 554 — )

d’ou :
Iy — 2l < VBlIlyE ™ — allz + pBlla*Y — x5 <
k—1
—(p—1) . 8
< Vi ||y,£”_>1x|2+pﬁ<> 12 — o]l
Yy O 2@ a+ 3
k k—1
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_ ~k(P*1) a+8 k
k-1 [ 1 — \/ﬁ atp
—(k+1)(p—1) _ B
< Vi ||w<°>x||2+p/3( ) ()

Y =2(© a+f

=v(B)
On choisit # qui minimise v(53).
. Comment choisir p = p, en fonction des itérations ¢

Le schéma (2) peut étre réécrit sous la forme d’un schéma de gradient
associé au probleme de minimisation :

1
inf ~By-y—c-y, 3
Jnf 5By y—cy (3)

=:J(y)



soit :
Ty ) = Iy = pVI(y™)), n=>0

ol la suite construite (y(™),>o converge vers la solution de (3). Une
variante consiste a considérer le schéma :

J(y" ) = inf J(y™ — pVI(y™))
pER

On montre que la minimimu est atteint pour
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