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Exercice 1

Soit A ∈Md(R) t.q.

Ax · x ≥ α‖x‖2, ∀x ∈ Rd, α > 0.

Soit b ∈ Rd. On cherche x ∈ Rd solution de

Ax = b.

1. On considère la suite (x(k))k≥0 définie par :

x(0) donné dans Rd

Ax(k) + βx(k) = b+ βx(k−1) k ≥ 1, β > 0. (1)

Montrer que la suite (x(k))k≥0 converge vers x.

On a :
(A+ βI)(x(k) − x) = β(x(k−1) − x)⇒

(α+β)‖x(k)−x‖2 ≤ (A+βI)(x(k)−x)·(x(k)−x) = β(x(k−1)−x)·(x(k)−x)

Il en résulte :

‖x(k) − x‖ ≤ β

(α+ β)
‖x(k−1) − x‖ ≤

(
β

(α+ β)

)k
‖x(k−1) − x‖

2. Montrer que la suite (y(n))n≥0 définie par :

y(n+1) = y(n) − ρ(By(n) − c), n ≥ 0 (2)

converge vers vers x(k) solution de (1), k ≥ 0, pour ρ ∈ R, B ∈ Mn(R),
c, y(0) ∈ Rn convenablement choisis.

Si (y(n))n≥0 converge vers y alors By = c = Bx(k). On prend :

c = b+ x(k−1), B = A+ βI.

Soit y ∈ Rn et soit ε(n) = y(n) − y. On a :

ε(n+1) = (I − ρB)ε(n)
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donc :
‖ε(n+1)‖22 = ‖ε(n)‖22 − 2ρBε(n) · ε(n) + ρ2‖ε(n)‖22

≤ (1− 2ρ(α+ β) + ρ2‖B‖22)︸ ︷︷ ︸
=:θ(ρ)

‖ε(n)‖22

avec
θ(ρ) < 1 ⇐⇒ ρ(ρ‖B‖22 − 2(α+ β)) < 0

et

min
ρ∈R

θ(ρ) = θ

(
α+ β

‖B‖22

)
= 1−

(
α+ β

‖B‖22

)2

=: ρ̃

⇒ ‖ε(n+1)‖2 ≤
√
ρ̃‖ε(n)‖2

3. Pour tout k ≥ 0, on note (y
(n)
k )n≥0 la suite définie par (2) qui converge

vers x(k) et on arrête les itérations (2) pour n = p, p fixé. En déduire

une majoration de ‖y(p)k − x‖ en fonction de α, β, ρ, k et p. Quel est le
meilleur choix du paramètre β ?

Soit k > 0 et soit p > 0. On a :

y
(p)
k − x = (I − ρ̃(A+ βI))(y

(p−1)
k − x) + ρ̃β(x(k−1) − x)

d’où :

‖y(p)k − x‖2 ≤
√
ρ̃‖y(p−1)k − x‖2 + ρ̃β‖x(k−1) − x‖2 ≤

≤
y
(0)
k =y

(p)
k−1

√
ρ̃
(p−1)

‖y(p)k−1 − x‖2 + ρ̃β

(
β

α+ β

)k−1
‖x(0) − x‖2

≤
√
ρ̃
k(p−1)

‖y(p)0 − x‖2 +

k−1∑
j=0

√
ρ̃
j(p−1)

ρ̃β

(
β

α+ β

)k−j−1
‖x(0) − x‖2.

≤
y
(0)
0 =x(0)

√
ρ̃
(k+1)(p−1)

‖x(0)−x‖2+ρ̃β

(
β

α+ β

)k−11−
√
ρ̃
k(p−1)

(
α+β
β

)k
1−
√
ρ̃
(p−1)

(
α+β
β

)


︸ ︷︷ ︸
=:γ(β)

‖x(0)−x‖2.

On choisit β qui minimise γ(β).

4. Comment choisir ρ = ρn en fonction des itérations ?

Le schéma (2) peut être réécrit sous la forme d’un schéma de gradient
associé au problème de minimisation :

inf
y∈Rd

1

2
By · y − c · y︸ ︷︷ ︸

=:J(y)

, (3)
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soit :
J(y(n+1)) = J(y(n) − ρ∇J(y(n))), n ≥ 0

où la suite construite (y(n))n≥0 converge vers la solution de (3). Une
variante consiste à considérer le schéma :

J(y(n+1)) = inf
ρ∈R

J(y(n) − ρ∇J(y(n)))

On montre que la minimimu est atteint pour

ρ = ρn =
‖z(n)‖22

Bz(n) · z(n)
, z(n) := By(n) − c
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