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Exercice 1

Pour tout x ∈]0, 1[, on note f(x) l’unique entier q solution de

(q − 1)x < 1 ≤ qx,

et on pose :
g(x) = qx− 1.

1. (a) Montrer que :
0 ≤ g(x) < x, ∀x ∈]0, 1[

(b) Montrer que f est décroissante.

2. Soit x ∈]0, 1[\Q.

(a) Justifier l’existence d’une suite (xn)n≥0 définie par :

x0 = x, xn = g(xn−1), n ≥ 1. (1)

(b) Montrer que la suite (xn)n≥0 définie par (1) est convergente. On note
y cette limite.

(c) Montrer que la suite de terme général qn = f(xn) est croissante et
tend vers +∞.

(d) En déduire que y = 0.

3. Soit α ∈ R \Q. On pose

Dα = {pα+ q, (p, q) ∈ N× Z}

Montrer que Dα est dense dans R.

4. On note U l’ensemble des nombres complexes de module 1. Soit ω ∈ R
t.q.

ω

π
6∈ Q. Montrer que l’ensemble {eipω, p ∈ N} est dense dans U.

Exercice 2

Soit (a, b) ∈]0,+∞[×]0,+∞[. Déterminer la limite de la suite de terme
général :
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