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FEUILLE D’EXERCICES SUR LES EXTREMA LIES

1 Le théoréme des extrema liés

On commence par rappeler le théoréme des extrema, liés.

Théoréme 1 (Extrema liés, mutiplicateurs de Lagrange). On considére U C R™ un ouvert et
une application g : U — RP, x — (g1(x),...,gp(x)) de classe C" pour r > 1. On désigne par S
Uensemble S := g=1(0) = {x € U;g(x) = 0} et on suppose que, pour tout x € S, la différenticlle
D,g : R™ — RP est surjective. Autrement dit, S est une sous variété de dimension n —p dans R™.
Si f: U — R une fonction de classe C", une condition nécessaire pour que la restriction de f a S
présente un extrémum local en un point a € S, est qu’il existe p nombres réels A1, ..., \p (appelés
les multiplicateurs de Lagrange) tels que :
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En coordonnées ceci s’écrit : pour tout j € {1,...,n}
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Exemple 1. On souhaite déterminer les mazima de la fonction f(x1,z2) = x122 Sur le cercle
S = {(x1,22) € R?, 22 + 23 = 1}. Ici, on a donc p =1 et si on pose g1(x1,72) = 23 + 23— 1, on
a pour tout (hy, hy) € RY

D2y 22)91(h1,h2) = (V2 20)91, (h1, h2)) = ((221,222), (R, ko)) = 231h1 + 222D,

Si (x1,x2) € S on a nécessairement x1 # 0 ou x2 # 0 de sorte que gy est bien surjective. D’aprés
le théoréme des extrema liés, si f posséde un extremum local en a = (a1,a2) € S, alors il existe
un scalaire \1 tel que
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On en déduit que N3 = 1/4, i.e. \y = £1/2, i.e. as = Fay, i.e.
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Le mazimum de la fonction f sur le cercle S vaut donc 1/2 et il est atteint auzx points
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2 Quelques exemples classiques d’application

Exercice 1 (Polygone inscrit de périmétre maximal). On considére un polygone convere an cotés
inscrit dans le cercle unité du plan euclidien. On note P son périmétre et ', e'®2 ... ' [es
affizes de ses sommets, avec la convention que 0 < a1 < ag < -+ < a, < 27.

1. On pose, pour k € {1,...,n — 1}ty = L (agp1 — ax) et t, = 1 (a1 + 27 — ay,). Montrer que

P=2%_ sin(t).

2. Montrer que P est mazximal lorsque le polygone est régqulier.
Exercice 2 (Triangle d’aire maximale). Commengons par rappeller la formule de Héron, qui donne
Vaire A= +/p(p—z)(p — y)(p — 2) d’un triangle de cotés x,y,z et de périmetre 2p = x +y + z.
Justifier que parmi les triangles de périmétre 2p, il y en a un d’aire maximale et le déterminer.

Exercice 3 (Inégalité arithmético-géométrique). Soit n > 2 et f : R — R, (x1,...,2,) +—
T1--Ty. On note S := {(xl,...,z:n) eERY x4+ H 2y = 1}.

1. Démontrer que f admet un mazimum global sur S et le déterminer.

2. En déduire inégalité arithmético-géométrique : pour tout (x1,...,x,) € RY, on a
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Exercice 4 (Inégalité de Holder). Soient p et q deux nombres réels > 1 tels que %—l—% = 1. Soient
a; et by, i € {1,...,n}, des nombres réels > 0. Montrer que
n n % n %
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Exercice 5 (Inégalité de Hadamard). On munit R™ de la norme euclidienne usuelle et on définit
la fonction f : R™ x R™ x -+« x R™, f (v1,...,v,) = det (v1,...,v,) le déterminant de la matrice
carrée d’ordre n formée des vecteurs colonnes v1,...,Un,.
1. Montrer que le mazimum de f sur Uensemble S défini par ||vi]| = --- = ||vn|| = 1 est atteint
et qu’il est strictement positif.
2. Montrer que si le maximum de f sur S est atteint en (v1,...,vy,) alors les v; forment une
base orthonormale de R™.
3. En déduire l'inégalité de Hadamard, pour toute famille d’éléments vy, ...,v, de R"
[det (v1, ..., v0)|] < JJor|| ... ||onll -

Quand a-t-on égalité ?

Exercice 6 (Vers le théoréme spectral). Soit A € M,(R) un matrice symétrique. En utilisant
le théoreme des extrema liés, montrer que p := sup|‘$||:1<A:c,x) est bien défini et est une valeur
propre de la matrice A.
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