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Rappels et exercices sur les polynômes d’endomorphismes

Leçons : Principalement 150; 152; 156. Secondairement 149; 151; 153.

Par défaut, on fixe 𝑘 un corps, 𝐸 un 𝑘-espace vectoriel de dimension 𝑛 < ∞ et 𝑢 ∈ ℒ(𝐸) un
endomorphisme.

Basic stuff first

Exercice 1 (Polynôme minimal).
1. Montrer qu’il existe un unique morphisme de 𝑘-algèbre ev𝑢 : 𝑘[𝑋] → ℒ(𝐸) envoyant

𝑋 sur 𝑢. On notera 𝑃(𝑢) au lieu de ev𝑢(𝑃) et 𝑘[𝑢] au lieu de Im ev𝑢 .
2. Montrer que le morphisme ev𝑢 n’est pas injectif.
3. En déduire l’existence d’un unique polynôme unitaire 𝜋𝑢 ∈ 𝑘[𝑋] tel que pour tout

polynôme 𝑃 ∈ 𝑘[𝑋], 𝑃(𝑢) est nul si et seulement si 𝜋𝑢 divise 𝑃.
4. Montrer que l’idéal Ker(ev𝑢) ne dépend que de la classe de similitude de 𝑢. En

déduire que 𝜋𝑢 ne dépend que de la classe de similitude de 𝑢. Que pouvez-vous dire
de la réciproque ?

5. Soit 𝑑 ⩾ 0 le degré de 𝜋𝑢 . Montrer que (Id𝐸 , 𝑢, . . . , 𝑢
𝑑−1) est une base du 𝑘-espace

vectoriel 𝑘[𝑢]. En déduire une première borne supérieur pour le degré de 𝜋𝑢 .

Exercice 2 (Commutativité). Soit 𝑃 un polynôme.

1. Montrer que 𝑃(𝑢) et 𝑢 commutent. En déduire que 𝑘[𝑢] est une algèbre commutative,
incluse dans le commutant

𝐶(𝑢) := {𝑣 ∈ ℒ(𝐸) | 𝑣 ◦ 𝑢 = 𝑢 ◦ 𝑣}.

2. Donner un exemple où l’on a 𝑘[𝑢] ≠ 𝐶(𝑢). (On verra plus tard une caractérisation des 𝑢 tels
que 𝑘[𝑢] = 𝐶(𝑢))

3. Montrer que Ker𝑃(𝑢) et Im𝑃(𝑢) sont des sous-espaces de 𝐸 stables par 𝑢.

4. Montrer que si 𝑢 est inversible, alors 𝑢−1 ∈ 𝑘[𝑢].

Exercice 3 (Polynôme minimal et restriction), [OA, Section 4.2.2].

1. Soit 𝐹 un sous-espace vectoriel de 𝐸 stable par 𝑢.

(a) Soit 𝑢|𝐹 la restriction de 𝑢 à 𝐹 (pourquoi s’agit-il d’un endomorphisme de 𝐹 ?). Montrer
que le polynôme 𝜋𝑢|𝐹 divise 𝜋𝑢 .

(b) Soit 𝑢 l’endomorphisme de 𝐸/𝐹 induit par 𝑢 (pourquoi cet endomorphisme existe-t-il
?). Montrer que le polynôme 𝜋𝑢 divise 𝜋𝑢 .



2. Soit 𝑥 un élément de 𝐸.

(a) Montrer (abstraitement ?) qu’il existe un plus petit sous-espace de 𝐸 stable par 𝑢 et
contenant 𝑥. On notera 𝐹 ce sous-espace.

(b) Montrer que l’on a

𝐹 = Vect(𝑢𝑝 , 𝑝 ∈ N) = {𝑃(𝑢)(𝑥), 𝑃 ∈ 𝑘[𝑋]}.

(c) Montrer que l’on définit une application 𝑘-linéaire 𝜑 : 𝑘[𝑋] → 𝐹 en posant 𝜑(𝑃) =
𝑃(𝑢)(𝑥).

(d) Montrer que Ker 𝜑 est un idéal non nul de 𝑘[𝑋]. On pose 𝜋𝑢,𝑥 le générateur unitaire
de cet idéal.

(e) Montrer que la restriction de 𝜋𝑢,𝑥(𝑢) à 𝐹 est nul. En déduire que 𝜋𝑢,𝑥 est égal au
polynôme minimal 𝜋𝑢|𝐹 .

(f) Montrer que l’on a

deg(𝜋𝑢,𝑥) = dim 𝐹 = inf{𝑝 ∈ N | (𝑥, 𝑢(𝑥), . . . , 𝑢𝑝(𝑥)) est liée}.

Exercice 4 (Lemme des noyaux) [Grifone, Section 6.10].
1. Soient 𝑃, 𝑄 deux polynômes premiers entre eux. On suppose que le produit 𝑃𝑄 est

annulateur de 𝑢.
(a) Montrer qu’il existe 𝑈,𝑉 ∈ 𝑘[𝑋] tels que

∀𝑥 ∈ 𝐸, 𝑥 = (𝑈(𝑢) ◦ 𝑃(𝑢))(𝑥) + (𝑉(𝑢) ◦𝑄(𝑢))(𝑥).

En déduire que 𝐸 = Im(𝑈(𝑢) ◦ 𝑃(𝑢)) + Im(𝑉(𝑢) ◦𝑄(𝑢)).
(b) Montrer que l’on a Im(𝑈(𝑢) ◦ 𝑃(𝑢)) ⊂ Ker𝑄(𝑢) et Im(𝑉(𝑢) ◦ 𝑄(𝑢)) ⊂ Ker𝑃(𝑢).

En déduire que 𝐸 = Ker𝑃(𝑢) ⊕ Ker𝑄(𝑢).
2. Montrer le Lemme des noyaux: si 𝑃 = 𝑃1 · · ·𝑃𝑟 est un polynôme factorisé en produit

de polynômes deux à deux premiers entre eux, alors

Ker𝑃(𝑢) =
𝑟⊕

𝑖=1
Ker𝑃𝑖(𝑢).

Polynôme caractéristique, Cayley-Hamilton
Exercice 5 (Polynôme caractéristique). Pour toute matrice 𝐴 ∈ ℳ𝑛(𝑘), on considère la matrice
𝑋𝐼𝑛 − 𝐴 de ℳ𝑛(𝑘[𝑋]) et on définit le polynôme caractéristique de 𝐴 comme

𝜒𝐴(𝑋) := det(𝑋𝐼𝑛 − 𝐴).

1. Montrer que 𝜒𝐴 est un polynôme unitaire de degré 𝑛. (On définit souvent le polynôme
caractéristique comme 𝜒𝐴(𝑋) = det(𝐴−𝑋𝐼𝑛), ça facilite les calculs au sens où il y a moins de signes
moins. Ça ne change en réalité pas grand chose puisque det(𝐴 − 𝑋𝐼𝑛) = (−1)𝑛 det(𝑋𝐼𝑛 − 𝐴) par
multilinéarité du déterminant).



2. Pour toute base ℬ de 𝐸, on considère Matℬ(𝑢) la matrice de 𝑢 dans la base ℬ. Montrer que
la valeur de 𝜒Matℬ(𝑢) ne dépend pas du choix de ℬ.

3. En déduire une définition du polynôme caractéristique 𝜒𝑢 de l’endomorphisme 𝑢. Montrer
que 𝜒𝑢 ne dépend que de la classe de similitude de 𝑢. Que dire de la réciproque ?

On rappelle le célèbre et célébré Théorème de Cayley-Hamilton:

Théorème (Cayley-Hamilton). Soient 𝑘 un corps, 𝐸 un 𝑘-espace vectoriel de dimension finie, et
𝑢 un endomorphisme de 𝐸. On a 𝜒𝑢(𝑢) = 0. Autrement dit le polynôme minimal de 𝑢 divise son
polynôme caractéristique.

Exercice 6. Donner une meilleur borne pour le degré de 𝜋𝑢 .

Exercice 7 (Cayley-Hamilton, démonstration valable pour tout corps).
Soit 𝐴 un élément de ℳ𝑛(𝑘) fixé. Soit 𝑀 la transposée de la comatrice de 𝑋𝐼𝑛 − 𝐴.

1. Expliquer pourquoi 𝑀 est bien définie. Montrer que les coefficients de 𝑀 sont des
polynômes de degré au plus 𝑛 − 1. On pose alors

𝑀 := 𝐵0 + 𝐵1𝑋 + · · · + 𝐵𝑛−1𝑋
𝑛−1 ∈ ℳ𝑛(𝑘[𝑥])

où 𝐵0, . . . , 𝐵𝑛−1 sont dans ℳ𝑛(𝑘).
2. Montrer que l’on a

𝜒𝐴(𝑋)𝐼𝑛 = −𝐴𝐵0 + (𝐵0 − 𝐴𝐵1)𝑋 + · · · + (𝐵𝑛−2 − 𝐴𝐵𝑛−1)𝑋𝑛−1 + 𝐵𝑛−1𝑋
𝑛

3. On pose 𝜒𝐴(𝑋) = 𝑝0 + 𝑝1𝑋 + · · · + 𝑝𝑛−1𝑋
𝑛−1 + 𝑋𝑛 . Montrer que l’on a 𝑝0𝐼𝑛 = −𝐴𝐵0,

𝐼𝑛 = 𝐵𝑛−1 et
∀𝑖 ∈ [[1, 𝑛 − 1]], 𝑝𝑖𝐼𝑛 = 𝐵𝑖−1 − 𝐴𝐵𝑖 .

4. Conclure.

Exercice 8 (Cayley-Hamilton, démonstration par densité pour K = R ou C).
On pose 𝐷

reg
𝑛 (𝑘) l’ensemble des matrices de ℳ𝑛(𝑘) ayant 𝑛 valeurs propres distinctes et 𝐷𝑛(𝑘)

l’ensemble des matrices diagonalisables.

1. Montrer que 𝐷
reg
𝑛 (𝑘) est inclus dans 𝐷𝑛(𝑘).

2. On suppose désormais que 𝑘 = K = R ou C. Montrer que 𝐷
reg
𝑛 (K) est dense dans 𝐷𝑛(K).

3. On admet que toute matrice de ℳ𝑛(C) est trigonalisable. Montrer que 𝐷
reg
𝑛 (C) est dense

dans ℳ𝑛(C).
4. Montrer que le théorème de Cayley-Hamilton est vrai pour 𝐴 ∈ 𝐷

reg
𝑛 (C).

5. Montrer que la fonction ℳ𝑛(C) → ℳ𝑛(C) envoyant 𝐴 sur 𝜒𝐴(𝐴) est continue.

6. Conclure.

(Notons que cette démonstration peut être adaptée pour n’importe quel corps 𝑘, il faut alors adapter
l’argument de densité en utilisant la topologie de Zariski, largement hors programme.)



Exercice 9 (Cayley-Hamilton, démonstration par analyse complexe pour K = R ou C).
On se propose de démontrer le théorème de Cayley-Hamilton pour les matrices de ℳ𝑛(C) (ce
qui inclus donc ℳ𝑛(R)). Soit donc 𝐴 une telle matrice, on se donne ∥.∥ une norme d’opérateur
sur ℳ𝑛(C).

1. Justifier l’existence d’une constante 𝑅 telle que 𝐴− 𝑧𝐼𝑛 est inversible pour tout 𝑧 se trouvant
sur le cercle 𝒞 de centre 0 et de rayon 𝑅. On fixe un tel 𝑅 à partir de maintenant, et on note
𝛾 le chemin 𝑡 ↦→ 𝑅𝑒2𝑖𝜋𝑡 , parcourant le cercle 𝒞 dans le sens trigonométrique.

2. Montrer que pour tout 𝑧 appartenant à 𝒞 , la série matricielle de terme général 𝐴𝑝/(𝑧𝑝+1)
est convergente. Montrer que l’on a

(𝐴 − 𝑧𝐼𝑛)−1 = −
∞∑
𝑝=0

𝐴𝑝

𝑧𝑝+1 .

3. Montrer que pour tout entier 𝑝 ⩾ 0, on a∮
𝛾
𝑧𝑝(𝐴 − 𝑧𝐼𝑛)−1𝑑𝑧 = −2𝑖𝜋𝐴𝑝

(ici, l’intégrale est à comprendre coordonnées par coordonnées).

4. En déduire que pour tout polynôme 𝑃, on a∮
𝛾
𝑃(𝑧)(𝐴 − 𝑧𝐼𝑛)−1𝑑𝑧 = −2𝑖𝜋𝑃(𝐴).

5. Montrer que tous les coefficients de la matrice 𝜒(𝑧)(𝐴 − 𝑧𝐼𝑛)−1 sont des polynômes en 𝑧, en
déduire que l’on a ∮

𝛾
𝜒(𝑧)(𝐴 − 𝑧𝐼𝑛)−1𝑑𝑧 = 0.

6. Conclure.

Valeurs propres, réduction
Exercice 10.

1. Montrer que si 𝑃 est un polynôme annulateur de 𝑢, alors toute valeur propre de 𝑢 est une
racine de 𝑃.

2. Montrer que toute racine de 𝜋𝑢 est une valeur propre de 𝑢.

Exercice 11 (Caractérisation de la diagonalisabilité).
1. Montrer l’équivalence des propriétés suivantes:

(i) 𝜋𝑢 est scindé à racines simples.
(ii) 𝑢 annule un polynôme scindé à racines simples.

2. Montrer que, si 𝑢 est diagonalisable, alors 𝑢 annule un polynôme scindé à racines
simples dans 𝑘[𝑋]. En déduire que 𝜋𝑢 est alors scindé à racines simples.

3. Réciproquement, supposons que 𝜋𝑢 est scindé à racines simples. Montrer que 𝑢 est
diagonalisable.



Exercice 12. Montrer l’équivalence des propriétés suivantes:

(i) 𝜋𝑢 est scindé.

(ii) 𝜒𝑢 est scindé.

(iii) 𝑢 annule un polynôme scindé.

On verra plus tard que ces propriétés sont également équivalentes à la trigonalisabilité de 𝑢.

Exercice 13 (Diagonalisabilité sur les corps finis) [Groudon, Exercice 4.2.4.2].
Soit 𝐹 un corps fini de cardinal 𝑞. On rappelle que tout élément de 𝐹 est racine du polynôme
𝑋𝑞 − 𝑋.

1. Montrer que 𝑋𝑞 − 𝑋 est scindé à racines simples dans 𝐹[𝑋].
2. Soit 𝑀 ∈ ℳ𝑛(𝐹). Montrer que 𝑀 est diagonalisable si et seulement si 𝑀𝑞 − 𝑀 = 0.

Exercice 14. On suppose que 𝑘 est algébriquement clos de caractéristique non 2.

1. On suppose que 𝑢 ∈ GL(𝐸) et que 𝑢2 est diagonalisable. En déduire que 𝑢 est diagonalisable.

2. Trouver un contre exemple dans le cas où 𝑢 n’est pas inversible.

3. On suppose maintenant que 𝑘 est de caractéristique 2. Montrer que 𝑢 =
( 1 1

0 1
)

respecte les
conditions de la première question sans être diagonalisable.

Exercice 15. Pour tout 𝑚 ∈ C, on considère la matrice

𝐴𝑚 := ©­«
2 𝑚 − 1 −1

1 − 𝑚 𝑚 𝑚 − 1
1 𝑚 − 1 0

ª®¬
et on admet que son polynôme caractéristique est 𝜒𝐴𝑚 = (𝑋 − 𝑚)(𝑋 − 1)2.

1. Donner, selon la valeur de 𝑚, les valeurs propres de 𝐴𝑚 et leur multiplicités.

2. Déterminer, selon la valeur de 𝑚, le polynôme minimal de 𝐴𝑚 . En déduire les valeurs de
𝑚 pour lesquelles 𝐴𝑚 est diagonalisable. Diagonaliser 𝐴𝑚 le cas échéant.

Endomorphismes cycliques

On associe à tout polynôme unitaire 𝑃, de degré 𝑛 et noté 𝑃 = 𝑋𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑋
𝑛−1 +· · ·+ 𝑎0, la matrice

compagnon définie par

𝒞𝑃 :=

©­­­­­­«

0 0 · · · 0 −𝑎0
1 0 · · · 0 −𝑎1

0 1 . . .
...

...
...

. . .
. . . 0 −𝑎𝑛−2

0 · · · 0 1 −𝑎𝑛−1

ª®®®®®®¬
.

Exercice 16. Soit 𝑝 un polynôme unitaire de 𝑘[𝑋]. Démontrer que le polynôme caractéristique
de 𝒞(𝑃) est égal à 𝑃.



Exercice 17 (Endomorphismes cycliques) [OA, Section 4.3.2].
On dit que l’endomorphisme 𝑢 est cyclique s’il existe un vecteur 𝑥0 de 𝐸 tel que la famille
(𝑥0, 𝑢(𝑥0), . . . , 𝑢𝑛−1(𝑥0)) soit une base de 𝐸. Montrer l’équivalence des propriétés suivantes

(i) L’endomorphisme 𝑢 est cyclique.
(ii) On a 𝜒𝑢 = 𝜋𝑢 .

(iii) Le polynôme 𝜋𝑢 est de degré 𝑛.
(iv) Il existe une base de 𝐸 dans laquelle la matrice de 𝑢 est une matrice compagnon.
(v) L’algèbre 𝑘[𝑢] est de dimension 𝑛.

Exercice 18 (Dimension du commutant d’un endomorphisme) [FGN2, Exo 2.62].
1. Montrer que 𝑘[𝑢] est de dimension au plus 𝑛, avec égalité si et seulement si 𝑢 est

cyclique.
2. Nous allons montrer que 𝐶(𝑢) est de dimension au moins 𝑛.

(a) Réaliser 𝐶(𝑢) comme l’ensemble des solutions d’un système linéaire à coeffi-
cients dans 𝑘 (Indication: choisir une base).

(b) Montrer que l’on peut supposer que 𝑢 est trigonalisable (Indication: la dimension
de l’espace des solution d’un système linéaire à coefficients dans 𝑘 est invariante par
extension des scalaires).

(c) On suppose maintenant que 𝑢 est trigonalisable, soit ℬ une base de trigo-
nalisation et soit 𝐴 := Matℬ(𝑢). Soit 𝐹 l’ensemble des matrices triangulaires
supérieures 𝑋 qui commutent avec 𝐴. Montrer que 𝐹 est un espace vectoriel de
dimension au moins 𝑛. Conclure que 𝐶(𝑢) est de dimension au moins 𝑛.

3. Conclure que 𝑘[𝑢] = 𝐶(𝑢) si et seulement si 𝑢 est un endomorphisme cyclique.
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