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Agrégation de Mathématiques
Feuille de TD 1

Exercice 1

1. Montrer que la série de fonctions méromorphes :

1
DB) T

n€eZ
converge uniformément sur les bandes {a < Re(z) < b} \ Z, a < b. On
note f sa somme.
2. Montrer que f est méromorphe sur C, de pdles & préciser.
3. Montrer que f est périodique de période 1.

4. Montrer que :
lim f(z+iy) =0

|y|—+o0
et que la convergence est uniforme en x.

5. En déduire que

f(2)=( ul )2, Vz e C\Z.

sin(rmz)

Exercice 2

1. Montrer que la série de fonctions méromorphes
1 1 1
-+ - 1
2 () 2
n#0
converge uniformément sur les compacts de C \ Z vers la somme :

1 1 1 T
- — | = Vze C\Z. 2
z+z<z—n+n) tanms’ 0 C \ @)

n#0

Indication : Utiliser le résultat de I’Exercice 1.

2. Montrer que

1 2z ™
- = C\Z.
z + Z 22 —n?2  tanmz’ vz e C\ (3)

n>1



Exercice 3
1. Montrer que f définie par le produit infini :

z

£(2) = 211,51 <1 - nz) . (4)

est holomorphe sur C.

2. Montrer que

fllz) 0w 1 2
f(z)_tanm_ﬁzzzz_nQ, Vz € C\Z.

n>1

Indication Utiliser I’Exercice 2.
3. Montrer que

22
anl(lm» VzeC\Z. (5)

sinmz

Uv4

Exercice 4

x

1. Montrer que pour tout x € R, 'application z +— ec;z—_l se développe sous
la forme

ez

* 1 en(®) no1

=-+ E —=z" pour 0 < |z| < 2w
— |

e*—1 =z el

ou les coefficients ¢, (z), n > 1 sont des polyndmes.

2. On note D le disque ouvert de centre 0, de rayon 27. Montrer que :

e efz(lfa:)
pra f e p— Ve eR, Vze D\{0}.
En déduire : Vz € [0,1], Vz € D\ {0},
e 1 1

er —1

<
’— e =1 TT= e

3. Montrer qu’il existe une suite (rg)r>0 €]0,+0o0[ et une constante C' > 0
t.q. 2km <71 <2(k+ )7, Vk >0, et :

1
ﬁgc, si |Z|:T’k, Vk‘EO
ez —

4. Soit k > 1. Montrer que pour des contours v,y C C appropriés : Vx € C,

M:i/eidz, Vn > 1,
n! 2im /., z"(e* — 1)

<,0n(3?) N zk: eQiTrrr N e—Ziﬂ'r:c 1 / 2% p V> 1
= — —az n
n! (2imr)r  (—2imr)™ 2im )., 2"(e* —1) -

r=1




5. Soit z € [0,1]. Montrer que pour tout k¥ > 1, on a :

por() = (—1)F12(2k)1 > W
k1 | sin(2mna)
ory1(w) = (=1)"72(2k + 1)! Z (2nm) 2L’

les séries étant normalement convergentes pour 0 < x < 1.
6. Soit x €]0, 1[. Montrer que :

1 sin(2mnx)
Xr— — = xTr) = R
5 = (@) > —
n>1
ol la série du membre de droite est uniformément convergente sur les in-
tervalles [a,1—a], 0 < a < 1, et olt les sommes partielles ZnN:1 sin(2mnz)

nm ’
N > 1, sont bornées au sens suivant : il existe A > 0 t.q.

N sin(27mnx
3 ( )

<A, Vzxel0,1, VN>1.
nm

n=1

7. Etudier l'existence d'un prolongement holomorphe de @, = @nl[01]
n> 1.

Exercice 5

1. Montrer que le produit infini

s (1+2) e
n

converge normalement sur tout compact de C et définit une fonction
holomorphe sur C.
Indication : Montrer que

|(1+w)e™ — 1] < |w|?el?l, vweC.

2. On pose :
®(2) = 2111 (1 + E) e"n, VzeC.
n

ol

Y1

= 1 ——InN|.
i N—1>I-Ii-1<>o (Z n . )

n=1
Montrer que la fonction % est méromorphe sur C et s’écrit comme la
somme d’une série de fonctions holomorphes sur C \ (—N) normalement
convergente sur tout compact de C\ (—N) :




3. En déduire

B(z+1) = ‘I’(Zz), ¥z e C\ (=N).

4. Comparer avec le résultat de ’Exercice 3 pour montrer que :

sin 7z

D(2)®(1—2) = — Vze C\ Z.

Exercice 6

1. Montrer que l'intégrale

+oo
I'(z) = / t*"tetdt
0

est absolument convergente pour Re(z) > 0.

2. Montrer que z — I'(z) définit une fonction holomorphe sur le demi-plan
Re(z) > 0 et que :

400
F(k)(z):/ (Int)*t=~le~tdt, VRe(z) > 0.
0

3. Montrer que
I'(z+1)=2I(z), VRe(z)>0.

4. En déduire I'(n 4+ 1) pour n > 0. Montrer que :

r r
P(s) = LG _ (z +n) . VRe(z) >0. (6)
M 5(z+k) 2(z+1)-(2+n-1)
5. Montrer que la fonction I' se prolonge a C en une fonction méromorphe

sur C et holomorphe sur C\ (—=N). Vérifier que pour tout n € N, f admet
(—1)
n!

un pole simple en —n, de résidu

6. Montrer que :

T 1 r 1
‘ (z+n+ )‘< (z+n+ ), si z=Re(z)>-n-1, ¥n>0.

nln? nln®

7. En déduire :

1 . 1)---
—— =z I (1 + E) e » = lim det ) (z4n)
I'(z) n n—+o0 nln?

Indication : Utiliser 'exercice 5 et la formule de Stirling :

Dz+1) — V2mx (%)I

Tr—r—+00

- (M



