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Agrégation de Mathématiques
Feuille de TD 0 : exemple de legcon

Prolongement de fonctions. Exemples et applications.

Les prolongements envisagés sont ceux qui étendent le champ d’une propriété
donnée : régularité, définition d’un concept.

I. Continuité
1) Prolongement ponctuel

Soit I C R un intervalle ouvert et soit a € I. Soit f : I\ {a} — R continue.
Si lim,_,, f(x) = £ existe on pose : f(a) = /.

Exemple 1 _
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2) Prolongement hors d’un ensemble fermé

Théoréme 2. Soit (E, d) un espace métrique, A C E une partie fermée. Soit
f + A — R continue et bornée. Alors f se prolonge en une application g : R — R
continue et bornée. De plus :

infg=inf f et =
infg=inff e Sup g Sgpf

3) Le Théoréme de Hahn-Banach analytique

Soit E un ev sur R et soit p : £ — R une application vérifiant :

1. Vt e RT, Va € E, p(tz) = tp(x);

2. Yo,y € E, p(z +y) < p(x) +ply).
Soit F' C E un sev de E et soit f : F' — R une application linéaire t.q. : Vx € F,
f(z) < p(x). Alors il existe une application linéaire g : E — R t.q.

Loglr=1;

2. Vx € E, g(x) < p(z).

Application 3 : Prolongement par continuité. Soit (E, | -||) un evn sur

K =R ou C. Soit FF C E un sev de E et soit f : F' — K une forme linéaire
continue. Alors, il existe g € E' t.q. g|lr = f et |lg]| = || |-

Application 4. Soit E # {0} un ev sur K =R ou C et soit 2o € E\ {0}. Il
existe ¢ € E' t.q. ¢(xo) = ||zo|| et ||@]| = 1.



Application 5. Soit E # {0} un ev. Alors :

Vo,ye B, x#y=3fcE ta f(z)#f(y).

Application 6. Soit £ un evn et soit F' C E, F # E, un sev fermé de F.
Soit xg € E\ E. Alors 3f € E’ t.q. f(xg) =d(xo,F) > 0et flp =0.

Application 7. Si E est un evn, alors un sev F' de E est dense dans FE ssi :

VfEE, flp=0=f=0.

4) Continuité uniforme. Prolongement des applications uniformément
continues.

Théoréme 7. Soit (X, d) un espace métrique et soit A C X dense dans
X. Soit (Y,d’) un espace métrique complet et soit f : (A,d) — (Y,d') une
application uniformément continue. Alors, il existe une unique application f :
(X,d) — (Y,d') uniformément continue t.q. f|a = f. De plus, f et f ont méme
module de continuité.

Application 8 : Transformée de Fourier (Développement 1)
Soit S(R™) lespace des fonctions R™ — R™ a décroissance rapide. On définit
les transformations de Fourier :

n

Flp)(€) = / e 2T TS0y dr, Vi € S(RY),

F(o)(€) = / T o(1)dr, Vo € S(RY),

n

qui sont des applications linéaires continues S(R™) — S(R™), inverses l'une de
Vautre.

Théoréme 9 : Les transformations de Fourier F et F se prolongent de
facon unique en des isométries inverses l'une de l'autre de L*(R™) — L?(R™).

Théoréme 10 : Les transformations de Fourier F et F se prolongent de
facon unique en des applications linéaires continues inverses ['une de l'autre de
LY(R™) dans Uespace Co(R™) des fonctions continues tendant vers 0 a Uinfini.

II. Prolongement des solutions d’une edo

Théoréme 11 : Soit f :la,b[xR™ — R", (t,y) — f(t,y), continue, loca-
lement lipschitzienne en la variable y, et soit (z,J) une solution maximale de
2'(t) = f(t,x(t) avec J =]a, B[. On a l'alternative : soit 8 = b, soit 5 < b et
alors limy_, g— ||z(t)|| = +o0.



Application 12 : La solution maximale de z'(t) = —sin(z(t)), z(0) = 0,
2/(0) = @ > 0 ot @ > 0 est donné, est définie sur R, Voo > 0.

I1I. Prolongement holomorphe

Théoreme 12 (Principe des zéros isolés). Soit 2 C C un ouvert connexe et
soit f : 2 — C holomorphe non identiquement nulle. Les zéros de f sont isolés
et forment un ensemble au plus dénombrable.

Application 13 : Prolongement holomorphe a C des fonctions =z — €%,
T > cosx, x +— sinx.

Application 14 : (Développement 2) Prolongement méromorphe de la fonc-
tion T.

(i) L’intégrale
“+o0
I'(z) :/ t*~tetadt
0

est absolument convergente pour Re(z) > 0.

(i) La fonction T' ainsi définie se prolonge a C en une fonction méromorphe
sur C et holomorphe sur C\ (—=N) et pour tout n € N, f admet un pdle

. . . —1)"
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