Université de Rennes 1 Année 2025-2026

Agrégation de Mathématiques
Feuille de TD 1

Exercice 1

1. Montrer que la série de fonctions méromorphes :

1
DB) T

n€eZ
converge uniformément sur les bandes {a < Re(z) < b} \ Z, a < b. On
note f sa somme.
2. Montrer que f est méromorphe sur C, de pdles & préciser.
3. Montrer que f est périodique de période 1.

4. Montrer que :
lim f(z+iy) =0

|y|—+o0
et que la convergence est uniforme en x.

5. En déduire que

f(2)=( ul )2, Vz e C\Z.

sin(rmz)

Exercice 2

1. Montrer que la série de fonctions méromorphes
1 1 1
-+ - 1
2 () 2
n#0
converge uniformément sur les compacts de C \ Z vers la somme :

1 1 1 T
- — | = Vze C\Z. 2
z+z<z—n+n) tanms’ 0 C \ @)

n#0

Indication : Utiliser le résultat de I’Exercice 1.

2. Montrer que

1 2z ™
- = C\Z.
z + Z 22 —n?2  tanmz’ vz e C\ (3)

n>1



Exercice 3

1. Montrer que f définie par le produit infini :

o) =et (1- 5. @)

est holomorphe sur C.
2. Montrer que

fllz) = 1 z
f(z)_tanﬂ'z_;—’—22222—7127 V2 €CAZ.

n>1

Indication Utiliser I’Exercice 2.
3. Montrer que

: 2
sinmz - (1 _ Z) , VzeC\Z. (5)

TZ 2

Exercice 4

1. Montrer que pour tout x € R, lapplication z +— % se développe sous
la forme

1 $n (l‘) n—1
_;+27!Z pour 0 < |z| < 27
n>1
ot les coefficients ¢, (x), n > 1 sont des polynomes.
On remarque que : Vz € C,

e —1=0 <= z € 2inZ,

donc z = 0 est 'unique pdle de z — pour |z|] < 27. De plus :

ez er—1
1 1
e?—12-0 2

donc z —
forme :

62171 — % est holomorphe pour |z| < 27, dévelopable sous la

1 1
1727 Zanz", Vz| < 2.

z

n>0
Il en résulte :
ezz 1 1 n n+1 ann
=| - an2" | e** = - a
e il D DL Z+Z(n+1 > || 2
n>0 n>0 n>0
ey (G D)
_ . Pnt1(=)
— (n+1)!




2. Montrer que :
e B —z(1—x)
e2—1 1—e=’

En déduire : Vx € [0,1], Vz € C\ 2inZ,

Ve eR, VzeC\2rZ,

e’ 1 n 1
e —1|7 lex=1] |1 —e?|

Soit z € [0,1], € D\ {0}. On a :

e?T e~ Ze efz(lfcr)

e —1 e #(er—1) (1—e?)

Soit z=s+ite€C.Ona:

ezx eSI < 1 . < O
— S1 S .
e —1 lez — 1] = e — 1| -
Soit s > 0. On a:
e e—z(l—ac) e—s(l—ac) 1
‘ f— = S —
er —1 1—e* 1 —e 2| saz)>0 |1 — e 7|

3. Montrer qu’il existe une suite (rx)r>0 €]0,+00[ et une constante C > 0
t.q. 2km <71 <2(k+ 1), Vk >0, et :

1 )
WSC, St ‘Z|:7'k, VkZO

Soit z=s+it€C.Ona:
|eZ_1|2 2623_268008(75)_1_1 2623—268—1—1: (68—1)2

avec
lim |e® — 1| =400 = lim |e* —1|=+4o0.
s——+00 $—+400
De plus :
lim (e** —2e®cos(t) +1)=1>0.

S—r— 00

Donc il existe R > 0 t.q. :

le* —1| > =, Vz=s+it avec |s|>R.

DN | =

Comme de plus z — e*—1 est périodique de période 2i7, on peut supposer
[t] < 7. Soit K le compact défini par :

K={z=s+iteC, |s|]<R et [t|<m7}.



On remarque que : z = 0 est I'unique zéro de z — e* — 1 dans K. Donc
si |z| = r, avec k > 0, alors |z| > ro > 0. Alors

Koy:=Kn{zeC, |z| >ro}
est encore un compact, et par construction :

—1|=:p>0.
min [e* —1f = p>

Finalement :

min |e® — 1| = min(y, 1) > 0.
Uk>o{lz|=rx}

Dans la suite on choisit :
ry=7m(2k+1), Vk>0;

4. Soit k > 1. Montrer que pour des contours -y, C C appropriés : Va €

[0,1],
n 1 zZxr
#ulz) :—/eidz, V> 1,
5 2"

n! 2T e —1)

217r7“z 6—2i7w’:t 1 e*®
= — —d Vn>1
( 2imr)n 2m«)n> 2ir /% nler—1) 0 =T

On remarque que : Vn > 1,

Ln(fﬂ) = Res €

_— Vn > 1.
n! 2"(e* — 1) e

Soit v C C un cercle de centre 0, de rayon < 27w. Du Théoreme des
résidus, on déduit :

/ Ldz = 21'71'('0"(3:) Vn > 1.
L 2n(er = 1) n! ’ -

De méme, si 7y est un cercle de centre 0 de rayon ry €]2km, 2(k + 1),
alors

k
e ) @n(ﬂf) ) e
—C dz=2 2 Res——
[m 2" (e — 1) S + mz ebz”(ez -1)

r=0

2271'7‘1 —2imry
SDn e
=27 2im
+ Z ( 2imr)n 22'7rr)">
5. Soit x € [0,1]. Montrer que pour tout k > 1, on a :

por() = (—1)F12(2k)1 > W



n(2mnx)
Parir(w) = (=1)F2(2k + 1) Z (2nm)2RHL’
n>1

les séries étant normalement convergentes pour 0 < x < 1.
Soit = € [0, 1] et soit n > 2. Soit £k > 1. On a :

e 2m exrke 0
— ; ? —
/ n(pz 1 dz e ’L/ n ,inf ( priet? Tk€ df =
Vi z (6 - ) z=rie’ 0 rke (6 — 1)

27 eZTke
=1 : . de
A TZ*lez(nfl)Q(erkelg _ 1)

eZ$
——dz
/% 2"(e? — 1)

On en déduit :

donc

2m ‘ewrke
< — = df < —— — 0
o Tp lemke” — 1] 3T koo

2imre —2imre

wl(!x) == ((;mr)" ! (e_QW) n)

r>1

et que la série du membre de droite est normalement convergente sur
[0,1].
Sin =2k > 2 est pair,
2imre —2imra
x e e cos(2mrx)
. :_Z ok T (givak ) T kHQZ 2k
(2k)! (2imr) (2i7r) (27r)

r>1 r>1

Sin=2k+ 1> 3 est impair,
62i7rrz —2imre

Part1(z) € _ sin(2mrx)
(2;;:_ n - - 7; ((21-7”4)2“1 - (2i7rr)2k+1> = (—1)k+12z W

r>1

. Soit x €]0,1[. Montrer que :

1 sin(2mnx)
r—==pi(x)=— _—
2 (@) Z nm
n>1
ot la série du membre de droite est uniformément convergente sur les in-
tervalles [, 1—a], 0 < a < %, et o les sommes partielles 22;1 w,
N > 1, sont bornées au sens suwam‘ il existe A > 0 t.q.
N .
sin(2mnx

27( N <4 voel,1], wN>1.

nm
n=1




Soit x €]0,1[. On remarque que @1(x) est le coefficient de z° dans le

développement de -5—, i.e., avec les notations de la question 1. :
p1(z) = 2 + ao.
De plus :
1 1 1 1 ( z
= = =~ (1= 2 +o(l2D)
er —1 z+§+o(|z\2) 2(1+ 5 +o(lz]) = 2
ie.: ] ] 1 ]
ez 1 —;=—§+0(1):>a0:—§.
On a aussi :
k 2 2i
e 1TrxT e 1TrT 1 eZI
= — —dz, Vk>1.
w—'_; ((Qim’) + (—2i7rr)) 2im /% z(e* — 1) : -
=3 _ sin(27ra)
avec : Vk > 1,
zx 2m zriet? zx
[ i [T |
v 267 —1) o et —1 v 27 = 1)
2m |emrkei |
S/ ———df < 27C
0 \erke — 1| 3.
donc

zk: sin(27ra)

r

<C, Vk>1.

r=1
Soit a €]0,1[ et soit x € [o,1 — ). On a : VO € [0, 27],
1

_— = —€
e —1] = p p

0
‘6$Tk€ ‘ 1

|ea:rkele 73 cos 0

Soit & €]0, 2[. Si 0 € [0, % — 6] U [3F + 6, 27], alors

emrkeis e—(l—w)rkeie —(1—x)ry cos O

1 — emre’

e

TR

cosf >sind > 0= =

erre® — 1

—arg sin
e k

< Ce Tk sin § =0

S e < e
Sife[3+46, 3 —4], alors
) ea:rkei’e eTTk cos 6 e~ OTk sin &
cosf < —sind < 0= vl e 2] = Jemme® 1]




S Ce™ Tk sin § - 0

k— 400
De plus :
5+0 |exrkei9
/ ———df <209
z_s leme” —1
Finalement :
1 e —7E sind
- ———dz| <2C§ + Ce™"* , Vk>1
2im /., z(e* —1)
donc
. 1 e
lim sup —/ ———dz| <2C), VYi>0
ks too | 20T J, 2(e7 — 1)
ie. :

1 eZ[l)
2ir )., 2(e* = 1) k—too
et la convergence est uniforme en z € [a, 1 — .

7. Etudier I’existence d’un prolongement holomorphe de ¢, = pnlj0,1, n > 1.

On relarque que
. 1
¢1(0) = 5 #0

donc la série qui définit ¢, n’est pas prolongeable contintiment sur R, au
contraire de ¢,, pour n > 2 dont les développements en séries convergent
uniformément sur R. Le prolongement homlomorphe n’est pas possible
car z — sin(z) et z — cos(z) ne sont pas bornées sur C.

Exercice 5

1. Montrer que le produit infini
z _z
s (1+ 5) e~

converge normalement sur tout compact de C et définit une fonction
holomorphe sur C.

Indication : Montrer que
|(1+w)e™ — 1] < |w|?el!, vwecC.

2. On pose :

O(2) = 2™ 111 (1 + E) e"w, VzeC.
n

i
’Y:NE)IEOO (annN>'

n=1



3 4 z, 7 .
Montrer que la fonction % est méromorphe sur C et s’écrit comme la
somme d’une série de fonctions holomorphes sur C\ (—N) normalement

convergente sur tout compact de C\ (—N) :

/ I
ity (o -1) wecym.

zZ+n n

n=1

3. En déduire

B(z+1) = (I)(ZZ), Vz e C\ (-N).

4. Comparer avec le résultat de I’'Exercice 3 pour montrer que :

sinmz

D(2)P(1—2) = s Vze C\ Z.

Exercice 6

1. Montrer que l’intégrale

—+oo
I'(z) = / t*~tetdt
0

est absolument convergente pour Re(z) > 0.
Soit z =2 +iy e C. On a:

|67ttz71| _ e*tl@*l ~ tzfl
t—0+
avec )
0</ t" At < o0 = 1—2<1 < z>0.

0

De plus :
lim e 't*™™~1 =0, Va >0.
t——+oo
Le choix « > 1 montre que 0 < f1+oo e 1*1dt < 400, Yz € R. Finale-
ment :
400 +oo
0< / le~ "t dt = / e " ldt < +oo <= x = Re(z) > 0.
0 0

Soit z=x+iyavec0<e <x < R.Ona
|€7ttz71| _ e*tt1*1 _ efte(zfl)lnt
Si t €]0, 1], alors
Int < 0= e—te(m—l)lnt _ e—te(l—m)|lnt\ < e—te(l—s)\lnﬂ — e—tta—l
et fol e~ tt*71dt < 400 d’apres ce qui précede. Sit > 1 alors

Int>0= e—te(m—l)lnt =< e—te(R—l) Int _ e—ttR—l

et f1+°° et 1dt < 400 d’apres ce qui précede.



2. Montrer que z w— T'(z) définit une fonction holomorphe sur le demi-plan
Re(z) > 0 et que :

+ o0
) (z) = / (Int)kt==te~tdt, VRe(z) > 0.
0

Soit z=x+iyavec0<e<x < R.Ona

—ttz—ll — e—ttz—l — —te(z—l)lnt.

e e
Sit €]0, 1], alors
Int <0 = efte(zfl) Int _ efte(lfz)ﬂnt\ < efte(lfe)\lnﬂ _ efttsfl

et fol e~tt*71dt < 400 d’apres ce qui précede. Sit > 1 alors

nt>0= e—te(m—l)lnt —_< e—te(R—l)lnt _ e—ttR—l

et f;roo et 1dt < 400 d’apres ce qui précede.

Comme de plus z — t*~! est holomorphe sur C, on déduit du Théoréme
de convergence dominée de Lebesgue que I' induit une fonction holo-
morphe sur tout compact de U := {z € C | Re(z) > 0}, donc holomorphe
sur U. De plus :

+oo 6k +o0
P (2) = / 9 (et Yyt = / e~ (Int)hdt
0 0z 0

3. Montrer que
P(z+1)=2I(z), VRe(z)>0.

Soit Re(z) > 0. On intégre par parties :
Re(z) > 0= Re(z+1) >0=T(z+1) = [e "] + 2I'(2).

avec, en posant z =z + 1y :

=" — 0
t——+oo
x>0

le

‘6_ttz|:€_ttm ~ tmlnt - 0
t

0t t——+40
>0
donc
D(z+1) = [e 77 + 2T(2) = 2I(2).
—_——
=0



4. En déduire T'(n + 1) pour n > 0. Montrer que :

r r

P = et GEm) _ vRem) >0 (6)

I "5 (z+ k) 2z+ 1) (z4+n-1)
On vérifie immédiatement que I'(n + 1) = nl.
Pour montrer (6), on raisonne par récurrence sur n > 1.
Soit P(n) la propriété (6). On remarque que P(1) coincide avec 3. On
suppose que P(n) est vraie. Soit Re(z) > 0. Alors Re(z +n + 1) =
Re(z)+n+1>0=

Fz+n+1)=(E+nl(z+n) = (z+n)Z5(z+k)T(2)

P(n)

=1} _o(z + k)T (2).,
i.e. P(n+ 1) est vraie. On conclut par récurrence sur n > 1.

5. Montrer que la fonction I se prolonge a C en une fonction méromorphe
sur C et holomorphe sur C\ (—N). Vérifier que pour tout n € N, f admet
un pole simple en —n, de résidu (_n—l,n
Soit n € N. L’application :

I'(z+n)

Zhr— —
025 (2 + k)

est holomorphe sur I'ouvert
U, :={2€C\{0,-1,---,—n+ 1}| Re(z) > —n}

et coincide avec I' pour Re(z) > 0 d’apres (6). Du Théoréme des zéros
isolés, on déduit que (7) est un prolongement holomorphe de I" & U,,. Ceci
étant vrai pour tout n € N, on en déduit que I' admet un prolongement
holomorphe & C\ (—N).

Soit n € N. On a :

I 1 T 1
lim (z+n)(z) = I (Z+n)m — lim % =
z——n (6) z—>—n HZ:O(Z + k) Z——n HZ:O (Z + k)
2L(1)
= ()"~ (8)
avec
+oo
Q)= / e tdt =1
0
Il en résulte :
()" 1

z—-n n! z4+n

(71)71 .

i.e. I' admet un pole simple en —n € —N de résidu ~—;

10



6. Montrer que :

, st z=Re(z)>-n—-1, ¥Yn>0.

nln®

I'(z+n+1) _ I'z+n+1)
nln?

Soit z=x+iye Ct.qx >0etsoitn>0.0Ona:

r 1 r 1 1 +ee
nin? nln® nn® | Jq
+oo
< / rnetgy = LT L)
nn® J, nln®

7. En déduire :

1
I'(z)

B 1) ...
= 27711 (1 + E) e » = lim detl) - z4n)
= n n—+00 nln?

SNC)

Indication : Utiliser Uezercice 5 et la formule de Stirling :

Nz+1) — 2mx (E)l

Tr—+o0 e

Soit x > 0. On a : Vn > 1,
Fz+n+1) T(z4+n+1) [t+n+1 (z+n+1\"T""" e \"*" 1 B
nln® - D(n+1)n* no+oo n+1 e n+1 nr
t+n+1/z+n+I\" fz4+n+1\"" e
=4/ e
n+1 n n+1

1+f) et 1

n—-+oo n

Soit z € C et soit ng > 1 t.q. Re(z) > —ng — 1. Alors le résultat de la
question 6. reste vrai Vn > ng et donc :

lim sup

n—-+o0o

F'z+n+1)
nln?

<

On aussi : Vn > 1,

2(z4+1)---(2+n)
nin?

—zlnnyn Z
= 11 _ (1 7)
ze k=1 + i

11



= e, D (1 + f) e~ f (10)
n

ou :
N

1
Zf—lnN —
n N —+oc0

n=1

et ou le produit infini du membre de droite est convergent d’apres I’Exer-
cice 1 vers une fonction holomorphe sur C. De (6) on déduit :

z2(z+1)---(z+n)

e 1 )t = oo
I 1
= lim ‘W’SL
n—-+o0o nln?

i.e. que la fonction z > F(z)ze'yzﬂﬁiol (1 + %) e~ %, qui est holomorphe
sur C car les poles de I' sont les éléments de —N et sont simples, est
bornée sur C, donc constante sur C. On remarque que :
lim 2T'(2) =T(1) =1
z—0
et 5
lim eV 11> (1 f) “F o1
Ao =t (M) e

car le produit infini est holomorphe sur C. Il en résulte que

['(2)ze"* 1L} (1 + %) e k=1, VzeC.

Exercice 7

Montrer que

On pose :

1

f(Z):m-

Alors f est méromorphe sur C, de poles +i et ses poles sont d’ordre 3.
Soit R > 0 et soit vg le demi-cercle :

Yyvr={2€Z, |z|=R et Im(z)>0}.

orienté positivement.
D’apres le Théoreme des Résidus :

R
/ f(z)dz+ f(z)dz = 2imRes(f)],=i-
—-R YR

12



Comme z = i est un podle d’odere 3 > 1, o utilise un DL au voisinage de z = 4
pour calculer le résidu de f en ce point. Le changement de variable z = u + 4
conduit a

i uy 3 { 3u 3 3

= — |14+ = S (T P 2 I

fle) (2i)3u3 ( * 22') (2i)3u3 < 5; gt Tollul )> = Res(f)]:= T
Il en résulte :

R
/ f(z)dz + f(z)dz = 3%
-k TR

1l reste & montrer que limpg_s 1 fm f(z)dz = 0.

On a:
27 . 0 27
iRe do
dz = —_ = dz| <R _—
/m UCL /0 (R2e?0 + 18 | /)., f(z)dz) < /0 |R2e20 1 13
avec . )
|R%e% 41| > |R—1|, V6 €|0,27],
donc :

< 2rR 2 o
- |R* 1|3 R—4o0 R?2 R+

/A/R f(z)dz

Finalement, quand R — +o0 :

13



