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TP 10: Compléments

Exercice 1

On considére le probleme de Laplace: trouver u : x + u(z) de classe C?
solution de

—u"(z) + c(x)u(z) = f(x) dans [0,1], w(0)=u(1l)=0. (1)

avec f et ¢ continues. On veut approcher la solution u aux points de la
subdivision de [0, 1] donnée par:

. 1
$0:O<JI1<"'<IN+1:1, r; = th:

= NI ie[[1,N+1]]; (2)

On note Xy € RY, resp. U(Xy), le vecteur de composantes x;, resp. u(z;),
i€ [[1, N]].
Pour simplifier les calculs, on suppose f € C*([0, 1]) et alors u € C*°([0, 1])
D’apres la formule de Taylor:
2 4
@

/ " h3 3 4
w(x 4+ h) = u(z) + hu'(x) + Su (x) + EU( () + e () + o(h")

On en déduit:
4

u(z + h) +u(z — h) = 2u(z) + h*u"(x) + %u(4)(x) + o(h*)

1
= ﬁ(—u(x + h) + 2u(z) —u(x — h)) = —u"(z) + O(h?)
Soit Ay € RV*N la matrice définie par ses coefficients: V(i, j) € [[1, N]],
2§ i—j,

M -1 i fi—jl=1,

a;
0 si |i—j|>1



Par construction

1
(N 4+ 1)?ANU(Xn) 4 c(Xn)U(Xn) = F(Xn) + O (ﬁ) (3)
ot F(Xy) € RY désigne le vecteur de composantes f(z;), i € [[1, N]].
On peut s’attendre a approcher la solution v de (1) aux points de la
subdivision (2) & I'aide du schéma numérique: trouver Uy € R le vecteur
de composantes u;, i € [[1, N]], solution de

(N +1)?Ax + c(Xn)In)Uy = Fy (4)

ou Iy est la matrice identité d’ordre N, Fy € R¥ est un vecteur donné de
composantes f;, i € [[1, N]], t.q. fi ~ f(x;), Vi € [[1, N]]. Alors:

(N +1)*Ax + ¢(Xn)In)(Uy — U(Xy)) = Fy — F(Xn) + O (%) :
On pose:
o(Xw)

Av=Av v e

In

On en déduit:

A
1Ux = UGl < Jn e

1 _
< WHFN — F(Xn)[l2+0 <m) AN ]2

avec, compte tenu de la symmétrie de Ay
AN 2 = p(AR)

Le calcul des valeurs propres A de Ay se déduit du systeme: AyWy =
AWy, soit, de fagon équivalente

Wy = WN+1 = 0, —w;_1+2w; — Wit = Awi, 1€ [[1, N]]

L’équation caractéristique associée s’écrit: r2 + (A —2)r +1 = 0. Soit A le
discriminant. Son expression, A = (X — 2)? — 4 conduit a considérer deux
cas suivant les valeurs de |\ — 2|.

Si |]A—2| <2, s0it A—2=2cosf. Alors A = 4 |cos (g)|2 et les racines de
I'équation caractéristique sont —e*. d’ott on déduit:

wy = Acos(kf) + Bsin(kf), ke [[0,N + 1]] (5)
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ou les constantes A, B sont déterminées par les conditions: Wy # 0, wy =
WN+1 = 0, ie. A=0et

wxst =0 = Bsin((N +1)0) = 0 = (Nji LRI
On en déduit N valeurs propres distinctes
Vs 2 .
Aj =4 |cos (M) . J €[, N]. (6)

Le cas |A — 2| > 2 conduit a des composantes wy, de la forme
wp = A" 4+ Be™ k[0, N +1]]

avec wy = wy41 = 0= A = B =0, en contradiction avec Wy # 0.

Finalement:
| At = p(Ax)) = L
deos [T\ L _Xn)
2(N+1) (N +1)2
1
N T 2 e(Xy)
dsin [ —— N
s <2(N n 1)) e
On en déduit:
1A 1 o
(N +1)2 P 2 N—+oo T2 + ¢(Xn)
4(N + 1)2si _— X
Donc

1
c20= Uy —UXy)|2 < Cl[Fy — F(Xn)[l2 + O (ﬁ) '

En particulier, si on prend Fy = F(Xy), alors

|0y — U(Xn)ll = O (Ni) |
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u(rni1) — u(rN)

. conduit & choisir la condi-

L’approximation u/(1) ~

tion uyy1 = uy. Alors

{ —un—_1 + 2un — un41 = fn,

- = —un_1 + un = fn,
UN41 = UN
Le schéma numérique (4) reste vrai avec Ay défine par

2 st 1<i=j53<N-1,
4™ 1 si 1=75=N,
o) =1 st li—j] =1,

0 si [i—j[>1

Le calcul des valeurs propres de Ay conduit a (5) avec les conditions
wo =0 et wy =wyy1. On en déduit: A=0et B#0=

sin((N+1)0) = sin(Nf) <= sin(NO) cos(0)+cos(N0) sin(f) = sin(N0)
<= sin(N@)(1 — cos(f)) = cos(NO)sin(0)

— sin(N6)sin (g>2 — cos(N6) sin (g) cos <g)
= sin (2) cos ((2N + 1)2) = 0.

Finalement sin(kf) # 0, Vk € Z =

(2k+ )7

cos ((2N+1)g> =0 <= 6= or

On en déduit:
1AV 2 1 1

N +1)2 T 2

Donc

1
¢ 2 0= Uy — UKyl < CllFx — F(Xy)lls + 0 (F> |

En particulier, si on prend Fy = F(Xy), alors

|0y — U(Xn)lls = O (Ni) |
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e Soit a résoudre:
0*u 0*u
—@(l’, y) - a_yg(‘xa y) + C('rv y>u = f(ma y) (SL’, y) 6]07 1[X]07 1[7
avec la condition au bord: u(z,y) =0si z € {0,1} ouy € {0,1}.

On construit un maillage régulier (z; ;)o<i<r+1,0<j<s+1 de [0,1] x [0,1]

en posant
1 1

hx = T h = T 1
I+1 Yoo+
ij = (the, jhy), Vi, j € [[0,1 +1]] x [[0, J +1]]
ou h, > 0, resp. h, > 0, est le pas de la subdivision réguliere de
0, 1] sur 'axe Oz, resp. Oy. Le méme raisonnement que précédemment

pour chacune des dérivées partielles conduit a chercher U = (u;;) €
RI*+2 x R7*2 solution de:
1 2 2 1
— o Wiy i) H{ 5 s el@ig) | wig— o5 (Uigatusge) = flzig),
UOJZULJ':U%',O:UL(),:O 1§Z§I, 1§]§J

Pratiquement, on résout ce probleme par une méthode de point fixe dite
de Gauss-Seidel consistant a construire une suite (UE;L))nZ() de points de
R! x R’ solutions de la récurrence:

ugt Y = u) =l =W =0, 1<i<I 1<5< T

2 2 - 1 1
n+1 n n n n
UEJ ) = (ﬁ + 2 + c(:c”)) (f(xw) + ﬁ(ug—)u + uz('—l-)l,j) + ﬁ(ugg)—l + “z(',j)+1
T Y T Yy
1<:i<I, 1<j<J, n=0.
Dans I’exemple numérique, on considere le probleme associé aux dnnées:

clx,y) =21%,  f(x,y) = 47* cos(m(z + ).

de solution u(x,y) = cos(m(x + y)). Par symétrie des variables x et y,
on peut choisir: hy = hy, = h > 0 et alors le schéma devient

ugy =) =y = =0, 1<i<t 1< <

4 ! 1
n+1 n n n n
UE; )= (ﬁ + c(x”)) (f(x”) + ﬁ(uz(e)u + “z('+)1,j + “z(',j)q + “Eg)ﬂ)) )

1<i<I, 1<j<J, n>0.



Exercice 2

Soit a résoudre 1’équation de la chaleur:

0 0? N
au(t,x) — @u(t,x) = f(t,z), (tx) e R™ x[0,1], (7)
uw(0,z) = up(x), wu(t,0)=u(t,1)=0. (8)

dont on approche la solution aux points (2) de la subdivision réguliere de
[0,1] de pas h = 1/(IN + 1) en des instants t,, = nAt, n > 0, ou le pas de
temps At est donné, a I'aide du schéma numérique: trouver
ul
U ](\? )= : e RY
o)

solution de

1
O = UV + (N + 124Uy = FyY
i.e., sous forme résolue, et en utilisant la notation h = 1/(N + 1):
At
n+1 n n n
Ul ):U](V)—ﬁANU](V)jLAtFJ(V), n > 0. (9)

1. On suppose que f(t,z) = f(z) ne dépend pas de la variable ¢. Alors
Fﬁ}l) = Fy ne dépend pas de n > 0. Si on pose:

At
B N - — I N — ﬁA N
alors le systeme (9) se réécrit sous la forme d’un schéma numérique
itératif:
Ut = ByUW + AtFy (10)

dont la suite solution (U )>n20 converge vers la solution du probleme:
Uy = ByUy + AtFy <= (N +1)?AyUy = Fy

qui coincide avec la solution du probléeme stationnaire étudié précédemment,
ssi p(By) < 1.



La contrainte p(By) < 1 permet d’ajuster le pas At laissé en suspens.
On pose a = % = At (N + 1). Le spectre de By est donné par:

o(By) = {1 —a\, X €o(Ax)}

On a

p(By) <1 <= 1%85\[‘1 —a)j| <1

ou les valeurs propres \;, 7 € [[1, N], sont données par (6). On a:
VA€ o(Ay),

2
1l—a) <]l <<= —-1<l-al<] <= 0<Q<X'

On en déduit:

2 2 1
p(By) <1l <= 0<a< min —=— = 5.

1I<GEN A A ) ( T )
COS | ———<
2(N+1)

2 1 (1
N ( - )2_2 anv2 "\ N2 ) )
COS

On a

2

2(N +1)
On en déduit qu'une condition suffisante de convergence vers la solution
du probléeme stationnaire est que oo < 1/2, ce qui revient a choisir la
pas At > 0 t.q.

1 B2
A< —— ="
SONT1E . 2

. On suppose a > 1/2. Alors le shéma numérique (10) diverge et on est
ramené a étudier la solution explose en temps fini, ce qui est la situation
rencontrée habituellement dans le cas d’un schéma de type Euler.

On peut interpréter le schéma (9) en termes de schéma associé a I’équation
différentielle de condition initiale ug sous-jacente a (7)—(8) des lors que
la variable spatiale est jelée ou considérée comme parametre.

On pose:
U(t,l’l) f(tvxl)
UN(t) :U(t,XN) = s FN(t):F(t7XN) =
u(t, zn) f(t,zn)
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Par définition, l'erreur de consistance du schéma est donnée par:
e = Un(tasr) — Un(tn) + AL((N + 1)2AnUn(tn) — F(L,)).

Alors, compte tenu de (3):

e = At (%_[Z(t) aa;( tn) — Fi(t ))+O(At2)+Ato($>

_ At (O(At) +0 (;2)) — O(AR)

Pour étudier 'erreur de stabilité, on se donne une suite de vecteurs
(15)nz0 € RY t.q.

lrelloe = sup [l < +o0.

et on note W](\,n) € RN, n >0, la suite de solutions:
Wit = w4 At (—(N F1)2ANW + P+ Mg@) . >0,
wy = Uy.
Alors: Vn > 0,
WP U — (1 — ad) (1 — U + Ay

n+1 n+1 n n n
= Wy = UG le < |y — aAx|2 WY = U |lo + At]lul o

n—k
< |y — aAyllsT W = U2 + A Iy — aAn |5l 115
k=0

n— k:
= Atz Iy — aAwlEla ™l < At [Ty — aAwllS v
k=0
Iy — aAn|5T —

= At .
H]N—OZA || H NH

avec

lIn — aAnll2 = max |1 — a);| = max(|1 — a)], |1 — ady]).
1<j<N



On a
AN <A <= 1l-aly<--<1l—a)\

avec 9
T
l—al\=1—-4 _— =
al « |cos (2(N—|—1)>
2 1 am? 1
=1—4a+ O(At)

avec v >1/2=1—-4a <1—-2=-1<0donc
1 —al|=al —1=4a—1+ O(A?).

De méme:
N 2 T 2
1— =1—-4 _— =1—4alsin | ——
QaAyN acos<2(N+1)) asm(2<N+1>>
e 1

:1—W+C¥O(m) :l‘l—O(At)
donc

|1 — Oé)\N| =1- O[)\N = 1+ O(At)
Finalement:
I In — aAn|l2 = max(da — 1+ O(At), 1+ O(At)) o 4a— 14 O(At)

a>

donc

”IN — OéANHQ —1=4a -2+ O(At) >0
des que At > 0 est suffisamment petit. On en déduit: Vn > 1,

]N _ OéANHn en”INfaANHQ
W _gey < | 5 . .
H N N ||2 ||]N—04AN||2—1H/LNH ||]N_aANH2_1HMNH
n(4a—1) elne AT /N
<C < Ol < O vl
ou [0, 7] est I'intervalle d'intégration.
Le choix ug\?) = 55(,1), n > 0, correspond & W](\?) = Upn(t,), ce qui
entraine:
(n) et 2
Yn >0 Un(t,) — Uy < Oy ———— (At
w20, Ux(t) = Ul < Cvgg—s (A1)
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3. On suppose que a < 1/2 dans le cas général ou le second membre f
dépend de t. Alors

2

T
l—a=1—-4 — =
a; ozcos(2<N+1)>
an? 1 N A
:1—4a+ﬁ+ao Nz =1 —4da+ ar”At + o(At).

Sil/4 <a<1/2, alors:

11— aX|=al —1=4a —1—ar?At + o(At).

De méme:
N 2 T 2
l—aly=1—-4 — =1—4alsin | ———
QAN aCOS(2(N+1)) as1n(2<N+1)>
2 1
zl—ﬁ%—ao(m):l—ﬁAt%—o(At)

donc
11— ady| =1—ady =1—712At + o(At).

On en déduit:
1 —ady|— |1 —al|=1—(4da—1)+O(At) =2(1 —2a)+ O(At) >0

= Iy — aAy|ls = |1 — ady| = 1 — 72 At + o(At) < 1.
Si o < 1/4, alors:

11— ady| = |1 —ah| =1 — (1 - 4a) + O(At) = 4a + O(At) > 0

Dans tous les cas: o < 1/2 =

n n ||]N—OéAN||n—1
HWJ(V)—va)HzSAt( 1) e =

HIN — OéAN”g -1

1—”IN—04ANH§> ( At )
(1—H[N—04ANH2 |ILLN|| 1 — HIN_&ANH2 ||:uN||

B (1 —i- szAtHO(At))) lrelloe = (mt fto( At))) .
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donc puy = ey et WJE]n) = Un(tn) =

Vn >0, |Unx(t,) — U](\?)||2 <Cn

At
— (12)
Si on remplace F ](\,n) par Fy := F ](\? ) pour se ramener au cas du systeme

itératif, alors la solution obtenue U ](\? ) vérifie, compte tenu de (11)
me —F(”)—Fz(vo) =

-1 n—1
OF OF:
£ < SR -r < o 2] a2
k=0 k=0 00
OFy
<T||——
- ot ||,
ou [0, T désigne l'intervalle d’intégration. Donc
5 At At
105 Ul < ONT o5 = 103 = Un (i)l < CNT—

ou Cy > 0 est une constante générique ne dépendant que de N.

. Soit le schéma implicite:

At
2

que l'on réécrit sous forme résolue:

Uet) = ol - SSA P AR, n>0,  (13)

At n+1 n n
(IN+ ﬁAN) vt =l + AtFYY, n>o0,

Les valeurs propres de la matrice

- At
By = 1In+ ﬁAN = Iy + aAn

sont les réels

. 2
~ g .
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ol les valeurs propres A;, j € [[1, N]| sont données par (6). On en déduit
que 0 n’est pas valeur propre de BN, donc que By est inversible. De
plus: ij > 1, Vj € [[1, N]], donc p(By) < 1 et le schéma (13) converge
inconditionnellement vers le schéma stationnaire de Laplace (4) dont
la solution approche la solution stationnaire de (1) deés que la limite

limg o f(t,x) existe, i.e. deés que la limite lim,, FJ(VTL ) existe.

On a:
|Bylla = p(By) = 1+ aX = 1+ 4da — m*At + o(At)

B 1
N 1+CY>\N

L’erreur de consistance est donnée par:

1331l = p(By) — 1At + o(AL).

8%1) = BNUN(tn+1) — Un(tn) — AtFy(t,) =

02U 1
= Un{tus1) = Un(t) = A= (1) = AtFi(t,) + AtO <m)
oU 02U
_ At (a—tN(tn) — S () - FN(th)) F AL Fy (tnsar) — Fy(t)+

+O(A#?) + At O (%) = O(AP?).

Soit (M%))nzg € RY une suite de vecteurs t.q.
lwlloo == sup [l 2 < +o0
n>0
et soit (W](\;L ))nzo la suite de solutions associées définie par: W) = U ](\? )

et
ByW T — w4 ™ 4 0 s 0,

On a: Vn > 0,
BN(W](\[n+1) o U](\’;l-f-l)) _ WJ(\?) . U](\;l) + Mg:[l)’
donc

n+1 n+1 ~_ n n ~— n
WS — UGN < IBRHIW = UP s + 1B o)1l
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~_ 0 0 N = n—k
<IIBR WY = U + 1B D IBRHIE NS ™12

k=0
~ - B—l ’I’L+]_ _ 1
< IBR WS — 0O, + Bt P =y
1Btz — 1
< I BV © _ 7O 1By 2
< |BRE WO — vy ¢ Bl
L By,
ie.: Vn >0,
i - v < APy,
N N = ~ o0
LBy,
avec
Bt 1 — m2At + o( At 1
H N H2 o ( ) o —f-O(].)

1—||Bytll, 11— (1—n2At+o(At)  w2At

donc: Vn > 0,
(n) _ r7(n) Cn
W = Ul < o e

Il en résulte que pour ug\?) = 65\7;) et WJS," ) =U ~(t,) alors

At

w2’

Cn

2
<
S lAl < O

1Un (1) = US||2 <
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