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Chapitre 1

Equation de transport

1.1 Modélisation

On considere un matériau en mouvement a la vitesse dans ’espace ca-
ratérisé par sa densité p(z,t) en un point x a la date ¢ > 0. On suppose
que le mouvement de ce matériau est entierement décrit par le champ de
vitesses . On note V un élément de volume arbitraire fixe dans 1’espace.
La quantité de matiere présente dans ce volume a la date ¢ est alors

pr(t) = [ pla)d0)
1%
En I'absence de forces extérieures, la variation de py coincide avec la quan-

tité de matiere qui traverse le volume V et est modélisée par le flux au
travers de la frontiere de V', soit :

— 5
dp :—/ plx, t)dM - dS
- av( )"

~~ M
ile.:
oL ()t = — / oz, )5z, 1) - dSdt (1.1)
av
olt le vecteur surfacique dS = ||dS||7i est orienté dans la direction de la

normale extérieure a V. Avec cette convention, ¥ - dS > 0 dans le cas d’un
flux sortant et alors py décroit (p}, < 0), - dS < 0 dans le cas d’un flux
entrant et alors py croit (pj, > 0). On suppose que p est assez réguliere, de
classe C!, pour écrire :

i = | % (0, tyia ().
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4 CHAPITRE 1. EQUATION DE TRANSPORT

et alors (1.1) devient :

dp S

—(z,t)dQ) = —/ plx, t)v(x,t) - dS,
v Ot ov ’

=w(x)

i.e., en appliquant successivement la formule de Stokes et la définition de la
divergence :

—(x,t)d) = — = — [ dw=— [ div(p?)dQ
v ot (x’ ) /(r;vw Stokes /“/ w /‘; 1V<IOU)

ce qui équivaut a :
/ @ + div(p?) | dQ2 =0
v \ Ot P -

Le volume V' étant arbitraire dans I’espace, on en déduit :

% +div(pt) =0, dans Q xR,

Exemple

On suppose connu I’emplacement d’une nappe de pétrole due au dégazement
intempestif d’'un supertanker au large des cotes et on cherche a anticiper
son déplacement le long des cotes dans les heures a venir, par exemple pour
la mise en oeuvre efficace de barrages. On suppose connu v : R? x R — R2,
(x,t) = v(z,t), le champ des vecteurs vitesses des courants marins, donné
par exemple par la table des marées. A t = 0, on connait la densité initiale
d’hydrocarbure pg(z) et on cherche a calculer la densité d’hydrocarbure
p(z,t) & instant ¢ au point x € R?. L’équation de conservation de la masse
s’écrit :

0 )
o+ div(pu) =0, p(z,0) = po(a)

avec
1 si z€A,

polx) = { 0 si xe A (1.2)

ou A représente le lieu initial de la nappe. Dans le cas d’un déplacement
maritime, le vecteur v : R? x RT n’est évidemment pas constant (la marée
n’est pas la méme d’une ville a l'autre). De plus, le déplacement de la
nappe dépend également du vent qui affecte donc le vecteur v. On supposera
pourtant ici, pour slmplifier 'exposé, que le vecteur vvest constant en espace
et en temps. Alors, le probleme (1.2) admet pour solution :

plx,t) = po(x — tv) (1.3)



1.2. SOLUTIONS CLASSIQUES ET SOLUTIONS FAIBLES. LE CAS
LINEAIRE 5

qui exprime que la nappe percue au point z a la date t a été transportée
dans la direction du vecteur v a la distance tv du point initial. En fait, il est
clair que (1.3) n’est pas une solution classique de (1.2) :comme pg n’est pas
continue, 1q fonction p définie par (1.3) ne I'est pas non plus et ses dérivées
partielles ne sont donc pas définies au sens classique.

Dans la suite on verra comment on peut donner une formulation cor-
recte des solutions de (1.2). Plus généralement, les équations de transport
sont tres importantes en mécanique des fluides : par exemple les équations
d’Euler sont utilisées pour modéliser ’écoulement de I’air autour d’une aile
d’avion.

Dans ce cours on se limitera aux équations scalaires en une dimension
d’espace d’abord dans le cas relativement simple d’une équation linéaire (pa-
ragraphes 1.2 et 1.3) pusi dans le cas nettement plus difficile d'une équation
non linéaire (paragraphes 1.4 et 1.5)

1.2 Solutions classiques et solutions faibles.
Le cas linéaire

Soit & résoudre : chercher u : R x R™ — R solution du probléme dit de
Cauchy

ou  Ou
E—f—c%:O, reR, t>0
u(z,0) = up(x), ze€R (1.4)

ou la vitesse ¢ € R et la condition initiale u¢ : R — R sont données.

Définition 1.2.1 (Solution classique). On dit que u : R X RT — R est une
solution classique de (1.4) si u € CH(R x RT,R) et si u vérifie (1.4).

Une CN pour que u soit une solution classique de (1.4) est que ug €

C(R).

Proposition 1.2.1. Si ug € CY(R), alors il existe une unique solution
classique de (1.4) et elle s’écrit :

u(x,t) = ug(x —ct), V(x,t) € R x RT. (1.5)

Démonstration. Pour montrer I'existence, il suffit de remarquer que u définie
par (1.5) est de classe C! et vérifie en tout point :

ou ou

5% T = —cug(x — ct) + cuy(x — ct) = 0.
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Pour montrer I'unicité, on introduit la notion de caractéristique. Plus précisément,
on cherche a priori des solutions sous la forme de courbes s +— u(x(s),t(s))
en partant de la relation :

d Ou  .0u
%u(x(s), t(s)) = T + ta.

Cette équation est identique a (1.4) ssi :

1.e. ssi

: d
=1 = t—ct=0 < d—(x—ct):O <= x — ct = Cste.
s

it
c
Les droites x — ¢t =Cste sont appelés les caractéristiques du probléeme (cf.
figure 1.1). Soit zo € R et soit  — ¢t = zq la caratéristqiue issue du point
(20,0) du plan. Par construction, si u est une solution classique, alors, le

long de cette droite :
u(z,t) = u(xo, 0) = up(zo) = uo(x — ct).

i.e. (1.5). Il reste & montrer que toute solution classique de (1.4) est constante
le long des droites D, : x—ct = xg, xg € R. Soit g € R et soit ¢, : RT — R
définie par ¢, (t) = u(xg + ct,t), V¢ > 0. On a :

ou ou
SO;O (t) = c%(Io +ct,t) + E(ajo + ct,t) (i) 0.

On en déduit : ., (t) = @i, (0) = u(z0,0) = up(z0), Vt € RT, i.e. u est
constanbte le long de D,,, Vx, € R. O

Remarque 1 (Terme source). Le probleme physique peut conduire & une
équation avec terme source f € C(R x R*) au second membre :

ou  Odu .
E—%c%—f(a:,t) reR, teR
u(z,0) = up(x), xR (1.6)

olt ug € CY(R). La méthode des caractéristiques conduit & chercher les
courbes s +— (z(s),t(s)) solutions de

d .Ou . Ou

Sou@(8),t(s)) =t + a5 = fla(s), s))
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bt t

FIGURE 1.1 — Droites caractéristiques. Le cas linéaire.

avec
i—ct=0 <= x—ct = Cste.

Le choix
t=1, é¢=c t0)=0, z(0)=mx
conduit a : t = s, x(t) = ct+xp, i.e. aux droites caractéristiques = —ct = z,

o € R, le long desquelles :

u(z,t) = u(xo + ct, t) = up(xo) + /0 f(x —cs,s)ds =

= wug(x — ct) + /0 flx —c(t —s),s)ds.

On en déduit I'unicité de la solution. Inversement, on vérifie directement
que u ainsi définie est solution de (1.6) et que cette solution est classique
car uy € CH(R).

Définition 1.2.2 (Solution faible). On appelle solution faible de (1.4) toute
solution u du probleme : u € L®(R x RT) et Vi € C}(R x R, R),

//R+ (_ +C_) d‘”dH/R uo(z)p(x, 0)dz = 0. (1.7)

Proposition 1.2.2. Siu est solution classique de (1.4), alors u est solution
faible. Réciproquement, siu € C*(Rx]0, +oo[) NC(R x RT) est une solution
faible de (1.4), alors u est une solution classique.
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Théoreme 1.2.3 (Existence et unicité de la solution faible). Si ug €

L2 (R), alors il existe une unique solution faible de (1.4).

Démonstration. On va montrer que u(z,t) = ug(z — ct) est solution faible.
Par hypothese sur ug, u € L®(R x RT). Soit ¢ € C}(R x RT,R). On a :

/R/R+ ug(z — ct) (%‘p( )+ C(;))_i<x t)) dudl —

// uo(y ( (y+ct,t) + 89O(erczf,t)) dydt =
R+ 3.%‘
// +tt)+&p(+tt) dtdy =
Fubmz R+ UQ y ¢ a Y % y=
*d
= L) ([ Speto-+ ) dy = = [ wotretus o)y
R 0 R

i.e. u(x,t) = up(x — ct) est solution faible de (1.4). Il reste a montrer qu’elle
est unique. Soit v une solution faible de (1.4) et soit w = u — v. On a :

/]R/]R+ w(x,t) (%—f(w,t} + cg—i(x,t)) dedt =0, Ve eC'(RxRT). (1.8)

D’apres le Lemme 1.2.4 ci-dessous, pour tout f € C.(R x R™* R), il existe
¢ € CH(R x R™ R) solution de

dp | Op

ot te 8x =/

et on déduit de (1.8) que :

/ / w(z, 8)f(z,)dzdt = 0, Vf € Cu(R x R™,R).
R JRT

i.e. w =0 par densité de C.(R x RT* R) dans L>*(R x R™, R). O

Lemme 1.2.4 (Résultat d’existence). Pour tout f € C.(R x R** R) il
eziste p € CH(R x R™ R) t.q.

8@ &p _f
at (91:

Démonstration. Soit f € C.(R x R™ R) et soit T' > 0 t.q. f(x,t) =0, si
max(|z|,t) > T En particulier : f(z,t) =0, Vo € R, V¢t > T. On considere
le probleme :

Iy | Oy _
2 T T =f, @li=r=0. (1.9)
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On vérifie directement que ¢ définie par
T
o(x,t) = —/ flx+c(s—t),s)ds, V(z,t) e R xR™™
t

est solution classique de (1.9). De plus, si ¢t > T, alors
Vse[T,t], s>T= f(r—c(t—s),s)=0, VreR,
donc ¢(z,t) =0,Vx e R. Si 0 <t < T, alors : Vs € [t,T],
[z 4 c(s — i) = [|lz| —c|s = t[| = [z —c|s —t] = [z] —c(s — 1) =

> x| — (T —t) > |z| — cT.

Donc si |z| > (¢+1)T alors f(z+c¢(s—t),s) =0, Vs € [t,T]. On en déduit
que ¢ a son support dans le compact K = [—(c+ 1)T, (c+ 1)T] x [0, T].
0

Remarque 2. La solution faible de (1.4) a les propriétés suivantes :
1. si ug > 0 p.p., alors u > 0 p.p..
2. Hu(7t>HLP(R) = HUOHLP(R)v Vp € [17 +OO]7 p.p.t. >0

Dans la suite, on s’attachera a vérifier que ces propriétés sont conservées
par les schémas numériques étudiés.

1.3 Schémas numériques dans le cas linéaire

On considere le probleme (1.4) avec ¢ =1 :

% + % =0, u(-,0) =ug e L>*(R). (1.10)

Que sait que ce probleme admet une solution unique et que cette solution

s’écrit : u(x,t) = ug(x —t). On rappelle que cette solution est classique, de

classe C!, si ugp € C'(R), et faible de régularité L™ si ug € L>°(R). On va

chercher a approcher cete solution par un schéma numérique. Un tel schéma

est évidemment inutile dans le cas linéaire puisque la solution exacte est
alors connue, mais on commencera par ce cas pour faciliter ’exposé.
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Schéma explicite différences finies centrées

On se donne les subdivisions régulieres de pas Az > 0, At > 0, en
espace et en temps resp. :

r; =iAx, t,=nAt, i€Z, neN,

n

et on considere la suite (u]

Mn>0.ez solution du schéma numérique

n+l _ u

NI

n n
Lo Uipr — Uy

=0, W =wu(z;), i€Z, n>0 (1.11)

)

Pour tout n > 0, on note u™ = (u");cz. On a la formule de récurrence :

At
+1_ :
u; —U?—E(U?+1—U?_1)7 1€, n=>0

Proposition 1.3.1. Le schéma (1.11) ne respecte pas la positivité.

Démonstration. On suppose que u° € C}(R) est telle que : u® > 0 et

0 __ 1 si > 0,
Ui _{ 0 si i<O. (1.12)
Alors : N
1_ 2t
U AT < 0.
O

Définition 1.3.1 (Stabilité). 1. Le schéma numérique (1.11) est L>°-
stable, resp. L?-stable, s'il existe une constante C' > 0 indépendante
des pas Ax > 0, At >0 t.q. :

[0 := Sup lui| < C, ¥n >0
1

resp.
il = Qi) <€, ¥n >0
i€z
2. Le schéma numérique (1.11) est stable au sens de Von Neumann si
la suite (u™),>o construite a partir de la donnée initiale ug(x) = €™?,

p € Z, conserve les propriétés d’amortissemnt de la solution exacte de
(1.10).

Proposition 1.3.2. Le schéma (1.11) est inconditionnellement instable.
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Démonstration. Si u° est définie par (1.12), alors

0 si 1 <0,
At .
wod oA, 8 im0
I s% z =1,
1 sio@>1,
On en déduit que [[u'lloe = max (RL, |1 —535|,1) dépend des pas de

discrétisation At et Az, contrairement a |[u’|| = 1, i.e. que le schéma
(1.11) n’est pas L>®-stable. Si u® est définie par

ugz{l si i=0,

0 sinon

alors ||Jullly = 1 et

—Ab s oi=—1,
g sii=0,
i Sl sioi=1,
0 s i > 1,
et donc [Jull] = /1 +1 (%)2, d’ott on déduit que le schéma (1.11) n’est

pas L?-stable.

La solution exacte de (1.10) avec la donnée initiale u°(z) = €*, ou p € Z
est fixé quelconque, est définie par u(x,t) = ug(x—t) = @ = e~ Plyy(z),
ret donc |u(x,t)| = |ug(x)|, Vo € R. Par ailleurs, le calcul donne :

g At At
u]l _ plivAe (1 — ’LE sin(pAa:)) = (1 — ’LE Sin(pr))u?, Vj € Z.

::](Xt,A:p)

ou

2
| T (At, Az)| = \/1 + (2—; sin(pAa:)) >1 si sin(pAz) #0,

i.e. le schéma (1.11) n’est pas stable au sens de Von Neumann.
Plus généralement, on suppose que ug est 2mw-périodique. Alors ug se
décompose en série de Fourier :

400 27
up(z) = E ape avec aj =

k=—o00

— —iky Z. (1.1
o 0 u0<y)€ dy7 k€ ( 3)
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On en déduit :
—+o00
ug = Z are®IhT e 7.
k=—o00

Apres application de (1.11), on obtient :

+oo
u]l — Z ag (1 — ’LE Sin(kAx))eZk]Am, Vj - Z

k=—o00 . J/

=7k
Par récurrence sur n > 0, on en déduit :

+oo
ul = g agype™tT i e 7.
k=—o0

ou Yk, k € 7Z, est appelé le coefficient d’amplification de la kéme harmonique.

Ona:

At ?
|vk| = \/1 + (A_x sin(kAx)) >1 si sin(kAx) # 0.

On remarque que si 0 < Az < 7, alors il existe kg € N t.q. sin(kAx) # 0.
On en déduit : Vj € Z

. . At 2\"
213 > fax, 2 = la, P (1 + (S sinhoan)) ) o o0
et donc

lim |u"||3 = +oo.
n——+o0

]

Définition 1.3.2 (Consistance). On appelle erreur de consistance locale
du schéma (1.11) au point (x;,t,) la quantité :
(@i tns1) — (@i, tn) | u(@ipr, tn) — u(@iog, ty)

n — . € 7, > 0.
£; A + N , 1€ 4, nZ=

L’erreur de consistance du schéma (1.11) est alors définie par :

E(Ax,At) = max |e]].

iE€Z,n>0

Le schéma (1.11) est dit consistant si limaz as—(0,0) €(Az, At) = 0.



1.3. SCHEMAS NUMERIQUES DANS LE CAS LINEAIRE 13

Définition 1.3.3 (Convergence). On introduit I'erreur de discrétisation :

el =u(x;,ty,) —uy, Yi€Z, ¥Yn>0

K3 K3

Le schéma (1.11) est dit convergent si :

lim ||| =0
n—-+00

ol on a posé :
€ e = ma Jef]

Proposition 1.3.3. Le schéma (1.11) n’est pas convergent.

Démonstration. Soit uy € CH(R) t.q.

0 1 si i=0,
w;, = .
k 0 si i#0.
De plus :
At At
At At
uly =uly - _2Ax<u8 —uly) = N
At :
u; :u?—E(ugﬂ—u?_l):O sio1>1
At .
u; = u) — E(ugﬂ —uf )=0 si i<-1
On suppose que
At \"
= —— 1.14
= (55e) - (1.14)
uf =0 si 1>n (1.15)

Alors

n+l _ . n _
un—f—l - un—f—l - QA.Z'(un+2 - un) - 2A$un
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i.e. (1.14)—(1.15) est vrai, Vn > 0. De plus :
w(zn, tn) = up(n(Ax — At)) =up(0) =1, Vn>1,

On en déduit :

— 1#0

1
el = ua o)l = 1= 3| 22

2n

i.e. le schéma (1.11) ne converge pas pour ce choix de ug, Ax, At.

|

i—Az ! Z £-+ Az

FI1GURE 1.2 — Condition CFL : vérifiée a gauche, non vérifiée a droite

Schéma différences finies décentré amont
On considere le schéma explicite décentré amont :
A A

At Ax

4 =0, uw=ug(r;), 1€Z, n>0 (1.16)

]

Proposition 1.3.4. Le schéma (1.16) est stable sous la condition dite de
Courant-Friedrichs-Levy (CFL) :

At
= <1 1.1
Ap S (1.17)

i.e. :¥n>0,VA B >0,
A<u"< B=A<u"' <B.

Démonstration. On suppose que (1.17) est vérifié. On a :

At At At
uptt = uf — (U~ uil) = (1 - —) up + A Wie, 1€Z, nz0.
x
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On suppose qu’il existe A >0, B> 0t.q. A<u" < B. Alors : Vi € Z,

At At
untt o< (1——)B+—B:B.
¢ (137) A$ AJ?

et de méme :

At At
> (1= A+ —A= A4,
S ( Am) Az

i.e. le schéma (1.16) est stable. O
Théoréme 1.3.5 (Convergence du schéma décentré amont). On suppose
que ug € C*(R,R) et que ug, up, uy sont bornées.

1. On pose :
A = inf uy(z), B =supug(x).

z€R zeR

Alors :
A<u!< B, YieZ, VYn>0.

2. Soit T > 0. Alors, il existe une constante C' > 0 ne dépendant que de

sup |u(x;, t,) —ul'| < CT(At + Az).
i€Z AT
Démonstration. 1. C’est une conséquence immédiate de la Proposition 1.3.4.

2. Soit (u")icz.n>0 une suite de réels et soit (2!");cz.n>0 la suite solution

du schéma numérique :

Z’L 7

At Ax
Ona:VieZ, VYn>D0,

n+1 n n n
! — =2y )
+ = — = ,u?7 i €Z, n=>0.

127 oo < 112" oo + A" oo < 12°Mloc + ALY NI ]es Vi € Z,
k=0

Si 2" = u(wi, t,) —ul, Vi € Z, ¥n > 0, alors 22 = 0 et p? coincide

avec I'erreur de consistance €} définie par :
= (i ) = (i ) + 5l ) = ulzi, 6)
€ = 7\ T, Uy — UlX4, Uy N~ \U T, bp) — UTi—1,Un
Le calcul direct montre que :

1
el = 5(02At — Az)ug(z; — t,) + o(At+ Ax), VieZ, Yn>0.
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d’ou on déduit que :
€70 < C(AL + Az)(1+ [luglle), VR 2 0;

Il en résulte :
(s tn) = w'loo < ALY [l < CRALHAL + Az)(1 + [|uf o)
k=0

et donc

sup_lu(-,tn) = u"flo < CT (L + [Jugllec) (At + Az).
nAt<T

Remarque 3 (Décentrement). Soit le schéma explicite décentré en aval :

nt+l _ ur

At T Az

n n
u Uiy — Uy

L =0, u)=uy(x), i€Z n>0.

7

At At

On suppose que : up(z) = 0, Vo > 0. Alors : u) = 0, Vi € N. On vérifie

)

directement que : u! =0, V2 € N, ¥n > 0. On en déduit : V > 0,

. At A"
U_—{l = (]. + A_x) U_1 = (]_ + A_x) U(ll

et donc lim,, ,, o |u",| = +00.

Remarque 4. Si ug ¢ C(R) la donnée initiale dans (1.16) n’est plus définie.
On considere alors plutot le schéma, :

n+1 n n __ ,mn
i Uy Uy T U

At At

u

L—0, iezZ, n>0o0,

N (1.18)
0 1/”2u()d ez

U, = — .

7 A.T N ol\y)ay,
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gobly O

N \T><"><[/\\ x

10 | —— -

FIGURE 1.3 — Domaine de dépendance numérique au point (z;, ")

1.4 Le cas non linéaire

Soit f € CH(R, R) et soit ug € C'(R). On considere le probleme : trouver
u: R xRt =R, ((x,t) — u(z,t) solution de
ou 0 "
E—l—a—x(f(u))—o, u(z,0) = up(x), (z,f) e RxRT. (1.19)

Définition 1.4.1 (Solution classique). Soit f € C*(R, R) et soit ug € C}(R).
On appelle solution classique de (1.19) toute solution w du probleme : trou-
ver u € C'(R x RY) t.q.

ou 0 "
a_|_%(f(u))zo, u(z,0) =ug(x), (z,t) e RxRT.

On commence par le résultat préliminbaire sur les edos.

Proposition 1.4.1. Soit 7y € R et soit f € C*(R,R). Siz : Rt — R est
solution de l’équation différentielle :

2'(t) = f(z(t), 2(0)==z0, teRT,
et si Thax > 0 désigne le temps d’existence de x, alors

Tnax < +00 = lim ||z(t)| = +oc.
Définition 1.4.2 (Courbe caractéristique). On appelle courbe caractéristique
du probleme (1.19) issue de xy € R la courbe définie par le probleme de

Cauchy :
o = f(u(z(t),t), z(0)=uzy, teR". (1.20)
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Théoréme 1.4.2 (Non existence). Soit f € C*(R,R). On suppose que f'
n’est pas constante. Alors, il existe ug € C°(R) t.q. (1.19) n’admette pas de
solution classique.

Démonstration. La méthode des caractéristiques conduit a chercher les courbes
s = u(x(s),t(s)) t.q.

d Ou . Ou
%u(x(s), t(s)) = ta + bo = 0.
Par comparaison avec (1.19), on en déduit qu’il faut avoir :
& f'(u) | _
ie.:
i —tf (u) = 0. (1.21)

Soit s+ (z(s),t(s)) solution de @ = tf'(u),  # 0. Le choix ¢ = 1 revient
a choisir s = ¢t pour parametre et alors ¢ — (z(t),t) est une caractéristique
de (1.19) au sens de la Définition 1.4.2.

Comme f € C*(R,R),ona [’ € C'(R,R) et donc le théoreme de Cauchy-
Lispschitz s’applique a (1.20). Il existe donc une solution maximale z de
(1.20) définie sur [0, Tiax | €t limy7, .. [2(t)] = 400 si Thax < +00. Par
construction :

d Ou  Ou ;o Ou  Ou 0 ou

1.e.
u(z(t),t) = Cste = u(x(0),0) = ug(xg), Vt € [0, Trax |-
On en déduit, par définition de (1.20) :

i(t) = f'(u(z(t),t) = f'(uo(xo)), WVt € [0, Tax |-

et donc
z(t) = f'(uo(wo))t + o, YVt € [0, Trnax [-

i.e. le systeme (1.20) décrit une droite issue de xq, Vg € R, et on en déduit :
Tmax = +o0.

Comme f” est non constante, il existe vy, v1 € R t.q. f'(vg) > f/'(v1). On
peut construire uy € C°(R) t.q. ug(zo) = vo, uo(x1) = vy et xg < 7 (voir
Figure 1.4.) On suppose que u est une solution classique avec cette donnée
initiale. Alors :

u(wo + f'(uo(w0))t, 1) = uo(wo) = vo, u(xy + f'(uo(r1))t,t) = up(1) = v
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Vo

z(t) = zf + f o)t
z(t) = 1 + f'(v1)t

FIGURE 1.4 — Droites caractéristiques. Le cas non linéaire.

Soit T'> 0 t.q. zo + f'(uo(x0))T = 21 + f'(ue(x1))T =: 7, i.e.

1 — To

L= Pl o)

W@, T) = u(zo + f(uo(x0))T, T) = up(z0) = 0o
w(Z, T) = u(xy + f(ug(x))T, T) = up(x1) = vy

ce qui contredit vy # vy.

19
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Définition 1.4.3 (Solution faible). Soit ug € L>(R) et soit f € C*(R,R).
On appelle solution faible de (1.19) toute solution du probléme :
u€ L®R x RT) t.q. : Vo € C(R x R, R),

trouver

/R/]R+ <u($,t)%—f + f(u(m,t))g—i) dzdt + /Ruo(m)go(x,())dx =0. (1.22)

Le Théoreme 1.4.2 montre qu’'une solution faible de (1.19) perd sa
régularité le long des droites caractéristiques, par exemple a l'intersection de
deux telles droites. La Proposition 1.4.3 ci-dessous précise le rapport entre
solution faible et solution classique. En particulier, elle montre qu’une solu-
tion de (1.19) qui serait classique en-dehors de ses droites caractéristiques
est globalement une solution faible.

Proposition 1.4.3. Soit f € C*(R,R) et soit ug € C(R,R).
1. Toute solution classique de (1.19) est une solution faible de (1.19).
2. Siu € CHRxR™ R)NC(RxRT,R) est une solution faible de (1.19),

3.

alors u est une solution classique de (1.19).

Soit o € R. On pose :

Dy ={(z,t) ERxR" |z < ot}, Dy={(z,t) eERxR" |z > ot}
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Soit u € C(R x R*,R) vérifiant : u|p, € C'(D;,R), i € {1,2}, et u
vérifie (1.19) en tout (z,t) € D;, i € {1,2}. Alors u est une solution
faible de (1.19).

Démonstration. 1. Soit u une solution lassique de (1.19) et soit ¢ €
CHR x R,R). On a

//]R+ (@ D) “dwdH/ R+ax(f(u(x,t)))go(x,t)d:pdt:0.

On applique le théoreme de Fubini et on integre par parties :
ou 0
0= = (@, t)e(z, t)dtdr + - (f(u(z, 1)) p(z, t)drdt
R+ 315 R+ 833

//[R+ :vt xtdtdm /R+/f (2,1)) xt)dwdtJr/R o(z)p(z, 0)dz,

car supp(p) C R x R est compact.

2. Soit u € CHR x R™, R)NC(R x R*,R) une solution faible de (1.19).
On a suffisamment de régularité pour integrer par parties dans (1.22),
dans un premier temps avec ¢ € C}(R x R™ R), ce qui donne :

/]R/]R+ \(% + %(f(U(w, t))))so(x,t)dxdt =0, VeeC'(RxRY™ R).

cC(RxR+ R)
Par densité de C}(R x R™ R) dans C(R x R™ R, on en déduit que
ou 0
ey 2 - R x R**.
T + agc(f(u(zlr,t))) 0 dans X

On integre & nouveau par parties dans (1.22) avec ¢ € C}(R x R, R),
ce qui donne :

/( o(z)—u(z,0)p(x,0)dr— //]R+ (@ 82 f(u(m,t))))@(x,t)dxdt—o.

-~

=0

On en déduit :

/ (uo(x) — u(x,0))p(z,0)dz =0, Ve e Cl(R x R,R)

(.

€C(R,R)

Par densité de C!(R,R) dans C(R,R), on en déduit que u(x,0) =
up(z),Vxr € R. Donc u est une solution classique de (1.19).
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D, D,

FIGURE 1.5 — Domaines D; et Dy

3. Soit u € C(R x R, R) vérifiant (1.19) en tout (x,t) € D;, i € {1,2}.
Soit ¢ € CH(R x R, R). Soit o € R. On suppose o < 0 (voir figure 1.5)
pour fixer les idées. Le cas o > 0 se traite de la méme fagon. On a :

/R/R+ (“g_f el )&0) dde/R o(2)p(x,0)da =
B Z/ ( )g_i) dxdtJr/Ruo(x)@(x,O)dx —

1=1,2

-y / ( ))jodxdw /R o) (x, 0)da+

1=1,2

oy / e + S

1=1,2

ot V%, i € {1,2}, désigne le vecteur normal unitaire le long de 9D,
orienté vers I'extérieur de D;. On pose :

(1)
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Alors : v = =12 = v le long de la droite = ot et la continuité de

ugp, resp. f(u)p, entraine : up|op,nfe=ot} = UP|oDN[2=0t} = Ulz=ot,
resp. f(u)@lopin{z=oty = f(W)Plopsnfz=oty = U|z=o¢. Il en résulte :

2 / (upv; + f(w)pv;)doy = 0.
aD;N{x=0t}

i=1,2

Il reste :

3 / (upvit f(w)pvi)dos = 3 / (wpvitf(u)p v )do,
1=1,2 0D\{z=0t} i=1,2 oD;N{t=0} \:/0'/

:—/Ru(x,O)cp(w,O)d:U: —/uo(x)go(x,O)dx.

R

Finalement :

/]R/]R+ <ua8_f + f(“)g_i> dxdt + /Ruo(x)QO(x,O)dx =

= —/Ruo(x)go(x, O)dx—i-/uo(:c)go(x,())dx = 0.

R

[]

La démonstration du Théoreme 1.4.2 a montré qu’'une solution de (1.19)
perd sa régularité a l'intersection de deux droites carcatéristques. En de
tels points, le théoreme d’existence et d'unicuté de Cauchy-Lipschitz ne
s’applique plus au systéme des caractéristiques (1.20) et donc en particulier,
on peut s’attendre a ’existence de plusieurs solutions faibles. Un exemple
de non unicité de la solution faible est donné par I’équation de Burgers qui
s’écrit : 5 5

U 2
o " a(u )

On complete (1.23) par une donnée initiale ad hoc permettant de déterminer

= 0. (1.23)

analytiquement les solutions du probleme de Cauchy associé aux caractéristiques

qui sont les droites :
x — 2up(wo)t = x9, x9 €R
ou on choisit :

Jug st >0,
() = { ug, si x <0, (124)
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avec uq,uy; € R. On suppose u, < 0 < ug. Alors la méthode des ca-
ractéristiques donne :

u(z, t) = ug S x — 2ugt <0,
U ug st —2u,t >0,

A priori, u(z,t) n'existe pas si x — 2u,t < 0 et © — 2uqt > 0. D’apres la
Proposition 1.4.3, on obtient une solution faible en posant :

(

ug Si x — 2ugt <0,
x .
u(z,t) = 5 S T- 2uqt >0 et x—2u,t <0,
[ Uy s1 x —2ugt >0,

On peut aussi chercher une solution faible sous la forme

Jug stz <ot
u(a:,t)—{ud si x> ot

ou le parametre o € R reste a choisir. mais alors le critere de la Propo-
sition 1.4.3 ne s’applique plus puisque la solution u est discontinue sur la
droite # — ot = 0. Apres report dans (1.22), on obtient, Vo € C} (R x R, R),

Op / Op / Oy
Uy——dxdt + Ug—dxdt + fluy)=—dxdt+
/{‘$<Ut} ! ot {z>0ot} ! ot {z<ot} ( 9) Ox

asp 0 +o0
—l—/ fuqg)w—dzdt + / ugp(z,0)dx +/ ugp(x,0)dx = 0.
{z>ot} Ox —00 0

On remarque que la normale a la droite x — ot = 0 admet pour vecteur
directeur (non unitaire, masi la relation est linéaire) v € R? de composantes
v, =1, 1y = 0. Soit ¢ € C1.(R x R** R). Alors ¢(z,0) =0, Vo € R et on
a:

“+o0
U a—SDdxdt + udaidxdt = ulp(ot, t)vdt =
g
{z<ot} ot {z>0ot} ot 0

“+00
— —(Ud - ug)a/ go(at, t)dt
0

+o0
/{Kot} f(ug)g—idxdt + /{Dat} f(ud)g—ida:dt = /0 [f(w)]o(ot, t)vpdt =
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+o0
= (f(ua) — f(ug))/ o(ot, t)dt.
0
Il en résulte : Vi € C}(R x RT™ R),

0= —tua=w)o [ elot )i+ (1) = Fu) [ slott

ie.

o(ug — ug) = f(ua) — f(ug). (1.25)
La relation (1.25), appelée condition de Rankine et Hugoniot, donne pour
flu) =u:

0 = Uq + Uyg,

et fournit la solution faible :

ouy osiox < (ug 4+ ug)t,
u(x,t) o { Udq si x> (Ug +Ud)t. (126)

Néanmoins, parmi les solutions faibles, on peut distinguer une unique
solution dite entropique.

Définition 1.4.4 (Solution entropique). Soit ug € L>*(R) et soit f €
C(R,R). On dit que u € L>®°(R x R™) est une solution entropique de (1.19)
si pour toute fonction n € C!(R) convexe appelée entropie et pour toute
fonction ¢ € C!(R) t.q. f'n’ = ¢ appelée flux d’entropie on a :

/R/R+(n(u)?9_f+¢(“)g_i) " /R"(“O)‘P(% 0)dz >0, Ve eCHRxR,R").
(1.27)

Théoréme 1.4.4 (Kruskov). Soit ug € L*(R) et soit f € C1(R). Il existe
une unique solution entropique de (1.19) au sens de la Définition 1.4.4.

Proposition 1.4.5. Toute solution classique de (1.19) est une solution
entropique.

Démonstration. Soit u une solution classique de (1.19). Soit € C*(R)
convexe une entropie et soit ¢ € C*(R) t.q. ¢’ = f'n’. Soit ¢ € CH(R xR, R).

On a:
/R/R+ (77(”)?9_? + d)(“)g_i) dxdt + /Rn(uo)go(x, 0)da =

—/}g(uo)gp(a:,O)da: — /R/R+ (n'(u)% + qb’(u)%) pdxdt+
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, ou . ou
—l—/Rn(uo)gp(x,O)dx W —/R/]R+ n (u)(a +f (u)%) odxdt.

J/

~~

]

Proposition 1.4.6. Toute solution faible entropique de (1.19) est une so-
lution faible de (1.19).

Démonstration. On remarque que n € C'(R) définie par : n(x) = z, Vr €
R est convexe, donc une entropie. Alors ¢ = f € C'(R,R) est une flux
d’entropie associé. O

On déduit de la Proposition 1.4.5 et du Théoreme 1.4.4 de Kruskov
que si (1.19) admet plusieurs solutions faibles et si 'une d’entre elles est
réguliere, alors cette derniere est nécessairement la solution entropique. En-
fin, la caractfisation suivante, que l'on admettra, est souvent utilisée en
pratique.

Proposition 1.4.7 (Entropies de Kruskov). Si ug € L¥(R) et si f €
CY(R), alors u € L®(R x R") est une solution entropique de (1.19) au
sens de la Définition 1.4.4 ssi pour tout k € R, la caractérisation (1.27) des
solutions entropiques est vérifiée avec l’entropie n,, définie parn.(s) = |s—k|
et le flux denbtropie associ€ ¢, défini par :

Or(u) = max(f(u), k) —min(f(u), k), Vue€R.
Remarque 5. Dans la Proposition 1.4.7, 'entropie 7, n’est pas de classe C*.

Proposition 1.4.8 (Estimation L*>). Soit ug € L*(R) et soit A,B € R
t.q A < wug < B p.p. Soit f € CHR). Alors la solution entropique u €
L>®(R x RT) de (1.19) vérifie : A <u < B p.p.

Cette propriété est fondamentale dans les problemes de transport et il
est donc important qu’elle soit conservée par les schémas numériques.

On termine cette Section par un résultat sur les solutions du probleme
de Riemann dont on s’est servi d’ailleurs pour montrer la non unicité des
solutions faibles de (1.24).

Définition 1.4.5 (Probleme de Riemann). Soit f € C!(R). On appelle
probleme de Riemann avec données ug,uq € R le probleme : trouver u
solution de :

ou 0

E%—%(f(u))zo, reR, t>0,

Juy st <O,
u(x,O)—{ud si x>0,

(1.28)
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Lorsque f est convexe ou concave, alors les solutions de (1.28) se cal-
culent facilement. En effet, on peut montrer :

Proposition 1.4.9. Soit f € C'(R,R) strictement conveze et soit ug, ug € R.

1. Siug < ug, on pose :

_ )
[u]

Alors, la fonction u définie par :

Joug stox <ot
u(e,t) = { ug st x> ot, (1.29)

vee [ul =g —uy  [F)] = Flua) = Fuy).

est l'unique solution entropique de (1.28). Une solution de la forme
(1.29) est appelée une onde de choc.

2. Siug < ug, alors la fonction u définie par :
u, si v < f'(ug)t,

u(z,t) =< uqg si x> f'(ug)t, (1.30)
€ st x=f(t avec uy <& <wuy

est lunique solution entropique de (1.28). Une solution de la forme
(1.30) est appelée une onde de détente.

Démonstration. 1. On cherche une solution u sous la forme (1.29). Le
méme raisonnement que pour (1.25) montre que nécessairement :
_ [f(w)
[u]

la méthode des caractéristiques fournit la solution :
u(z,t) = uo(x — f'(ug(zo))t), V(x,t) € R x RT

e u(x,t) = uo(r — f'(ua)t) resp. u(z,t) = ug(x — f'(u,y)t) le long
des caractéristiques issues de xg > 0, resp. g < 0. Comme f est
strictement convexe, f’ est strictement croissante, et donc les deux
caractéristiques issues de xg = 0 ont pour pentes respectives f’(ug) <
f'(ug). On en déduit que u vérifie :

Joug stz > fug)t,
w(,t) = { u;l siox < f(ug)t.
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Il reste a définir u(z,t) pour f'(uq)t < x < f'(uy)t, t > 0. De I'hy-
pothese uy < u, on déduit que u(x,t) peut prendre les deux valeurs ug,
ug si f'(ug)t < < f'(ugy)t, t > 0, i.e. qu’il existe une infinité de possi-
bilités pour u. On discrimine en retenant la valeur o ci-dessus compa-
tible avec la caractérsation des solutions faibles. La stricte convexité
de f entraine :

Flug) = f(ua)

flug) > f(ua) + (ug — ua) f'(ua) T T T f'(ua)
) > )+ g ) () = = = LT g

— o0 < f'(uy)
Finalement :
fllug) <o < f,(ug)
et on peut prolonger u par continuité le long des caractéritiques x —
f(ug)t =0 et x — f'(uy)t =0 en posant :

(i, t) = ug, sl x < ot,
’ ug S1 x> ot.

Il reste a vérifier que u est la solution entropique. Soit n € C*(R)
convexe et soit ¢ € C1(R) t.q. ¢ = f'n'. Soit p € C*(R x R,RT).
Apres intégration par parties on obtient :

4/}% (U(U)g—f + ¢(”)g_i) dxdt + /ﬂ&ﬁ(uo(ﬂf))s@(x, 0)dz =

— o]+ ol [ plot it > .

-~

20 N ~~ g
Lemme 1.4.10 >0

. On remarque que par convexité stricte de f € C(R), f’ est continue

et strictement croissante donc inversible. En particulier : uy < uq =

f'(uy) < f'(uq) Par la méthode des caractéristiques, on obtient la

solution : . /
(o, ) = ug siox> f/(ud)t,

ug siox < f'(ug)t.

Il reste a définir u(z, t) pour f'(u,)t < x < f'(uq)t,t > 0. On proilonge

u par continuité le long des caractéristiques x = f'(uq)t et x = f'(uy)t

en posant :

u(z,t) = f'* (%) si fllug)t <x < f(ug)t, t>0. (1.31)
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Il reste & vérifier que u est la solution entropique. Soit n € C!(R)
convexe et soit ¢ € C'(R) t.q. ¢ = f'n. Soit p € C*(R x R,R™).
Apres intégration par parties on obtient :

/R/R+ (n(“)aa_f + ¢(“)g_i) dxdt + /Rn(uO(:r:))w(:c, 0)dz =

ou ou
/ !
_ i (u) (— i <u>—) o, O)dedt =
/ /{f’(ug)t<w<f’(uoz)t} ot Ox

1
/! 7 (3) (-5 + 1@} ) el tytsde =
{f' (ug)t<a<f'(ua)t} t t t

d
:_// U <§> <—£+f'(U)>s0(x,t)—xdt:0
{f/(Ug)t<(L‘<f/(ud)t} t t t

z=1mx z=2xz9 '

FIGURE 1.6 — Probleme de Riemann pour I’équation de Burgers.
Lemme 1.4.10. Soit a < b, soit f € C*(R) et n € C'(R) des fonctions
convezes et soit ¢ € CL(R) t.q. ¢ = f'n'. Alors :

(b—a)(6(b) — ¢(a)) = (f(b) — f(a))(n(b) —n(a)).

Démonstration. On a :

o(b) — b(a) = / ¢ (x)dz = / F@) (@)de
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donc :

b b
- / £(@) 0 ()~ ()1 () / @) (2)de, Wy € [0,

On integre par rapport a y :

w-ao)-s@) = [ [ @@ [y [ =

b b
- / / F1(@)(f (@) — ' (y))ddy + () — n(@)) (F(b) — £(a)).

avec, par convexité de n et f :

/ / T ~)dedy = //{Ky} —1'(y))dxdy+
//{x>y} ’ wdxdy

// y))dzdy + // —n'(y))dzdy =0
{z<y} {z>y}

donc

(b—a)(d(b) — ¢(a)) = (n(b) —n(a))(f(b) — f(a)).

1.5 Le cas non linéaire : schémas
numériques

Soit ug € L>®(R) et soit f € C'(R,R). On cherche une approxima-
tion numérique de la solution entropique de (1.19). On utilise les mémes
notations que pour le schéma (1.18). On note f, ~ f(u(z;;1,t,)) Vap-

2

proximation du flux numérique. On considere le schéma :

4 n n
ultt —u? fz‘+— fit

7/7,

At Ax

=0, 1€Z, n>0,
(1.32)
o L [Tid :
u; = — up(x)dx, i €Z.




30 CHAPITRE 1. EQUATION DE TRANSPORT

dans lequel fl’i , reste a définir. Un premier choix possible est le schélma
2
centré :

it3 9

dont on a vu qu’il est a proscrire puisque, dans le cas linéaire, il est instable.
On va s’intéresser aux schémas les plus simples a trois points, i.e. dans
lesquels I’équation associée a l'inconnue u fait intervenir les trois inconnues
discretes )y, et ul', © € Z. Le flux numérique s’écrit sous la forme fi’f% =

g(u?,u?,,). Un bon schéma est obtenu en choisissant un flux monotone au
sens suivant.

Définition 1.5.1. Une fonction g : R* — R est un flux monotone pour la
discrétisation de (1.19) si :

1. g est consistante par rapport a f, i.e. g(u,u) = f(u);

2. (z1,72) — g(x1,29) est croissante par rapport a la variable x; et
décroissante par rapport a la variable s ;

3. g est lipschitzienne sur [A, B] ou A = infg uy et B = supy uo.

Remarque 6 (Flux monotones et schémas monotones). Si le shéma (1.32)
est a flux monotone et s’il vérifie la condition de CFL, alors on peut
montrer qu’il est monotone, i.e. qu’il peut s’écrire sous la forme u?“ =
H(u?_y,u},up ;) o H est une fonction croissante de chacun de ses trois
arguments.

Cas ou f est monotone

Pour illustrer le choix de g, on suppose par exemple que f est crois-
sante. Un choix tres simple consiste alors a prendre g(uf},u? ;) = f(u}).
Alors : g(u,u) = f(u), Yu € R, i.e. g est consistante par rapport a f. Par
construction :

g(z1,22) = f(z1), V(z1,22) € R?

i.e. g est croissante par rapport a la variable z; par hypothses sur f, et mna-
nifestement décroissante par rapport a la variable zy. Soit z,y € [A, B]%

On a:
s !f’(t)|dt‘ <

1

l9(x) —g(y)| = |f(z1) — f(n)] =

! f’(t)dt’ <

T

< |z =yl sup || < Cllz =y sup | f'] < 400
[A,B] [4,B]
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ou C > 0 est une constante ne dépendant que du choix de la norme || - || de
R? i.e. g est lipschitzienne sur [A, B]. Le schéma résultant est dit décentré
amont et s’écrit :

W | f() — i)

7 2 1 11— :0 - Z >0
A Az res =0

0 L [T

U, = — up(x)dz 1 € 7.
i Azr . 0( ) >
et}
On vérifie directement que dans le cas linéaire on retrouve le schéma décentré
amont (1.18).

Schéma a décomposition de flux

Le schéma & décomposition de flux (flux splitting) est caractérisé par
le choix f = fi1 + fo ou fi, resp. fa, est croissante, resp. décroissante.
Alors on pose : g(ur,uz) = fi(ur) + fa(uz), Yu = (ur,uz) € R?, et alors :
g(u?,u?_ﬂ) = fl(u?) + fQ(u?—i-l)v Vi € Z’ n > 0.

Schéma de Lax-Friedrich

Le schéma de Lax-Friedrich consiste a modifier le schéma centré de facon
a le rendre stable en posant :

n n n 1 n n n n
i+l = g(u; 7ui+1> = 2 (f(“z ) + f(uz'+1)) + D(uj — Uz‘+1)
ou D > 0 est suffisamment grand pour que (uy,us) — (u1,ug) soit crois-

sante, resp. décroissante, par rapport a uy, resp. us.

Schéma de Godunov

Le schéma de Godunov est un des plus connus et il a inspiré de nombreux
autres schémas. Le fux numérique du schéma de Godunov s’écrit :

i1 = 9w, uily) = flwr(uf, uiy) (1.33)
ot wg(u}, ul ) est la solution du probleme de Riemann avec conditions u7,
wily qui s’écrit :

ou n 0
ot Oz
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On montre que le flux de Godunov (1.33) vérifie les conditions de la Définition 1.5.1.
Pour le voir on montre que le flux de Godunov s’écrit (Ezercice) :
min sioul <ulq,
gcful ul ] f<€> e
g(uzla U?Jrl) =

max f(£) si wuily <wuf,
EE[U,?JA,’UJ?]

Schéma de Murman

Une fagon de simplifier le schéma de Godunov est de remplacer le schéma
de Riemann par un schéma de Riemann linéaire. Plus préciséent on introduit
At . n . n n J— " n n Y n n
le flux numérique : fi+% = g(ui, vy ) = f(0p(uf,ufy,)) ot wr(uy,uf,,) est
solution du schéma :

ou n ou 0
_ o— —
ot ox ’
u;  stox <0,
u(x,()) = UO<33') = = { un—i_l s S 0

ou o € R, de solution : u(x,t) = up(z — at). Le schéma résultant et donc
tres simple. Malheureusement, le schéma de Murman n’est pas monotone
(Exercice) car le flux n’est pas monotone par rapport aux deux variables.
On peut montrer que le schéma peut converger vers des solutions non en-
tropiques.

Théoréme 1.5.1 (Stabilité et convergence). Soit (ul)iczn>0 la suite définie
par le schéma numérique :

u?Jrl —'LL,? 1 n ,n n n .

T+A_x(9(uiaui+l>_g(ui—lvui>):O7 ZEZ’ nzo’
1 [T+

0_ d € Z

W= / o)y, i

1
-z

On suppose que g est un flux monotone au sens de la Définition 1.5.1 et
lipschitzienne de constante M sur [A, B] avec

A =infug, B = sup up.
R R

On suppose de plus que

1=

1
<.

0<
T 2

g
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Alors le schéma est stable en temps fini et converge vers la solution du
probléeme (1.19). De plus :

A<u!<B, Vi€Z, Vn>0.
Démonstration. On pose : V(x,t) € R x R,

(o, t) = YT T AAti —ul@, t>+é(g(u(z, 1), u(a+-Az, £)—g(u(z—A, ), ulz, 1))).

Soit (z,t) e Rx RT. On a :

g(u(z,t),u(z + Ax,t)) = f(u(z,t)) + Aa:aa—i o (u, u)% +0((Ax)?)
dg ou 9
gu(z — Az, t),u(z,t)) = f(u(z,t)) — Axa—m o (u, u)% + O((Az)?)

d’ou :

_ Ou dg dg ou
e(z,t) = 5 T (&uz + 8u1) o (u’u)ﬁx + O(At) + O(Ax)

(.

~~

= a5 9(uuw)=f"(u)

= P04 2 (flulw, 1)) + O(A) + O(A7) = O(A1) + O(Aw).

-~

0
(1.19)

Il en résulte :

el = e(xy, t,) = O(At) + O(Ax), VieZ, Yn>0.

(2

On en déduit 'erreur de consistance :

E(Ax,At) ;= sup [e}| = O(At) + O(Ax).

i€Z,n>0

Soit (p')iez,n>0 une suite de réels > 0 et soit (27");ezn>0 la suite définie par
le schéma :

zn+1 —n

7 7 1 n n n n " .
T+A_x(g(zi’zi“)_g(zi—l’zi)):Mm i €7, n>0,

(1.34)
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Alors : Vi € Z, VYn > 0,

MAt
] < o S e =l 21— s~ )+ At

AM At
< (1+ v )||z"—u“uoo+m||mnoo

AMAY , . §
20) 1 = o+ Al

AMAL\ ™ " AMAL\*
< |1 0 _ w0 + At 1 kN
_<+Am> 7~ el + ;<+Ax)”“ |

= ||Zn+1 _un—l-lHOO < <1 +

(1.34)

Si 2l = wu(x,, t,), alors u* = & et on note e = z* — u? 'erreur de conver-
1 ) ) /’L’L (A (A K (3
gence en (z;,t,), Vi € Z, Yn > 0. On en déduit :

1+4MAt ”_1
le"loe < CAt <( @) (At + Ax)

Az

C At
= sup "o £ —(A2)* 1+ — ) ™M VT >0.
ez At 4M Az
9 Aﬁ_

Dans la relation :

At .
u?,T'H_l = UZL - A (g(uzl?u?—i-l) - g(u?—lﬁ u?))? VZ € Za vn 2 O
X

-

g

=:H (uj_pufuy )

La fonction H est croissante par rapport a chacune de ses variables. En
effet : Vu = (ug, ur, uz) € R3, Vo = (vg, v1, v2) € R3,

H(uo, v1,up) — H(ug,u1, up) 148t g1, u2) — g(ur, up) n 9(uo, v1) — g(uo, u1)
v — Uy Azx R v — Uy N v — Uy
>0 <0
At At

>1+—(-M-M)=1-2M— >0
= A:zc( ) Az ’

H(Uo,U1,U2) - H(UOaubuZ) _ ﬁ 0 + g(v(bul) - g<u07u1> >0

Vo — U Az Vo — U ’

-
>0
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H —H At —
(UO,Ul,’U2> (u07u17u2) _ = _9(“1,'02) g(u17u2) + O = 0
Vg — Us Az Vg — Usy

<0
On en déduit : Vi € Z,
ul = HQ .o, ol,.) < H(B.B.B) = B

et

)

ul = H(u?fl,u?,u&l) > H(A A A) = A
On suppose que : A < ul < B, Vi € Z. Alors :

u:‘H_l = H(uzﬁflu U?, uzT'LJrl) S H(B’ B’ B) =B
et
U7-H_1 - H(u?—la U?, u?—l—l) Z H(A’ A’ A) = A

(2






