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Exercice 1
(Théorème de Tychonov quantitatif) Soit (Xn,dn)n⩾1 une suite d’espaces métriques. Sans perte de généralité,
on peut supposer que dn ⩽ 1 pour tout n. Soit X = ∏n⩾1 Xn muni de la distance d donnée par d((xn)n,(yn)n) =

∑n⩾1 2−ndn(xn,yn). Supposons que chaque Xn est précompact.
Soit ε > 0. On rappelle que N(X ,ε) ∈ N∪{+∞} est le nombre minimal de boules dans X de rayon ε formant
un recouvrement de X . Montrer que

N(X ,ε)⩽
n0

∏
n=1

N(Xn,ε/2),

pour

n0 =

[
ln(1/ε)

ln2

]
+1.

En particulier, X est précompact.
Exercice 2
(Topologie dans Mn(K))
Pour K=R ou C, on munit l’algèbre Mn(K) des matrices de taille n×n à coefficients dans K (qui est isomorphe
à Kn2

comme espace vectoriel) de la topologie standard de Kn2
.

1. Montrer que GLn(R) est un ouvert dense de Mn(R).
2. Montrer que Mn(R)\GLn(R) est fermé mais non compact (pour n ⩾ 2).
3. Montrer que O(n,R) est compact et n’est pas connexe.

Exercice 3
(Topologie dans Mn(K)-suite)

1. Montrer que le sous-espace Sn(R) des matrices symétriques est fermé dans Mn(R).
2. Soit p ∈ [[0,n]]. Montrer que l’ensemble des matrices de rang inférieur ou égal à p est un fermé de

Mn(R).
3. Montrer que l’ensemble des matrices diagonalisables dans Mn(C) est dense dans Mn(C). Peut-on rem-

placer Mn(C) par Mn(R)?
4. Montrer que l’ensemble des matrices stochastiques (c-à-d les matrices (ai, j)1⩽i, j⩽n ∈ Mn(R) telles que

∀(i, j) ∈ [[1,n]]2, ai, j ⩾ 0 et ∀i ∈ [[1,n]], ∑
n
j=1 ai, j = 1) est un compact convexe de Mn(R).

5. Montrer que l’ensemble des matrices diagonalisables de Mn(R) est connexe par arcs. Indication : si A est digonalsiable
alors tA l’est aussi pour t ∈ R.

Exercice 4
(Densité de GLn(Q) et SLn(Q))

1. Montrer que GLn(Q) est dense dans GLn(R).
2. Montrer que SLn(Q) est dense dans SLn(R).

Exercice 5
(Connexité de GLn(C)

1. Soient A,B ∈ GLn(C) et soit P le polynôme défini par

∀z ∈ C : P(z) = det(zA+(1− z)B).

Montrer que le complémentaire de {z ∈ C : P(z) = 0} dans C est connexe par arcs.
2. Montrer que GLn(C) est connexe par arcs.
3. Montrer que GLn(R) n’est pas connexe.

Exercice 6
(Connexité de SLn(K) et SO(n,R))

1. Montrer que SLn(C) et SLn(R) sont connexes par arcs.
2. Montrer que SO(n,R) est connexe par arcs.
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