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Chapitre 1

Espaces de Hilbert

Dans la suite K = C, sauf cas particulier ou K = R.

1.1 Forme sesquilinéaire et produit scalaire

Définition 1.1.1. Une application f : F — F entre deux ev sur C est anti-
linéaire si

Lvz,yeE, flz+y)=/Fflz)+f(y),

2. Ve € E, YAEC, f(A\r)=M\f(n).

Définition 1.1.2. Soit F un ev sur K.

1. On appelle forme sesquilinéaire (& droite) sur K toute application f :
E x E — K vérifiant. :

(a) f est linéaire & gauche, i.e. Vy € E, x — f(x,y) est linéaire;
(b) f est antilinéaire & droite , i.e. Vo € E, y — f(z,y) est antilinéaire
Par convention, si K = R, une forme sesquilinéaire est bilinéaire.

2. Une forme sesquilinéaire f est hermitienne si K = C, resp. symétrique si
K= Rv si en outre f(xay) = f(yax)a resp. f(337y) = f(y,$)7 Vﬂ?vy €L

Proposition 1.1.1. St ¢ : E x E — K est une forme sesquilinéaire, alors :
Ve,y € E,

pl@+yz+y)+el@—yz—y) =20 2)+20(y,y)
Démonstration. Soit z,y € E. On a
(@ +y,z+y) = ez, 2) + o(z,y) + o(y,2) + ¢(y, ),

plx—y,x—y) =@, z) —p(x,y) — 0y, ) + 0(y, ),
O

Proposition 1.1.2. Si ¢ : E x E — K est une forme sesquilinéaire, alors :
Vr,y € E,

L opr+yz+y) —e@—yz—y) =20xy) + 20y, x).

1
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2. SiK =R et ¢ symétrique : p(x+y,x+y) — oz —y,x —y) = 4p(z,y).
3. St K =C et ¢ hermitienne : p(x +y,z+y) —o(x —y,x —y) +ip(r +
iy, +1iy) —ip(z — iy, x — iy) = dp(z,y).
Démonstration. Soit z,y € E.
1. On a

oty z+y)—plx—y,z—y)=pz)+py) +ey,z)+ ey y)+

—o(z,z) + oz, y) + oy, ) — (Y, y).
2. Si K =R on utlise ce qui précede avec ¢(z,y) = ¢(y, ).

3. Si K = C, alors, en notant Uy le groupe des racines quatriemes de 1 :
Uy ={1,-1,4,—i} et on est ramené & calculer Z(EM Co(z+ Cy, x + Cy).

On a
o+ CyatCy) =D Colaa)+ > 1Ko, y) + > Coly,x)
¢ely ¢ely ¢ely ¢ely
+ ) Celyy)
CeUy

= 4dop(z,y).
O
Proposition 1.1.3. Soit ¢ une forme sesquilinéaire sur un ev E sur C. Les
propositions suivantes sont équivalentes.

1. ¢ est hermitienne.
2. Ve € E, p(x,x) € R.

Démonstration. Si ¢ est hermitienne, alors p(z,z) = p(z,z) = p(z,z) € R,
Vr e E.

Inversement, on suppose que ¢(z,z) € R, Vo € E. On pose : Va,y € E,
O(z,y) = o(z,y) — p(y, x). Alors ® est sesquilinéaire et &(x,2) =0,V € E. De
la Proposition 1.1.2, on déduit que ®(z,y) =0, Va,y € E. O

Définition 1.1.3. Une forme hermitienne sur un C-ev est dite positive, resp.
définie positive Vo € E \ {0}, ¢(z,z) > 0, resp. ¢(x,x) > 0.

Proposition 1.1.4. Soit E un ev surK et soit ¢ une forme hermitienne positive
sur E. On a :Vx,y € F,
|2

lo(x, y)|* < oz, z)e(y,y).

Démonstration. Soit z,y € E et soit A € C t.q. Ap(x,y) = |p(z,y)|. Alors
|A| = 1. Soit t € R. Par hypothese sur ¢ : o(Az+ty, Ax+ty) > 0. En développant
cette expression, on obtient :

VteR, |APo(z,x) + 2tRe(Ap(z,y)) + 0y, y) > 0,

avec 2tRe(Ap(z,y)) = 2t|p(z,y)|. De la théorie des équations du second degré
a coefficients réels, on déduit que 4|p(z,y)|> — 4¢(z, 2)p(y,y) < 0. O
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Définition 1.1.4. Une forme sesquilinéaire définie positive est appelée un pro-
duit scalaire. Si E est un ev et si ¢ est un produit scalaire sur E, on définit une
norme sur F en posant

Ve e B, |lz] = Ve(z, ).
Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé un espace préhilbertien.

Définition 1.1.5. On appelle espace de Hilbert un espace préhilbertien complet
pour la norme associée.

Exemple 1. L’espace C? est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :
(2:2)) = Yoy Zh 2k

Exemple 2. L’espace

C(N) = {(tn)nz0 € CV, Y [un|® < 00}

n>0

est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u,v) — Z Uy Un,

n>0

1.2 Orthogonalité

Définition 1.2.1. Soit (H, (-,-)) un espace préhilbertien sur K. Deux vecteurs
x,y € H sont dits orthogonaux et on note L y sisi (x,y) = 0. Si A C H,
lorthogonal de A dans H est le sev de H défini par :

At ={ze€H VYacA, (x,a)=0}.

Proposition 1.2.1. Soit E un espace préhilbertien. Alors :
1. SiK=R,Ve,ye E,z Ly < |z +y[*=|z]*+ ||y>
2. SiK=C,Vz,ye E,z Ly < |z+y|*=|z|?+ ||lyl]? et ||z +iy||* =
2112 + llylI?-
3. SiAC BCE alors B- C A*.
4. Si ACE, alors A C (AY)*.
Démonstration. On utilise le développement :

lz + ylI* = llz[|* + 2Re(z, y) + [ly||*

avec Re(z,iy) = Im(x, y). O

1.3 Projection hilbertienne

Théoreme 1.3.1. Soit E un espace préhilbertien et soit C' C E un convexe
complet. Alors : Ya € E, il existe a € C unique t.q. || — al| = d(z,C). L’appli-
cation po : E — C, x> a ainsi définie est caractérisée par :

pe(x) € C et YyeC, Relr—pc(z),y—pc(x)) <0.
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Démonstration. Soit (2, )n>0 € C définie par :
Wn>0, aneC et d,C)< |z —an| <dx,C)+ %
Ona:Vn,p>0,
[Tntp = nll = |2 = 2nip — (2 — 20)||
avec

e = 2ty — (@ = @) 2+ @ = Tnrp) + (@ = 20) 2 = 2l = 2| + 212 — 2

1
— H‘T’ﬂ+p - xn||2 + 4|z — 5 (Tntp + Tn) ”2 =2z - $n+p||2 + 2|z — $n||2

2
On en déduit

n

2
1 1
Hanrp - CCn||2 =4 <d($70) + ) — 4z — D) <$n+p +zn) ||2 =

1 8 4 8 4
=4 (d(x, C)? — | — 5 (Tntp + Tn) |2) + Ed(z, C)+ - < =d(z,C) + o)

3

car C convexe = %(:vn + Zp4p) € C. 11 en résulte que (x,),>0 est de Cauchy
dans C' complet donc convergente vers a € C.
Par construction lirf lx — x,|| = d(z,C) donc ||z — a|| = d(z,C). On
n—-—+oo

suppose qu'il existe a’ € C t.q. ||z — d'|| = d(z,C). Alors
1
la—a'|* +4llz = S(a+a)|* = 2w — a|* + 2|z - &'|* = 4d(x, C)*
donc )
la—a'[|* = 4d(z, C)* = 4z = S(a+a)|* <0

i.e. a = d’. On note pc(x) = a.
Soit y € C et soit t €]0,1[. On a

|z —tpe(z) — (1 —t)ylI* = |tz — pe(x)) + 1 —t)(z — y)|I* =
= t?[lz — po(@)|® + (1 — t)*|lz — yl|* + 2t(1 — t)Re(z — pe (), z — y)
= |l — po(@)|* + (1 = t)*[l — y|> + 2t(1 — t)Re(x — po(z), = — po())
+2t(1 — t)Re(z — pc(z), pc(z) — y)
= (2t —t*) ||z — po(@)]|* + (1 — t)*|lz — y||* + 2¢(1 — t)Re(z — pc (), pe(x) — y).
Alors tpo(z) + (1 —t)y e C =
I~ tpe(a) — (1= )yl1> > la = pe(@)]?
(2t—t?) |z —po (2) |+ (1=t)* |z —y|*+2t(1—t)Re(z—pc (2), po(z)—y) > |lz—pc ()|

= (1-t)’a—yllP+2t(1-t)Re(z—pc(2), po(x)~y) > (1-2t+t%)||z—pc(2)|
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= (1-1)?[lz —yl* +2t(1 — t)Relz —pc(x), pe (@) —y) = (1-1)?|z—po(2)|
< 2t(1 —t)Re(z — pc(2),y —pe(@)) < (1=t (Jlo —y|* — |z - pe(z)|?).
On divise les deux membres de I'inégalité par 1 —t > 0. On en déduit :
2tRe(z — po(x),y —pe(@)) < (1= t)(lz = yl* = |z — po(@)|).
Quand ¢t — 17, on obtient :
2Re(z — po(z),y — po(x)) < 0.

O

Corollaire 1.3.2. Soit E un espace de Hilbert et soit C C E un convexe fermé.
Alors : Yx € E, il existe a € C unique t.q. ||z — a|| = d(z,C). L’application
pc : E — C, x — a ainsi définie est caractérisée par :

pe(x) € C et YyeC, Relr—pc(x),y—pc(x)) <0.

Démonstration. On est ramené au résultat précédent en remarquant que C est
un convexe complet. O

Corollaire 1.3.3. Avec les notations du Théoréme 1.3.1, lapplicaton pco est
contractante, i.e. vérifie :

Ve,y € B, lpo(z) —pe@)l < llz -yl

Démonstration. Le calcul donne :
Re(r—y,pc(x)—pc(y)) = —Re(x—pc(z), pc(y)—pc(x))—Re(pc (2), po(y) —pe(z))

—Re(y — pc(y),pc(z) — pc(y)) — Re(pe (y), pe(x) — pe(y))

= —Re(r — pc(2), pc(y) — pc(x)) — Re(y — pc(y), pc(x) — pc(y))+

I I?

+pc(x) — pcW)II® > llpc(x) — pe(y)

lpc(z) = pe@)|* < Re(z — y,pc(x) = pe(y)) < [Re(z -y, pc(x) —pe(y))l

< llz = yllllpc(z) = pc(y)|

= llpc(x) = pe@)Il < [z = yll.
O

Proposition 1.3.4. Soit E un espace préhilbertien et soit F C E un sev com-
plet. Alors :Vx € E, il existe a € F unique t.q. ||z —al| = d(z, F'). L’application
pr: E — F, x— a ainsi définie est caractérisée par :

pr(x) €F et x—pp(z)€ F*
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Démonstration. On remarque que F' est convexe et fermé, d’ou l'existence et
Punicité de pg(z). On conclut en remarquant que :

Re(z —pr(z),y —pr(z)) <0, VyeF
et y — y — pr(x) est une bijection F' — F' donc
Re(z — pr(x),y) <0, VyeF.
F est un espace vectoriel donc y € F' <= —y € F et alors :
—Re(z —pr(2),y) <0, VyeF

ie. :
Re(m—pp(a:),y>:0, VyeF

De méme, F est un ev sur C donc y € F <= iy € F. On en déduit :
R,€<.I‘—pp($),iy> :Im(x—pF(x),zy> :Oa VyeF
et finalement ;
(zr —pr(z),y) =0, VyeF
ie. x—pp(r) e Ft.

Supplémentaire orthogonal et somme directe

Définition 1.3.1. On dit qu’'un ev F est la somme directe algébrique de deux
ev Fet Gsi E=F+ G avec FNG = {0}.

Si E est un espace préhilbertien on dit que E est la somme directe orthogo-
nale de F et Gsi E = F®G avec G = FL. Alors G est appelé le supplémentaire
orthogonal de F'.

Théoréme 1.3.5. Soit E un espace préhilbertien et soit F' C E un sev complet.

1. La projection orthogonale pr : E — F' est une application linéaire conti-
nue. Si F' # {0}, alors ||pr|| = 1.

2. E=Fg@F*+.
3. F+ =Ker(pr) et F*+ =F.

Démonstration. 1. D’apres le Théoreme de projection hilbertienne, la pro-
jection pp est bien définie. Soit =,y € E et soit A\, u € K.

pr(r) € F et pr(y) € F'= A\pr(z) + pupr(y) € F

et
x — pr(x) eFt et y —pr(y) c Ft

= Az + py — (Apr () + ppr(y) = Mz — pr(z)) + p(y — pry)) € F*-.

De la Proposition 1.3.4, on déduit que pr(Ax + py) = Apr(z) + ppr(y),
i.e. pr est linéaire.
pr étant linéaire et contractante, on a :

Ve e E, |pr(@)| = llpr(z) —pr(0)]| < |zl = lppll < 1.

Deplus:Vz € E,z € F = pp(x) = x et |[pr(x)| = ||z|. Donc ||pr| = 1.
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2. Soitz € E.Onax = 2—pr(x)+pr(z) avec v—pr(z) € Fet pp(z) € F
donc E = F + F1. De plus :

Vee FLNF, |z|?=(z,2)=0 < =0

onc F'N = . Finalement, £ = F' & .
d FnFt {0}. Final E=F@F+

3. Soit € Ker(pr). Alors z = x — pp(z) € F*. Donc Ker(pp) C F*.
Inversement soit x € F-. Par unicité de la décomposition 2 = = —
pr(z) + pr(z) € FX @ F on déduit que pr(z) = 0, i.e. x € Ker(pp).
Finalement : Ker(pr) = F*.

On a: F C (F4)*. Inversement, soit x € F++. Alors :

z —pp(r) € Fr = (z,2 — pp(z)) =0
donc
[2]* = (2, pr(z)) = (@ —pr(2), pr(2)) +(pr(2), pr (@) = (pr(z), pr(2))
= pr ()]
De plus (Théoreme d Pythagore) :
pr(z) Lo —pp(z) = |zl = llz — pr(@)|* + |pr ().

On en déduit ||z — pr(z)||?> =0, i.e. z = pp(z) € F. Donc F++ C F.
O

Remarque 1. Sous les mémes hypotheses, I — pp est la projection orthognle sur
FL et on peut écrire I — pp = pp..
Corollaire 1.3.6. Si F est un sev fermé d’un espace de Hilbert H alors :

H=F@F: et F'- = F.

Démonstration. On se rameéne au Théoreme 1.3.5 en remarquant que F' fermé
dans H complet est complet. O

Dans le cas général ot F' est un sev non nécessairement fermé d’un espace
de Hilbert, on a le résultat suivant.
Corollaire 1.3.7. Soit F' un sev d’un espace de Hilbert H. On a :

1. F-- =F.

2. F=H < F+=/{0}.

Démonstration. 1. Onremarque que F+ = N crKer(¢p,) olt ¢, : 2 — (2,y)
est linéaire continue de norme ||¢y| = ||y|l, Vy € F. Donc F* est fermé
comme intersection de fermés. Ceci reste vrai pour F++ qui est également

fermé. E particulier :
FcF*t =FcFit=p+t

De plus, le Corollaire 1.3.6 entraine :

FCF=oF CcFloFpllcF =

o

Finalement : F++ =F.
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2. De ce qui précede on déduit :
F=H + (F')! =H +— FL=H'" «— F*={0}

car H+ = {0} par définition du produit scalaire et FL = F+ puisque
F+ est fermé.
O

Définition 1.3.2. Soit H un espace de Hilbert. Un endomorphisme P : H — H
est un opérateur autoadjoint (ou hermitien si K = C) si (P(x),y) = (z, P(y)),Va,y €
H.
Proposition 1.3.8. Soit F' un sev fermé d’un espace de Hilbert H.
1. ppopr =Dpr
2. pr est auto-adjoint : Vx,y € H, {pr(z),y) = (x,pr(y)).

Démonstration. 1. C’est une conséquence directe de 'unicité de la projec-
tion orthogonale sur F'.

2. Soit z,y € H.

z—pr(r) € F et prly) € F = (z,pr(y)) = (pr(z), pr(y)).
On en déduit :

(pr(x),y) = (y,pr (7)) = (Pr(y),pr(z)) = (Pr(),Pr(Y))
Finalement : (z,pr(y)) = (pr(x),y) = (pr(x), pr(y)).

1.3.1 Le Théoreme de représentation de Riesz

Corollaire 1.3.9. Soit E un espace de Hilbert et soit ' C E un sev fermé.
Alors : Yx € E, il existe a € F unique t.q. ||z — a|| = d(x, F). L’application
pr: E — F, x+— a ainsi définie est caractérisée par :

pr(z) €F et x—pp(r) € Ft

Remarque 2. Le Corollaire 1.3.9 montre que pp est la projection orthogonale
sur F'. On en déduit que pg est une application linéaire de E sur F t.q. ||pr|| =1
et Ft = Kerpp.

Proposition 1.3.10 (Théoréme de représentation de Riesz). Soit E un espace
de Hilbert. L’application ® : E — E', x — {¢, : y — (y,z)} est une isométrie
antilinéaire et une bijection de E sur E'.

Démonstration. On a déja vu que x — {¢, : y — (y,x)} est une isométrie de F
dans E’. Soit f € E’, f # 0, et soit F = Kerf. Alors F est un sev fermé de E.
Soit xg € E\ F. Alors u := zg — pr(z0) € F+ et Ru C F1. Soit ¢y, : y — (u, y).
On a F = F+ C (Ru)* = Kerg,. Comme Kerg, et F sont deux hyperplans
de E, on en déduit que Kerg,, = F, i.e. Ic € K t.q. f = ¢y, = ¢z = P(cu). On
f(u) f(w)

lull> [[u]?

Yy e E, f(y) = (y,cu).

a f(u) = cpy(u) = cllul]* = c= Alors f = ¢z, avec ¢ = et alors
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Corollaire 1.3.11. Soit H un espace de Hilbert. L’application ® : H — H’,
Y= ¢y tq. ¢y(x) = (z,y), Vo € H, est une isométrie bijective antilinéaire de
H sur H'. En particulier st K = R, alors ® est un isomorphisme isométrique
de H sur H'.

Corollaire 1.3.12. Tout espace de Hilbert est réflexif.
Démonstration. Soit H un espace de Hilbert et soit ® : H — H' l'isométrie

antilinéaire bijective entre H et H’'. Comme ® est une isométrie, on définit un
produit scalaire sur H’ en posant

Vige H', (f.g)m =(27(9), 27 (f)m = (271(f), 2~ (9))m-

Alors, (fn)n>0 est de Cauchy dans H' ssi (®71(f,))n>0 est de Cauchy dans H,
i.e. convergente dans H. Par isométrie, (fy)n>0 est convergente dans H'. On en
déduit que H' est un espace de Hilbert, donc il existe une isométrie antilinéaire
bijective ¥ : H' — H". Alors, ¥ o ® est un isomorphisme de H sur H", i.e. H
est réflexif. O

Adjoint d’un opérateur

Proposition 1.3.13. Soit H, K deuz espaces de Hilbert et soit A € L(H, K)
une application linéaire continue. Il existe une unique application linéaire conti-
nue A* € L(K, H) appelée adjointe de A t.q. :

Vee H VyeK, (Az,y)x = (z,A"y)H.
De plus ||A*|| = || A|| et A** = A.

Démonstration. Soit y € K. L’application ¢, 0 A : H — K, z — (Az,y) est
linéaire continue comme composée d’applications linéaires continues, et on a
¢y0 A€ H avec

16y o All < [y [I[| Al = llyll x| Al

On en déduit qu’il existe A*y € H unique t.q. ¢pa+y = ¢y 0 A. On remarque que,
par antilinéarité de y — ¢, : Vy € K, VA € K,

¢A*(>\y) = ¢)\y 0A= X(ﬁy 0o A= XQZSA*y = ¢AA*y

i.e., par définition de A* : A*(Ay) = AA*y. Donc A* est linéaire. De plus :
Yy € K,

[pa-yll = [[A%y[l = lloy o All < llyllx [l All

donc A* est continue de norme ||A*|| < ||A]. On remarque que : Vo € H,
Yy € K,

Pary(2) = dax(y) = |Pa2(y)] < l@a-yllllzll < [A*[Nyllllzll = [|Az]] < [[A*][]lz]]

ie. [[A|| < ||A*||. Finalement : ||A] = ||A*].
O
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1.3.2 Systémes orthonormés et bases hilbertiennes

Définition 1.3.3. Soit F un espace préhilbertien sur K. Un systéme (x;);cr de
vecteurs de E et un systéme orthogonal si (x;,x;) =0, Vi # j.

Définition 1.3.4. Soit FE un espace préhilbertien sur K. Un systéeme orthogonal
(x;)ier est orthonormé si ||z;|| =1, Vi € I.

Exemple 3. Dans R™ ou C" muni du produit scalaire usuel, le systéme (eq, -+ , e,)
donné par (eg); = 0ik, i,k € [[1,n]], est un systéme orthonormé.

Exemple 4. Dans I'espace de Hilbert ¢#2(N, K) muni du produit scalaire (x,y) =

> >0 ThYks VT = (Tn)n>0, Y = (Yn)n>o0 € (%(N,K), le systéme (ey,),>0 donné
par (en)kx = Okn, Vk,n > 0 est orthonormé.

Exemple 5. Dans I'espace de Hilbert L?([—7, 7], C) muni du produit scalaire
(z,y) = 5= |7 x(t)y(t)dt, le systeme (en)nez Ol €, est la fonction e, : [—m, 7] —

C, t — e,
Proposition 1.3.14. Soit E' un espace préhilbertien et soit (e;);er un systéme

orthonormé. On suppose I fini. On pose F' = Vect{e;, i € I'}. Soit x,y € E. On
a

1. pr(x) =3, (, e)ei,
2. lpr@)|? = X (s e0)?,
3. (pr(x),y) = (@,pr () = Pr(2),prY) = > icr(® )y, e:).

Démonstration. 1. Soit € . On pose P(z) =}, ;{7,e;)e;. On a:
Vi e I? <I*P($),61‘> = <£Z?,61'> 7Z<xvej><ei7ej> = <I,6¢> - <$76i> =0
JeI

donc z — P(z) € F+. Comme de plus P(x) € F, on en déduit que
P(z) = pr(x).
2. Soit z € F. D’apres ce qui précede :

lpr(@)|* = (pr(@), pr(2)) = Y (o e){r,e) (e e;)

ijel

= Iz,

el

3. Soit z,y € E. On a

<pF(x)vy> = Z<x7€i><ei,y> = Z<$761><yvei>'

i€l i€l

O

Proposition 1.3.15 (Inégalité de Bessel). Soit E un espace préhilbertien et
soit (e;);er un systéme orthonrmé de E.
1. Soit x € E et soit J C I une partie finie de I. On a

Izl =D e, ea)l? + e = Y (x edeill?

ieJ icJ
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2. Soit x € E. La famille (|(z,e;)|?)ics est sommable dans R de somme

magorée par ||z|?* :
Dl e < ).
icl
Démonstration. 1. Soit x € F et soit J C I une partie finie de I. On pose
F = Vect{x;, i € J}. Alors

lz)* = llpr (@) + llz —pr@))* =D e el + o = Y (e exeil|.

i€J i€J

2. Soit A P'ensemble des parties finies de I. De ce qui précede on déduit

que :
2 2 2
T,€e; = su T, €; < ||z||*.

i€l ieJ
O

Corollaire 1.3.16. Soit H un espace de Hilbert et soit (e;)ic; un systéme
orthonormé de H. Pour tout x € H, la famille ({(x,e;)e;)icr est sommable de
somme vérifiant ’estimation :

1D (z eideill < .

i€l

Démonstration. Soit x € H. D’apres la Proposition 1.3.15 et 'inégalité de Bes-
sel :

> e el® < Jlzf® < +oo
iel
i.e. la famille (|(x,e;)|?)ies est sommable. Soit £ > 0. On en déduit qu’il existe
J.eAtq.:
VIeA, JCIi=) |(ze)) <e
ieJ

i.e., le systeme (e;);er étant orthonormé :
) (S

VIeN, JCi= D (medel® = w e <e

ieJ i€J

La famille ((z, e;)e;)ier vérifie le critére de Cauchy dans H qui est complet donc
est sommable, de somme ), (z, e;)e; vérifiant :

VI eA, | Z(x,ei>ei||2 = Z |z, e:)]? < |lz||* < +o0.
ied =
On en déduit :

sup 1D (weesl® = 1) (weel® = Kz e < )| < +oo.

ieJ iel iel
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Base hilbertienne

Définition 1.3.5. Soit E un espace préhilbertien. On appelle base hilbertienne
toute famille (e;);er de E orthonormée et totale.

Remarque 3. Soit H un espace de Hilbert. Un systéme orthonormé (e;);cs est
une base hilbertienne ssi

(x,e,) =0, Viel=z=0;
En effet, si (e;);cr est une base hilbertienne et si (z,e;) = 0, Vi € I, alors x €
. J_ —.J_ J_ .
Vect{e;, i € I}~ = Vect{e;, i € I} = H— = {0}. Inversement, si (x,e;) = 0,
Vi € I = x =0, alors Vect{e;, i € I}t = Vect{e;, i € I}J_ = {0}. Comme H =
1 e —
Vect{e;, i € I} ® Vect{e;, i € I} , alors nécessairement H = Vect{e;, i € I}.

Théoréme 1.3.17 (Caractérisation des bases hilbertiennes). Soit H un espace
de Hilbert et soit (e;)icr une famille orthonormée. Les conditions suivantes sont
équivalentes

(i) (ei)icr est une base hilbertienne.

(i) Ve € H, v =), /(x,e:)e;

(Z”) Vo,y € H, <$7 y> = Zie[<xa ei><eia y> = Zie[(x’ ei><y7 ei>
() Yo e H, ||lz||* =X, [(z,e:)* (Egalité de Parseval)

Démonstration. (i)= (ii) Soit x € H et soit € > 0. Il existe y. € Vect{e;, € I}
t.q. ||z — ye|| < e. Soit A 'ensemble des parties finies de I. Il existe J. € A et il
existe (\;)ics. € K= t.q. ye = ZiEJE Aie;. On pose Fj. = Vect{e;, i € J.}. Fj.
est un sev de dimension finie de H et pr, () = >, ; (z,e;)e;. Par définition
de pp,_, on a ||z —pp,_ (2)|| < ||z —yc|| <e. Soit J € A t.q. J. C J.

Fy. CFy= e —pr,(@)| < llz = pr, (2)] <e

ie.:
VJeA, J.CJ=|z—pr(2) <e.

Donc la famille ({z,e;))icr et sommable de somme ), (z,e;)e; = .

(ii)= (iil) Soit € H et soit € > 0. Soit y € H \ {0}. Il existe J. € A t.q. :

VIeA, J.CJ=|z— Z(x,el)eiH <e.
ieJ

Soit JeAt.q. J.CJ. Ona:
(@ y) =Y (e (y el = [(z,y) = Y {w edleny)l = Hz,y) — (2, ei)ey)]

i€J icJ icJ

=[(z =Y (z,een,y)| < llz =Y (z,edeilllyl <<lyl

icJ ic€J

Ceci est vrai Ve > 0, donc la famille ((x, e;){(y, €;))icr est sommable de somme :

Z<£L’, ei><y7 ei> = <(E,y>

i€l

(iii)= (iv) Il suffit de poser y = = dans (iii) pour conclure.
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(iv)= (i) Soit x € Vect{e;, i € I}J_. Dans la somme directe H = Vect{e;, i € I[}&
Vect{e;, i € I}L ,

2> =" [z e)]? = la=) (z,edeil|> =0 <= x= (x,e;)e; € Vect{e;, i € I}.

el iel i€l

Il en résulte x € Vect{e;, i € I'} N Vect{e;, i € I}l = {0} ,ie. 2 =0. Il en
résulte Vect{e;, i € I}L = {0}. On en déduit Vect{e;, i€ I} = {0}t =H. O

Théoreme 1.3.18. Tout espace de Hilbert admet une base hilbertienne. En
particulier tout systéme orthonormé peut étre complété en une base hilbertienne.

Démonstration. Soit H un espace de Hilbert. On suppose H # {0}. Sinon, le
résultat est immédiat. Soit L un systeme orthonormé de H. On note B I’ensemble
des systémes orthonormés qui contiennent L ordonné par la relation C. Alors
B # () car L € B. On veut montrer que B est inductif. Soit C = (B;);e; une
chaine de B. Alors B = U, B; est un majorant de C dans P(H). Soit z,y € B,
x # y, et soit iz,1, € I t.q. x € B;, et y € B;,. Alors |lz|| = [[y|| = 1.
Comme C est totalement ordonnée, on peut supposer B;, C B;, et alors x,y €
B;, = (z,y) = 0. Donc B € B. Du Lemme de Zorn on déduit que B admet
un élément maximal noté By,. Il reste & montrer que By, est une famille totale
dans H i.e. que Vect(By) = H. On raisonne par I'absurde en supposant que

1 S —
Vect(Br) # H. Alors Vect(Br) # {0}. Soit alors z¢ € Vect(Br) t.q. zg # 0.
Alors ||zo|| # 0. Quitte & remplacer xo par Hx—OH, on peut supposer que ||zg|| = 1.
Lo
On en déduit alors que By U {z(} est un systéme orthonormé, ce qui contredit

le caractere maximal de By,. Donc By, est total dans H et par suite, c’est une
base hilbertienne de H. O

Proposition 1.3.19. Soit (E, ||-||) un evn et soit (z;)icr une famille sommable
de E de somme x € E. Alors :

1. Ve >0, {i €1, ||z;]| > <} est fini.

2. {i €1, x; # 0} est au plus dénombrable.

Démonstration. 1. Soit € > 0 et soit J. € A t.q.
VIeA, JcUi= Y al<e
i€

Soit ig € I\ J.. On pose J = {ip}. On en déduit : ||z;,|] < €. Donc
{i €1, ||z;|]| > €} C J est fini.
2. Ona

1
{iEI, 1‘1750}:{161, ||le >0}:Un21 {iEI, ||l‘l|| > n},

ie. {i € I, z; # 0} est au plus dénombrable comme réunion dénombrable
d’ensembles finis, éventuellement vides
O

Proposition 1.3.20. Dans un espace de Hilbert, deuz bases hilbertiennes sont
équipotentes.
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Démonstration. Soit H un espace de Hilbert de dimension infinie. Soit B et
B’ deux bases de H. Soit e € B et soit D, = {f € B’, (e, f) # 0}. La famille
((e, ) rep: est sommable de somme e = >, p/ (e, f) f donc D, est dénombrable
d’apres la Proposition 1.3.19. On note D, = {f¢, n > 0}. De plus, Vf € B,

sz(f,e)e#OiEleeB t.g. (f,e) #0

e€eB

ie. B C UeepDe. Soit @ : B 5> Nx B, f+ (n,e) t.q. f € Do et f = f2. On
remarque que si ®(f) = ®(f’) = (n,e) alors f = f¢ = f' = f' donc ® est une
injection de B’ dans N x B. Comme B est infini par hypothese sur H, N x B
est équipotent & B (admis ou Exercice). Donc @ est une injection de B’ dans un
ensemble équipotent & B. En échangeant les roles de B et B’, on montre qu’il
existe une injection ¥ : B — N x B’ de B dans un ensemble équipotent & B’.
On en déduit une bijection entre B et B’. O

Exemple 6. Soit I un ensemble non dénombrable. On note
C(ILK) = {z = (z:)ies €K', Y |ai]? < +oo}.
icl

muni du produit scalaire (z,y) — > ;c; 2:7;. Alors ¢*(I,K) est un espace de
Hilbert non séparable. Une base de £2(I, K) est donnée par la suite (e;);cs définie
par : (ei)j = 67;j s Vi, g el

Théoréme 1.3.21. Soit H un espace de Hilbert de dimension hilbertienne I.
Alors, pour toute base hilbertienne (e;);c; de H, Uapplication

H— *(1,K), z— ((z,e))ier

est une bijection isométrique de H sur (*(I,K).

Espaces de Hilbert séparables

Théoréme 1.3.22 (Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt). Soit E
un espace préhilbertien de dimension infinie et soit (fn)n>0 une suite libre de
E. On pose :

Vp >0, V,=Vect{fo, -, [p}

Alors la suite (en)n>0 définie par la récurrence

_ Jo S = v, (fp1)
€0 = 7

’ Ep+1 =
Lol 7 fprr = pvy (fps)

est une suite orthonormée t.q. :

Vp >0, V,=Vect{eg, --,ep}.
Plus précisément :

fp+1 - Zf:o<fp+17 €i>€i

€p+1 =
P [ for1 = D0 o (fpr1sea)eill
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Démonstration. Par construction ||e,| =1, Vp > 0.
Soit P(n) la propriété : (eg,--- ,ep) est une bon de Vj,.
P(0) est vraie par définition de eg. On suppose P(n) vraie et on pose :

il = fn+1_an(fn+1)
" [ farr — pv (Fasn)

Par définition de py,, e,p1 € V5. Comme |e,i1]| = 1, on en déduit que
(eg, -+ ,ent1) est une famille orthonormée. Par hypothése de récurrence

n

Py, (frs1) = Y _(fur1,€i)ei = eng1 € Veet{eo, - en, fap1} = Vaga

i=0
donc (eg, -+ ,ep+1) est une bon de V11, i.e. P(n+ 1) est vraie. Par récurrence
sur n > 0, P(n) est vraie, ¥n > 0. O

Exemple 7. Soit H = C°([—1,1],R) muni du produit scalaire

(f.0) > (f.g) = / f(t)g(t)\/ﬂ—t,

Par orthonormalisation de Gram-Schmit & partir de la suite (¢ — t"),>0 on
obtient la suite des polynémes de Tchebychev (P,),>¢ définis par :

P, (t) = cos(nArcos(t)), Vte[-1,1], ¥n>0.

Théoreme 1.3.23. Un espace préhilbertien E est séparable ssi il admet une base
hilbertienne dénombrable. Alors, toutes les bases hilbertiennes sont dénombrables.

Démonstration. On suppose que E est séparable. Soit (uy,),>0 une suite dense

dans E : E = Vect{u,, n > 0}. Soit (un, k>0 une sous-suite libre de (uy)n>0-
Par constrctin : Vn > 0, u,, € Vect{u,,, k > 0}, i.e. (un,)r>0 est totale est
libre. Par le procédé d’orthonormalisatin de Gram-Schmidt, on construit une
bon (ex)r>o0 t.q. Yk > 0, Vect{eg, - ,ex} = Vect{un,, -, un, }. On en déduit
alors : E = Vect{u,,, kK > 0} = Vect{ex, k> 0}, i.e. (ex)r>0 est orthonormée
et totale, donc c’est une base hilbertienne dénombrable de FE.

Inversement, on suppose que E admet une base hilbertienne dénombrable
(en)n>0- Alors (e,)n>0 st une suite totale donc E est séparable. O

Théoréme 1.3.24. Soit H un espace de Hilbert séparable et soit (en)n>0 une
base hilbertienne de H. Alors, lapplication ¢ : H — (*(N,K), z — ((x,en))n>0
est un isomorphisme isométrique.

Démonstration. Soit x € H. D’apres 'identité de Parseval :

Izl = e, en)? = llo(@)]?

n>0
On en déduit que ¢ est bien définie, i.e. p(z) € ?(N,K), Vo € H, et que ¢
préserve la norme. De plus, ¢ est linéaire (immédiat) donc c’est une isométrie
linéaire. Il reste & vérifier que  est surjective. Soit a = (a,)n>0 € (?(N,K). On
pose :

Yn>0, S,= Zakek-
k=0
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Alors : Vn,p > 0,

n-+p n-+p

Hsn+p_5n||2:H Z akekHz: Z |ak|2~

k=n+1 k=n-+1

Par hypothese sur a, >, - |an|* < +o0o donc :

lim {|S,4p — Sul* =0,

n,p—+00

i.e. la suite (S,)n>0 est de Cauchy dans H donc convergente vers une limite
T =) ,500nen € H par complétude de H. On en déduit que a = p(x) et que
 est surjective. O

Exemple 8. Soit a < b. On pose T'=b—a, w = 27” On considere I'espace

L?([a,b], C) muni du produit scalaire : (f, g) — 5 f; f(t)g(t)dt. Pour tout n € Z,
on définit la fonction T-périodique e, : R — C, t — e,

Proposition 1.3.25. La suite (€,,)nez est un base hilbertienne de L?([a,b],C).
En particulier, L?([a,b],C) est isométriquement isomorphe a £*(N, C).

Démonstration. La suite (ey,)necz est orthonormée. En effet : Vn,p > 0,

<e e >—1/be (t)e (t)dt_l/bei(n—p)wtdt
mm T ), T, '

Si p = n, alors
2 1 ’
n = dt:]_.
leall = 7 |

Si p # n, alors : wb = wa + 27 =

1 6i(nfp)wb _ ei(nfp)wa
(en,ep) = T = p)w =0
Il reste & montrer que (e, )nez est totale. Soit f € L?([a, b],C) et soit € > 0. Par
densité de C°([a, b, C) dans L?([a, ], C), il existe g € C°([a,b],C) t.q. ||[f—gll2 <
. Quitte & modifier g au voisinage de a et de b on peut supposer que g(a) =
g(b) = 0. On peut prolonger g par périodicité a R en une fonction T-périodique
g € Crper(R,C). D’apres le Théoreme de Stone-Weierstrass, 1’ensemble des
polyndémes trigonométriques P = Vectc{e,, n € Z} est dense dans Cr per(R, C).
Soit P € P t.q. |[g — Pllsc < &. On en déduit :

[f=Plz<|f=gllz+llg=Pl2 < [If —gll2+ lg = Plloc < 2e.
Il en résulte que Vectc{e,, n € Z} = L*([a,b],C).

O

1.4 Autres bases hilbertiennes classiques de L?

1.4.1 Polynémes de Legendre

Exercice 1. Soit a,b € R, a < b, et soit (cx)ren € RY. On considere la suite de
polynémes (Py)ren définis par :
k

VEEN, Pu(X)=cr—wr (X —a)*(X —b)").
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(a) Montrer que Py, est de degré k, Vk € N, et montrer que la suite (Px)xen
est totale dans L?(a,b).

(b) Montrer que la suite (Pj)ren est orthogonale pour le produit scalaire
usuel de L?(a,b).

(c) Montrer qu’il existe un choix unique de la suite (cx)ren € RY faisant de
(Pg)ken une base hilbertienne.

(d) (i) On pose a = —1, b= 1. On pose :

V ={feC*-1,1), lim f(2) €R}.

Montrer que pour tout n € N, P,, est un vecteur propre de I'opérateur
L:V — C%—1,1) défini par :

Ve e [-1,1, L(f)(z) = (

(
associé a la valeur propre A, = —n(n+1).
(ii) Soit f € L?(—1,1), dérivable sur -1, 1], continue par morceaux ainsi
que sa dérivée. On suppose que

1
[1(f'(z))2(1 — 2%)dx < +oo0.

Montrer que le développement de f sous la forme : f =" - o, P,
converge uniformément sur [—1,1]. B

1.4.2 Fonctions d’Hermite

Cette base de L?(R) joue un role important dans I’étude de la transformation
de Fourier et dans ’étude de l'oscillateur harmonique. )

On commence par montrer que la suite de fonctions g : z — e /22 k €
N, est un systéme total dans L?(R). En effet, soit g € L*(R) t.q. [, e*IQ/kag(x)dx =
0, Vk € N, et soit G la fonction de la variabl complexe définie par :

G(z) = / e”ze_xzﬂg(x)dx Vz e C.
R
Soit z = £ 4+ in € C. On remarque que :
[le==e gtz = [ e g ).
R R
Sot R > 0 et soit |n| < R. On en déduit :

/|eiwzeim2/2g(x)‘dxS/eR\z|6712/2|g(x)|dx:632/2/e*(\z|*R)2/2|g(gg)|dl‘
R R K

) ) 1/2 ) ) 1/2
< F/2 </ e—(z|-R) dx) llgll2 = R /2 (/ e Y dy> lgllz < +o0, (1.1)
R R

donc G est bien définie sur la bande compacte [Imz| < R, VR > 0, donc sur C.

De plus, G est holomorphe sur C car z — e®¥*e~*"/2¢(z) est holomorphe sur C,
ppt. z €Retona: VR >0, V|lmz| <R,

. 2 2 —(lz|—R)2
|72 g (a)] < e P (1T 2 g ()]
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ou la fonction dominante x — e*(‘””|*R)2/2|g(ac)| est dans L?(R) d’apres (1.1). Du
Théor eme de convergence dominée de Lebesgue on déduit que G est holomorphe
sur la bande compacte |Imz| < R, VR > 0, donc sur C. En particulier, les
dérivées G®) de G, k € N, se calculent par dérivation sous le signe somme, i
.0
VzeC, GW(z)= / (iz)Fe™ e~ 2g(2)dz
R
d’ot1 on déduit que :

G (0) = /R (iw)Ee="*2g(2)dz = 0

par hypothese sur g. On en déduit que G =0, i.e.
/ ei“e*ﬁﬂg(x)dx =0, VvVzeC.
R

La transformation de Fourier étant injective sur L!(R), il en résulte que 6*12/29(1) =
0 p.p. dans R, i.e. ¢ = 0. Cela acheve de monrer que la suite (gx)ren est totale
dans L?(R). Le procédé d’orthonormlisation de Gramm-Schmidt permet d’en
déduire une base hilbertienne de L?(R).

La définition de ’exercice ci-dessous est plus directe.

Exercice 2. (a) Montrer que :

dn —acz _ n —7)2H
Vn € N, e = (=1)"e n(2)
ou H, est un polynome, appelé polynéme d’Hermite, de degré n dont on
calculera le coefficient du terme de plus haut degré.
(b) Soit (¢,)n>0 € RY. On pose :

Ve eR, T,(z)= cne_x2/2Hn(x).

Montrer que ¥,, € L2(R), ¥n € N, et que la suite (¥,,),en est orthogonale
dans L2(R).
(¢) On pose
o—1/4
2nn!
et on appelle fonctions d’Hermite les fonctions ¥,,, n € N, associées.

Montrer que les fonctions d’Hermite forment une base hilbertienne de
L?(R).

, VneN,

Cp —

1.4.3 Fonctions de Laguerre

On pose :
—z/2 N et d” —T,.n
Ve>0, VneN, L,(zr)=e *“Ly(x) ou Ly(z)=— (e™%a™)
n! dx”
Exercice 3. [a) Soit g € L2([0, +00[). Montrer que la fnction G définie par :

+o0
VzeC, G(z)= / e 2g(z)dx
0
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1
est holomorphe sur le demi-plan Imz > —5 Exprimer les dérivées suc-

cessives en l'origine G (0), n € N, sous forme intégrale.
(b) On suppose que

+oo
/ e~ 2zkg(x)dr =0, VEkeN.
0

On pose :

—z/2 .
N A glx) st x>0,
g(x){o six <0,

Montrer que F(§) = 0. En déduire que g = 0.

(c) Soit n € N. Montrer que L,, est un polynéme de degré n. En déduire que
les fonctions de Laguerre forment une suite totale de L?([0, +00]).

(d) Montrer que la suite des fonctions de Laguerre est orthogonale. En
déduire que c’est une base hilbertienne de L?([0, +ocf).
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Chapitre 2

Grands Théoremes

2.1 Théoremes de Lax-Milgram et Stampacchia

Soit H un espace de Hilbert et soit f : H x H — K une forme sesquilinéaire
( bilinéaire si K = R).

1. L’application f est continue ssi : sup, ,ycmxu % < +o0, ie. ssiil
existe une constante M > 0 t.q.

V(z,y) € Hx H, |[f(z,y)] < Mllzllyll.
2. L’application f est dite coercive si il existe a > 0 t.q.
Vo € H, Ref(x,z) > alz|?

Théoréme 2.1.1 (Stampacchia). Soit H un espace de Hilbert et soit f : H x
H — K une forme sesquilinéaire continue et coercive. Soit C C H un convexe
fermé non vide de H. Alors= Yy € H', il existe un unique u € H solution de :

ueC e YveC, Rep(v—u)<Ref(u,v—u).

De plus, si f est hermitienne (ou symétrique si K = R), alors u est l'unique
solution de :

ueC et %f(mu) — Rep(u) = {}l’élg <;f(v, v) — Recp(v))

Démonstration. Soit ¢ € H'. Pour tout u € H, v — f(u,v) est une forme
linéaire continue sur H, donc d’apres le Théoreme de Représentation de Riesz,
il existe un unique Au € H t.q.

Yo e H, (v,Au)= f(u,v) < Yo e H, (Au,v)= f(u,v).
et application A : H — H, u +— Au est linéaire avec
Vu,v € H,  |¢au(v)] = [(Au, v)| = |f(u, v)| < MlJuf[[[o] = [|Aul] < M]u]|
donc A est continue de norme ||A|| < M. De méme il existe a € H unique t.q.

Yoe H, ¢w)=(v,a).

21
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Soitue C.Ona:VveC
Ref(u,v—u) > Rep(v—u) <= Re(Au,v—u) > Re(a,v—u) <= Re(a—Au,v—u) <0
< Re(pa — pAu,v —u) <0, Vp>0
<= Re((pa — pAu+u) —u,v—u) <0, Yp>0
< u=pc(pa—pAu+u), Vp>0.

Soit g, : C = C, u po(pa— pAu+u), Vp > 0. Comme H est complet il reste
a vérifier que g, est contractante pour certaines valeurs de p > 0. Soit p > 0.
Ona: Vu,u €C,

lgp(w) = gp(W)* < [lu—u' — pAu —)|* =
= llu—/|I* = 2pRe{u — u', A(u — u)) + p?[| A(u — u')||?
avec
Re(u —u', A(u —u')) = Ref(u —u',u —u') > a|lu— |
donc
g0 (u) = gp(W)|* < llu—o'|*(1 = 2pa + p*M?).

On fixe p € }O, % [ Alors g, : C — C est strictement contractante de rapport
1 — 2pa + p°M? €]0,1[. Du Théoréme du point fixe de Banach, on déduit que
g, admet un unique point fixe u € C'. Par construction, u répond a la premiere
partie de I’énoncé.

On suppose que f est hermitienne (symétrique si K =R). Alors : Vv € C,

flu,u) — %f(v,v) —Ref(u,u—v) =

M| —

1 1 _
5 (u0) = 5.7(0,) = Rep(u—v) <

= —%f(u,u) — %f(v,v) + Ref(u,v) = —%f(u—v,u— v) < —a||u—vH2 <0

ie. :

Yo e C, %f(wu) —Rep(u) < = f(v,v) — Rep(v).

1
2

Remarque 4. On a utilisé le Théoreme du Point fixe de Banach.

Théoréme 2.1.2 (Point fixe de Banach). Soit E un espace de Banach et soit
A C E un fermé. Soit f : E — E t.q. f(A) C A. On suppose que [ est
strictement contractante i.e qu’il existe A €]0, 1] t.q.

Ve,y e B, |f(x) = fW)ll < Allz =yl

Alors f admet un unique point fixze dans A.

Démonstration. Soit xyp € A. On pose : Vn > 0, 2,41 = f(z,). On remarque
que
Vn>1, |zpt1 — 2pll < Alzn — zn-a|| < Az — 20

donc : Vn,p > 0,

p—1 n+p—1 1— )P
lnsp = znll < Y7 lonpr —ail < D7 Allay = 2ol = A" T llan = o

k=n k=n
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A’n,

<

—1-A
On en déduit que la suite (x,,),>0 est de Cauchy dans F, donc convergente dans
E. Soit a € E sa lirgite. Par construction : Vn > 0, z, € A et A est fermé par
hypotese, donc a € A = A.

Par hypothese, f est continue donc a = limy,— 4 o0 Tpt1 = limy,— 100 f(2n) =

f(a), i.e. a est un point fixe pour f. Soit @’ € F un point fixe de f. On a :

lz1 — ol

la—d'l =1If(a) = f(@)| £ AMla —a'[| = (1 = A)]a —d'| <0 = a=a".
O

Théoréme 2.1.3 (Lax-Milgram). Soit H un espace de Hilbert et soit f : H x
H — K une forme sesquilinéaire continue et coercive. Alors Vo € H', il existe
un unique u € H solution de :

Yo e H, f(u,v)=7o).

De plus, si f est hermitienne (ou symétrique si K = R), alors u est l'unique
solution de :

N —

3 (0) = () = mip (5(0.0) - Re p(0))

veEH

Démonstration. Soit ¢ € H'. D’apres le Théoréme de Stampaccha appliqué avec
C = H, il existe u € H unique solution de

Vv e H, Ref(u,v—u)>Rep(v—u).
L’application v — u — v est une bijection de H sur H, donc
Vw e H, Ref(u,w) > Rep(w).
On en déduit, en remplagant w € H par —w € H que
Vw e H, Ref(u,w)=Rep(w).
En remplacant w € H par iw € H, on en déduit ensuite :
Vwe H, Imf(u,w)=Imp(w).

ie.:
Ywe H, f(u,w)=o(w).

On suppose f hermitienne. Soit v € H. On a :

1 1 _ 1 1
S Hww) = 37(0.0) = Reu — ) = 3 f(u,0) = 5/(v,0) = Re flu.u ) =

= —%f(mu) - %f(v,v) + Re f(u,v) = —%f(u—uu—v) < —oz||u—v||2 <0

O



24 CHAPITRE 2. GRANDS THEOREMES

2.2 Le Théoréme de Hahn-Banach

Théoréme 2.2.1 (Le Théoreme de Hahn-Banach (Forme analytique)). Soit E
un ev sur R et soit p: E — R une application vérifiant :

1.Vt e RT, Vo € E, p(tx) = tp(x) ;

2. Vx,y € E, p(z +y) < p(x) + p(y).
Soit ' C E un sev de E et soit f : F — R une application linéaire t.q. : Vo € F,
f(z) < p(x). Alors il existe une application linéaire g : E — R t.q.

2. Ve € E, g(z) < p(z).

Démonstration. Soit € 'ensemble des paires (F', h) ou F’ C E est un sev de E
contenant F et ol h: F' — R est une forme linéaire prolongeant f sur F’ t.q.
h < psur F’. On munit £ de la relation d’ordre :

(F{,h1) C (Fy,ho) = F{ CFy et ha|lp = hy.

Alors € # () car (F, f) € €. De plus, € est inductif. En effet. Si C' C £ est une
chaine, alors Fy = Up/ccF’ est un sev de E contenant F' et hg : Fy — R définie
par ho|pr = h, V(F',h) € C, est une forme linéaire sur Fy. De plus, (Fy, hg)
est un majorant de C' dans £. Du Lemme de Zorn, on déduit que £ admet un
élément maximal (Fy, g) € £. On suppose que F, # E. Soit alors zg € E \ F,.
On a:Vzx,y € Fy,

g9(x) —gy) = g(x —y) <plx —y) <px+20) +p(—y — 20) =

= —g(y) — p(=y — x0) < —g(x) + p(x + o).

On pose S = sup,cp —9(y) — p(—y — o), I = infer, —g(z) + p(z + x0). Alors
S < I. Soit a € [S, IT. Sur Rxg + Fy = Rz @ F,; qui est une somme directe on
définit h : Rao® F; — R en posant : Vw = txg+a € Reg S Fy, h(w) = ta+g(x).
On vérifie immédiatement que h est une forme linéaire sur Rzg @ Fy. Sit > 0,
on a:

) cara (3) <140 5) 2 Gin )0 (3) < (G ) -

= 1p(o+ tro) = Tp(u).

Alors t > 0 = h(w) < p(w). Si t < 0, alors

oy (5) 250 (5) S0 (Don(5 )0 5) 0 ()

1 1
=3P (x4 txg) = —;p(w).

Alors t < 0 = h(w) < p(w). Dans tous les cas : t # 0 = h(w) < p(w). Si
t =0, alors w =2x2 € F, et h(w) < p(w) par définition de €. Finalement :
Yw € Rag @ Fy, h(w) < p(w), ce qui contredit le caractere maximal de (Fy, h).
Donc Fy = FE. O
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Corollaire 2.2.2 (Prolongement par continuité). Soit (E,|| - ||) un evn sur
K =R ouC. Soit F C E un sev de E et soit f : FF — K une forme linéaire
continue. Alors, il existe g € E' t.q. g|lr = f et |gll = || f||-

Démonstration. 1. Si K = R, on pose : Yz € E, p(xz) = | fl|llz|, Alors
f(@) <|f(2)] < p(x), Vo € F. Du Théoreme de Hahn-Banach analytique,
on déduit qu'il existe g : E — R linéaire t.q. g|lr = f et g(z) < p(z),
Ve € E.OnaVe € E, g(—z) = —g(z) < p(—z) = p(x), donc : —p(z) <
g(x) < pa), ie |g(@)] < |Ifllllz]]. Il en résulte : Vo € E \ {0}, |£|]|(;;)| <
I£1l, done [lgl[ < [ f[|. De plus, g|lr = f = [|lgll = [lf]|. Donc [lg]| = [ f]].
2. Si K = C, on pose f; = Re(f), fo = Im(f). On vérifie immédiatement
que f1 et fy sont des formes R-linéaires sur F. On a : Vo € F, |fi(x)] <
lf(@)] < |Ifllllz]l, donc fi est continue sur F avec ||fi|| < ||f]|. Du cas
réel, on déduit qu’il existe g1 : F — R, R-linéaire et continue sur F t.q.
lgrl = 1]l On remarque que :

Ve E, flix) =if(x) < filix) +ifalic) = ifi(z) - folz)

= fo(z) = — f1(iz).

On en déduit que l'application gs : E — R définie par go(z) = —¢1 (i
est une forme R-linéaire continue sur E qui prolonge fs. Alors g(x) :=
g1(x) +ig2(x) prolonge f sur E par construction. On a aussi :

Ve € B, gi(iz) = —ga(z), g2(ir) = g1(2).
Il en résulte : VA =a+ib e C, Vz € F,
9(Az) = g1(ax) + g1(ibx) +iga(ax) + iga(ibx) =
= agi(x) + bgi (iz) + iage(x) + ibga(ix) =

= ag1(z) — bga(x) +iaga(x) + ibgi (x) = (a + ib)g(x)

i.e. g(Az) = Ag(x), donc g est une forme C-linéaire sur E. Soit = € E t.q.
g(x) # 0. On pose : g(x) = |g(z)|e’*®). Alors

l9(2)] = glz)e™ @ = g(e7*a) = gi (e ) = |gr(e7*Pa)| <

< lgullle* @zl = llgllllll = Al < 1A Nllz]

On en déduit que ||g|| < ||f]]. De plus g|r = f = ||gll > ||f]|.Il en résulte

que [lgll = [I £l
O

Corollaire 2.2.3. Soit E # {0} un ev sur K=R ou C et soit z9p € E\ {0}. II
existe ¢ € E' t.q. ¢p(xg) = ||zo]| et ||p]] = 1.

Démonstration. Soit ¢ : Krg — K définie par ¢(tzg) = t||zof|, ¥Vt € K. Alors
|o(tzo)| = |t|l|zo|| = ||txol|, donc ||@|| = 1 et ¢ est une forme linéaire continue
sur F' = Kzg. On en déduit que ¢ se prolonge en une application encore notée
¢ linéaire sur E t.q. ||¢|| = 1. Par construction ¢(zg) = ||zo]|- O
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Corollaire 2.2.4. Soit E # {0} un ev. Alors :

Ve,ye E, x#y=3fcE tq flx)#f(y).

Démonstration. Soit x,y € E, x # y. Alors zg := x —y # 0. Soit f € E' t.q.
f(zo) = l[wol| et [|f[| = 1. Alors f(z)— f(y) = f(zo) = [[x =yl > 0 car z —y # 0,
e, f() # fly). 0

Exercice 4. Soit E un evn et soit F C E, F # E, un sev fermé de E. Soit
xg € E\F. Alors 3f € E' t.q. f(xo) =d(zo,F) >0 et flp =0.

Soit ¢ définie sur Rz par : Vt € R, ¢(txg) = td(xg, F). Comme F est fermé,
20 & F = d(zoF) > 0et ¢ # 0. Alors : Vt € R, ¢(txo) < |t|d(zo, F) = d(tzg, F).
On vérifie immédiatement que p : x — d(x, F') est une semi-norme sur E. Du
théoréme de Hahn-Banach on déduit que ¢ se prolonge a E en une forme linéaire
encore notée ¢ t.q. ¢p(z) < d(z, F), Vo € E. On a alors : Va € E,

p(x) <d(z, F) et o(—x) = —d(x) < d(—z, F) = d(z, F) = |¢(z)| < d(z, F).

En particulier : Vo € E, |¢(x)] < d(x, F) < ||z||, donc ¢ € E’ et ||¢]] < 1. De
plus :

Par construction, ¢(zg) = d(zo, F).
Corollaire 2.2.5. Soit E un evn etv soit F C E un sev. Alors les deux propo-
sitions suivantes sont équivalentes :

(i) F=E

(ii) Vf € FE, flr=0= f=0.
Démonstration. Si F = E, alors (ii) est vrai par densité de F' dans E et conti-
nuité de f € E'. - -

On suppose que F # E. Soit alors g € E \ F. De 'Exercice 4 on déduit
qu'il existe f € E' t.q. flz=0cet [|f|| = 1, i.e. (ii) n’est pas vérifié. O

2.3 Théoreme de Hahn-Banach : forme géométrique

Définition 2.3.1. Soit F un R-ev. On appelle hyperplan affine de E tout sous-
espae affine de E de codimension 1, i.e. toute partie de la forme

H=f"a)={z€E, f(r)=a}, acR

ol f est une forme R-linéaire sur E. Alors f = « est une équation de H.

1. On dit qu’un hyperplan affine H d’équation f = « sépare (au sens large)
deux ensembles A et B si, quitte & échanger les roles de A et B, on a
AC fH[a,+o0]) et B C f71(] — o0,q]).

2. On dit qu'un hyperplan affine H d’équation f = « sépare strictement
deux ensembles A et B s’il existe € > 0 t.q., quitte & échanger les roles
de Aet Biona AC f~ ([a+e,+00]) et BC f~1(] — o0, —€]).

Proposition 2.3.1. Un hyperplan affine H d’équation f = « est fermé ssi
feFr.
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Démonstration. Soit H un hyperplan affine d’équation f = «. On suppose f #
0. Alors f est surjective. Soit a € F t.q. f(a) = «. Alors

r€H < f(z)=f(a) < = —a € Ker(f).

On en déduit que H = a+Ker(f). L’applicaton z — a+z est un homéomorphisme
de E sur E donc H est fermé ssi Ker(f) est fermé, i.e. ssi f est continue. En effet,

si Ker(f) est fermé et f n’est pas bornée alors il existe une suite (2,)n>0 € E

t.q. ||znl| =1 et |f(zn)| > n, Vn > 0. Soit y € E. On pose :

/(y)
Yn =Y — Tp, VN 2>0.
Par construction : Vn >0, y,, € Ker(f) et
fl _ 1
lyn =yl < < —[f(y)l
[f(zn)l — n
donc y, — y € Ker(f) = Ker(f). Ceci étant vrai Yy € E, on en déduit que
f = 0. Contradiction. Donc f est continue ssi Ker(f) est fermé. O

Lemme 2.3.2. Soit E un evn et soit C' C E un ouvert convexe non vide t.q.
0 € C. On pose :

pe(z) = inf{a > 0, 2 e C}.
1. Il existe M >0 t.q. Ve € E, 0 < pc(z) < M|z
2. C={x€E, pc(x) <1}.
3. YA >0, Ve € E, pc(Ax) = Apc(x).
4. Va,y € B, po(z +y) <po(x) +pe(y).

Démonstration. 1. Par hypothese, C' est ouvert et contient 0, donc il existe
r>0t.q; B(0,r) C C. Soit x € E, # 0. Alors

T 2

ST € €= po(x) < —flz] = M|

2] r

2. C Soit € C'\ {0}. Comme C est ouvert, il existe € > 0 t.q. B(z,e) C C.
Alors

1
€ € 2||x]|

1+)xeC:spc(a:)§<1+ > =

( 2|z 2|zl 2z|| +e

D Réciproquement, soit x € E t.q. pc(x) < 1. Par défintion de la boren
x

inférieure, il existe a > 0 t.q. pc(z) < a <1 et — € C. On en déduit, C
@

étant convexe : .
r=a—+(1—-a)0eC.
«

3. Soit x € F et soit A > 0. On a

/\pc(x):)\inf{a>0, 260} :inf{)\a>0, EEC} =

Ao

car o — Aa est une bijection de ]0, +oo[ sur |0, +o0].

= inf {)\a >0, Az € C} = pc(Azx).
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4. On note : .
Vee E, Alz)={a>0, aeC}.

Soit z,y € E et soit o € A(z), € A(y). On a

Tty =« E-i— I} y
a+pB a+Ba a+BpB

Par convexité de C :

feC et geC:>$+y
(6%

B a+p
donc pe(z 4+ y) < a+ 8. On fixe A € A(z). Alors :

eC

VB e Ay), pelz+y)—a<B=pe(z+y)—a<pe(y).

Finalement :

Va € A(z), pe(z+y)—pe(y) <a=po(x+y)—pc(y) < po(x).
O

Proposition 2.3.3. Soit E un evn, soit C C E un ouvert convere non vide et
soit ;g € E\ C. Alors il existe f € E'\ {0} t.q. : Vx € C, f(x) < f(zo).

Démonstration. Quitte a rempacer C par a + C et zy par xg + a avec a € E,
on peut supposer que 0 € C. Soit f : Rxg — R la forme linéaire définie par :
f(txo) = tpe(xg). Alors f # 0 car 9 € C = po(xg) > 1 > 0. Soit t € R. Si
t > 0, alors f(txo) = tpe(zo) = pe(txo). Sit <0, alors f(tzg) = tpo(xo) <0<
pc (txg). Finalement, Vt € R, f(tzg) < pc(txg). Du Théoréme de Hahn-Banach
analytique on déduit que f se prolonge a F en une forme linéaire encore notée
fta Vo e E, f(z) < pe(z) < M||z|. Par linéarité de f, Vo € E, f(—z) =
—f(z) <pc(—z) < M|| — z|| = M||z||. On en déduit : Vz € E, |f(z)| < M|z,
i.e. f € E'. Par construction : Vx € C, f(z) < pc(x) <1 <pc(zo) = f(xo). O

Théoréme 2.3.4 (Théoreme de Hahn-Banach (formes géométriques)). Soit B
un evn sur R et soit A C E, B C E deuz convezes non vides disjoints de E.

1. Si A est ouvert, alors il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B.

2. 5i A est compact et B fermé, il existe un hyperplan affine fermé qui
sépare strictement A et B.

Démonstration. 1. On pose C = A— B. Alors C' = Upep(—b+ A) est ouvert
comme réunion d’ouverts. De plus : V¢ € [0,1], Va,a’ € A, Vb,b' € B,
tla—=b)+ (1 —t)(a —¥b)=ta+ (1 —t)a —tb— (1 —t)b avec A et B
convexes = ta+ (1 —t)a € A et th+ (1 —t)t/ € B. Il en résulte que
tla—0b)+ (1 —t)(a' = V) € C et finalement, C' est un ouvert convexe
t.q. 0 € C car AN B = (). De la Proposition 2.3.3, on déduit qu’il
existe f € E' t.q. : Vo € C, f(z) < f(0) =0, i.e. Va € A, Vb € B,
fla—=15b) = f(a) — f(b) < 0. Soit @ =supy f, B =infp f. Alors : a < 8
et Va € A, Vb € B, f(a) < a < f < f(b). Autrement dit, A et B sont
séparés par I’hyperplan affine fermé H d’équation f = «.
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2. Soit C = A — B. Le méme raisonnement montre que C' est convexe et
0 ¢ C. Soit (z,,)n>0 € C une suite convegente de C de limite z € C. On
pose; Vn >0, x, = ap—by,, an € A, b, € B. Par compacité de A, il existe
une suite extraite (z,, )x>0 convergeant vers a € A. Alorsb,, — a—x =:b
et b € B car B est fermé. On en déduit que x = a — b € C et donc C
est fermé. On en déduit que 0 € C° = 3B(0,r) C C°. Comme B(0,r)
est un ouvert convexe non vide, il existe f € E' t.q.; Va € A, Vb € B,
Vz € B(0,1),

fla=b) <rf(z) < fla) = f(b) <rf(z).

Ona:
inf )f(z):* sup |f(z)| =~ fl],

z€B(0,1 zeB(0,1)

donc Va € A, Vb € B,

F(@) = FO) < =l fll = fl@)+ZIFI < ) = 511,
On pose a = sup,e 4 £(a) + I € = 5[ £]|- Alors :

Vac A, YbeB, fla)+e<a<fb) —e

Donc A et B sont séparés strictement par I’hyperplan affine d’équation

f=ca
O

Corollaire 2.3.5. Tout sous-ensemble convexe compact K d’un evn E est l'in-
tersection des semi-espaces fermés qui contiennent K.

Démonstration. Soit K C E un convexe compact et soit L 'intersection des
semi-espaces fermés qui contiennent K. On a K C L. On suppose K # L. Soit
zo € K. Le Théoreme de séparation de Hahn-Banach appliqué avec A = K et
B = {x¢} entraine existence d’un hyperplan affine fermé séparant strictement
Acet {zo} : 3f € E' t.q. a :=sup,cp f(x) < f(xo). Alors K C {f < a} = H,
L CHetxyge H® C L° O
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2.3.1 Théorémes de Carathéodory et de Krein-Milman
Enveloppe convexe

Définition 2.3.2. I’enveloppe convexe d’une partie A d’un ev sur R est 'en-
semble noté Conv(A) des barycentres & coeflicients positifs des éléments de A,
ie.

Conv(A) = {>_ Nias, [I| < +o00, (a;)icr € AT, N €[0,1], DN =1}
i€l iel
Théoréme 2.3.6 (Théoreme de Carathéodory). Soit A C R™. Alors

n

Conv(A) = {Z i, (@i)icfon]) € AL\ € [0, 1], Z)‘i =1}
i=0 =0
Démonstration. Soit x = Zg:() Aia; € Conv(A), \; > 0, ZLO A = 1. On
suppose que d > n. Alors la famille {a; — ag, -+ ,aq — ag} est liée dans R™ et il
existe 1, -, 1d € R t.q. Zle wi(a; —ap) = 0. On pose pg = — Z?Zl wi. Alors
k

d d . A Y
o Mia; =0 et i = 0. Soit k € [[0,d]] t.q. — = inf —. Alors
Dlimo Hiai =0 et 350 pi oit k € [[0,d]] t.q. - = inf " Alors

; A
ap = — mai:x:Z()\i—mk>ai.
itk Mk ik Mk
Si p; > 0, alors
Ak

A
Hi— S)\ii)\z'*uifk > 0.
223 223

Si p; < 0, alors
A A
N = = = N+ |l 25 > 0,
Hk HE

De plus

A A
Z()\i_ﬂik) =1- M4+ mE =1
ik Kk Kk
donc z = Z#k d;a; avec 0; > 0 et Z#k 0; = 1. 11 en résulte que tout = €

Conwv(A) peut s’écrore comme combinaison convexe d’au plus n+ 1 éléments de
A. O

Corollaire 2.3.7. L’enveloppe convexe de tout compact de R™ est compacte.

Démonstration. Soit K un compact de R™. On pose :
n
A={xe0,1", Y N =1}
i=0

Alors A est fermé comme image réciproque par 'application continue A —
o A du fermé {1}. De plus, VA € A,

=S =3 =1
=1 =1
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i.e. A est contenu dans la spheére unité de R™ pour la norme || - ||;. Finalement,
A est fermé et borné dans R"*!, donc compact.
Soit ¢ : A x (R™)"*! — R” Papplication définie par :

O\ (ziosicn) = D Nimi, V(A (@:)ocicn) € A x (R™)™F.
i=0

D’apres le Théoréme de Carathéodory, Conv(K) = ¢(A x K™*1). On en déduit
que Conv(K) est compact comme image par ’application continue ¢ du compact
A x Kt O

Le Théoréme de Krein-Milman

Dans tout ce paragraphe, E est un evn sur K.
Définition 2.3.3. Soit K un convexe non vide de E. Un sous-ensemble S C K
est dit extremal dans K si

1. S est un convexe non vide fermé;

2.Vze S, z=ty+(1—t)zavecy,z€ Kett€]0,1[=ye Set z€8S.

On appelle point extrémal de K tout € K t.q. {z} est extrémal dans K.
Autrement dit, un point extrémal de K ne peut pas étre un point intérieur a
un segment contenu dans K. On note Ext(K) I'ensemble des points extrémaux
de K.

Remarque 5. 1. Tout ensemble convexe est extrémal dans lui-méme.
2. Vx € E, x est un point extrémal de K ssi K \ {z} est convexe.
Le lemme suivant fournit une méthode canonique de construction d’en-

sembles extrémaux.

Lemme 2.3.8. Soit f € E' et soit K C E un convere compact non vide. On
pose :

Sp:={z e K, f(z)= 2168%]0(9)}

Alors, st [ n'est pas constante, ’ensemble Sy est extrémal dans K et strictement
contenu dans K.

Démonstration. On commence par remarquer que f|x étant non constante, Sy
est strictemnt contenu dans K. Par hypothese, f est continue sur E et K est
compact, donc f atteint sa borne supérieure sur K, i.e. Sy # (. Par linéarité
de f, K est convexe. Soit © € Sy et soit y,z € K t.q. v =ty + (1 — t)z avec
t €]0,1[. Alors, f étant linéaire

f@)=tf(y) + A=) f(2) == t(f(x) = f(y) + Q=) (f(z) - f(2)) =0
avec t(f(z) = f(y)) 20 et (1 =t)(f(x) = f(2) 2 0=
t(f(z) = f(y) = (L= )(f(x) = f(2)) = 0.

Alors 0 <t <1 = f(y) = f(z) = f(z), i.e. y € Sy et z € Sy. Donc Sy est
extrémal. O
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Lemme 2.3.9. Soit K C E un convexe compact non vide et soit S C K un
sous-ensemble extrémal de K. Alors S' C S est extrémal dans S ssi S’ est
extrémal dans K.

Démonstration. = Soit S’ C S extrémal dans S et soit z € S’ t.q. = = ty +
(1 —t)z avec y,z € K et t €]0,1]. Alors x € S et S extrémal dans K = y € S
et z € S. Par hypothese, S’ est extrémal dans S donc y € S’ et z € S".

< Soit §' C S extrémal dans K et soit z € S’ t.q. x = ty + (1 — )z avec
y,z € Sette€l0,1]. Alors S’ extrémal dans K ety SCK,2€ SCK=y¢€
S'etze 8. O

Théoréme 2.3.10 (Théoreme de Krein-Milman). Soit E un evn et soit K C E
un convexe compact non vide.

1. Ext(K) # 0, i.e. K admet au moins un point extrémal.

2. K = Conw(Ezt(K)) i.e. K coincide avec l'adhérence de [’enveloppe
convexe de ses points ertrémau.

Démonstration. 1. Soit £ I'ensemble des sous-ensembles extrémaux de K
muni de la relation d’ordre : A < A’ <= A’ C A. Par hypotheses, K
est convexe donc extrémal dans lui-méme et K € £. Soit C' = {A;, i € I'}
une chaine de £ pour < et soit A = N;e;A; un majorant. On remarque
que A est non vide. Sinon, les A;, i € I, étant fermés par hypothese et
K étant compact, on en déduit qu’il existe A;,,---, 4;, t.q. ﬁleAij =
() et comme C est une chaine, on peut supposer 4;, C --- C A;, et
donc A;, = 0, contradiction. De plus, A est fermé comme intersection
de fermés. On vérifie immédiatement que A est convexe. Soit z € A t.q.
x=ty+(l—t)zavecy,z€ Ket 0 <t <1l Alors: Vi€ I,z € A; et A;
extrémal dans K = y € A; et z € A;. Ceci est vrai Vi € I, donc y € A
et z € A. Donc A € £. Du Lemme de Zorn on déduit que £ admet un
élément maximal S. On suppose que S n’est pas réduit a un point, i.e.
que S admet au moins deux points distincts. Alors il existe fo € E’ qui
les sépare. Soit Sy, = {z € 5, f(zx) = maxg f}. Comme S € &, S est
fermé dans K compact donc compact. On en déduit que Sy, est extrémal
dans S, donc dans K car S est extrémal dans K. De plus, fy séparant
deux points distincts de S, fy|s n’est pas constante par construction et
I'inclusion Sy, C S est stricte, ce qui contredit le caractére maximal de
S. Donc S = {p} est un singleton et p € K est un point extrémal.

2. Soit K, = Conv(Ext(K)). Alors K, C Conv(K) = K puisque K est
convexe et fermé. Il reste & montrer que K = K. On suppose que 'inclu-
sion K C K. est stricte. Soit zg € K\ K. Comme K, C K est fermé, K,
est compact. Du Théoreme de Hahn-Banach géométrique, on déduit qu’il
existe £ € E' et ¢ € R t.q. 'hyperplan fermé ¢ = ¢ sépare strictemnt {zo}
et K., ie b(x) <c <l(xg), Vo € K. Soit Sy = {x € K, £(x) = maxg {}.
Alors Sy est extrémal dans K et contient au moins un point extrémal
p € Ext(K) C K, par compacité. Alors p € K, = {(p) < ¢ < £(xg). De
plus, o € K et p € Sp = () < {(p) < c¢. Contradiction.

O
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