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Préparation a I’Agrégation : compléments d’Analyse

Exercices

Exercice 1
1. Soit h'(N) = {u € (*(N), > >0 n?|u,|? < +o0}.
(a) Montrer qu’on définit un produit scalaire sur h*(N) en posant :
Va,be h'(N), (a,b) = (1+n?)anby.

n>0

et que ce produit scalaire fait de h'(N) un espace de Hilbert.
(b) Montrer que h'(N) est dense dans ¢2(N).
(c) Montrer que la boule unité fermée de h'(N) est compacte dans £2(N).

Exercice 2

Soit E un espace de Banach. On suppose F uniformément convexe, i.e. t.q.
1
va,y € Bp(0,1), |S(@+y)|21-0=Jo—yll<e

Soit C' C E un convexe fermé non vide.

1. Soit € E. On pose o = infyec ||z — yl|. Soit (z,)n>0 € CY une suite
t.q.:
Yn >0, |z,—z)<at+——.
n

Montrer que la suite (2, )n>0 est de Cauchy dans E.

2. En déduire que la suite (z,,)n>0 converge vers 'unique solution pc(z) du
probleme :

pc(x) €C et |z —pc(@)|| = inf |z —yl.
yeC

3. Montrer que

1 1 x+a
Vz,2' € E, |z —pc(z)] < in -2 ||+ HQ(erz’) —pc < 5 )H
4. Soit z,2’ € E. On suppose que ||z’ —pc(2')|| < [lr—pc(x)]| =: a. Montrer
que
[l — 2’|

1
%Hm + ' —pe(x) —pe()| > 1 - Tom



5. Soit € > 0. Montrer qu’il existe une constante n > 0 t.q., avec les nota-
tions de 4.,

o — 2’| <n = llpc(z) - pc()|| < e+ |z —2'|.
6. Montrer que :
Vz,2' € B, ||l —pc(@)| = ll2" = pe(@)l] < [z — .

7. En déduire que pc est continue sur F.
8. En déduire que pc est uniformément continue sur les bornés de FE.

Exercice 3
Soit H un espace de Hilbert et soit (K, ),>0 une suite de convexes fermés
non vides de H. Soit f € H. On pose u, = px, f, Yn > 0.

1. On suppose que la suite (K,),>0 est décroissante et que Ny,>o K, # 0.
(a) Montrer que la suite de terme général ||u, — f|| est croissante majorée
par ||z — f||, Vo € Np>o K.
(b) Montrer que :

Vn,p >0, ||un+p - “n||2 < 2||un+p - fH2 = 2[Jun — f”2

(¢) En déduire que la suite (un)n>0 converge vers une limite de la forme
pr f ou K est un convexe fermé a préciser.
2. On suppose que la suite (K,),>0 est croissante.
(a) Montrer que K = U,>K,, est un convexe fermé.
(b) Montrer que la suite de terme général |u,, — f|| converge.

(¢) Montrer que :
V,p >0, [tntp = unll® < 2lun = f1? = 2untp — FI
(d) En déduire que la suite (uy)n>0 converge vers px f.
(e) Soit ¢ : H — R une application continue et bornée inférieurement. On

pose : ¥n > 0, ¢, = infg, . Montrer que la suite (¢,,),>0 converge.
Identifier sa limite.

Exercice 4
Soit E un espace de Hilbert et soit T € E’. Soit f : E — R définie par
Vee B, f(x) =[] - T(x).

1. Montrer que f est bornée inférieurement sur E et que cette borne est
atteinte sur F.
2. Soit a € E t.q. f(a) =infg f. Soit C' un convexe fermé. Montrer que

inf f = f(po(a)).



Exercice 5

Soit @ = (an)n>0 € RY et soit p €]1, 4+00[. On suppose que :

Vo = (Tn)n>0 € £, Z lan||zn| < 4o0.
n>0

Montrer que a € (7.

Exercice 6
Soit & résoudre : trouver u : [0,T] x [0,1] = R, (¢, ) — u(t, x), solution de

ou  0%u
5 g0z =0 u(t,0)=u(t,1) =0, (1)

1. Montrer que u se prolonge sur [0,7] x [—1,1] en une fonction de classe
C! impaire en z € [—1,1].

2. Montrer qu’il existe une suite (uy),>1 de solutions de (1) de la forme
Un(t, ) = dn(t)vn(z) ol v, peut étre explicité comme la restriction a
[0,1] d’une base hilbertienne de L?*([-1,1],C), Vn > 1.

3. Soit (€n)nez une base hilbertienne de L?([—1,1],C). On pose :

1 1
Vn >0, fop= ﬁ(en +en) fony1= ﬁ(en —€_p).

Montrer que la famille ( f,,),>0 est une base hilbertienne de L?([—1, 1], C).
4. En déduire que la solution générale de (1) s’écrit :
u(z,t) = Z Qe ™t sin(mnx), p.p. dans [0,7] x [0, 1].
n>0
ot (a)n>0 € 2(N,R).

5. Résoudre (1) lorsque u vérifie en outre la condition initiale : u(0,z) = x
sur [0, 1].

6. Résoudre (1) dans le cas d’une condition initiale u(0,z) = f(x) sur [0, 1]
avec f € C*=([0,1]).

2

Exercice 7

1. Soit K : R = R, z e~ 1%l Montrer que K admet une transformée de
Fourier. Calculer K.

Dans la suite on considére le probleme : ¢y’ —y = f dans R.
2. On note S(R) I'ensemble des fonctions g : R — R indéfiniment dérivables

sur R t.q. : Va, B € N, pa.g(g9) = sup,eg [29"P (2)| < +00. On suppose
que f € S(R).



(a) On suppose que y € L(R). Montrer que

6

VEeR, g = Tl ane

(b) En déduire qu'il existe une unique solution y € S(R).
3. On suppose que f € L*(R).
(a) Soitg:R%R,fo%.
une unique solution y dans L?(R).
(b) Montrer que: Vo € C*(R),  [py(x)(¢” (x)—¢(x))dz = [ f(2)p(x)d.
(c) En déduire qu’il existe y”” € L2(R) t.q. v/ —y = f.

. Montrer que I’équation § = g admet

Exercice 8
Soit H un espace de Hilbert. Soit S € L(H) t.q. S* = S et (Su,u) € RT,
Vu e H.
1. Montrer que Ker(S) = Im(S)+.
2. Déduire du Théoreme de Lax-Milgram que I + tS est bijectif, V¢ > 0.
3. Soit t > 0 et soit f € H, On pose u; = (I +tS)~Lf.
(a) Montrer que si f € Ker(S), alors u; = f.
(

)
(c) En déduire que : Vf € ImS, limy_, oo (I +tS)"1f = 0.
(d) Montrer que Vf € H, lim_yoo (I +tS)"1f = prers f-

b) Montrer que si f € ImS, alors il existe v € H t.q. : t|lus| < [Jv]|.

Exercice 9
1. Montrer que 'application (u,v) — fol o' (z)v' (z)dz est un produit scalaire
sur E = {u € C([0,1],R), u(0) = u(1) = 0}.

2. Montrer que I’application (u,v) fol u’(x)v’(a:)dx+f01 2?u(z)v(x)dr est
une forme bilinéaire symétrique et coercive sur FE.

3. Déduire du Théoreme de Lax-Milgram ’existence d’une solution du probleme
avec conditions initiales :

—u +2%u=2% 0<z<1l, u0)=u(l)=0.
Exercice 10

Dans l'espace de Hilbert H = L?([0, 1], R) muni de son produit scalaire usuel,
on considere le sev E = {u € C'([0,1],R), u(0) = u(1) = 0}.

1. Montrer que
1
(u,v) = (u,v) = / o (z)v'(z)dz
0

est un produit scalaire sur F.



On note |-| la norme associée et V = E le complété de E pour la norme
| - |- Montrer que : V' C H et que l'injection est continue. Dans la suite,
on admet que E est dense dans H pour la norme || - ||z de H

Pour tout w € V on note ¢!, 'application V' — R définie par :

1
VoV, ¢(p)= / u(a)g!(2)de

Montrer que ¢, € V' et que ||@,[|v: < ||ul|2-
Soit u € V. Montrer que ¢/, se prolonge en un élément de H' de norme
@iz = l[u']]2-

On considere I'application ®' : H — V', u — ¢,,. Montrer que :
Vue H, |¢ullv: < [lull2.

Déduire que pour tout u € V, il existe v’ € H t.q. ¢!, = ¢_,. Indication :
on admet que V est dense dans H.

Exercice 11

Soit H un espace de Hilbert et soit V' C H un sev dense dans H. On suppose
que V' est muni d’une norme || - ||y qui en fait un espace réflexif et qui rend
continue m’injection canonique V' C H, i.e. qu’il existe une constante C' > 0 t.q.

AR N

VoeV, |vla <Clullv.
. On considere 'opérateur antilinéaire T : H — V', f— Tf t.q.
YoeV, Tf(v)={v,f).

Montrer que : Vf € H, |[Tfllv: < C||f|lz-

Montrer que T est injective.

Soit v € V t.q. Tf(v) =0, Vf € H. Que peut-on dire de v ?
En déduire que T'(H) est dense dans V.

Soit ¢ € V'. Montrer que ¢ € T'(H) ssi il existe une constante a > 0 t.q.
Yo eV, |pv)] < allv]a-

Exercice 12

Soit E un evn et soit F C E, F # E, un sev fermé de E. Soit zy € F \ F.
Alors 3f € E' t.q. f(zo) = d(xo,F) > 0et flp =0.



Exercice 13

Soit E un evn de dimension finie. Soit C' C E un convexe non vide t.q.

0¢C.

1. Soit (zn)n>0 € CN et soit D = {x,, n > 0}. On suppose que D est
dense dans C'. On pose :

Vn >0, C, = Conv{xg, - ,x,}.

Montrer que C,, est compact et que U,,>oC), est dense dans C.
2. Montrer qu'il existe (f,)n>0 € (E')N t.q.

Yn>0, |fall=1 et folx) >0, Vael,.
3. Montrer qu'il existe f € F’ t.q.

Ifll=1 et f(z)>0, VzeC.

4. En déduire qu’il existe un hyperplan qui sépare C' et {0} au sens large.

5. Soit A C E et soit B C E deux ensembles convexes disjoints de E.
Montrer qu’il existe un hyperplan qui sépare A et B au sens large.



