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Préparation a I’Agrégation : compléments d’Analyse

Exercices

Exercice 1
1. Soit h'(N) = {u € £2(N), 3, 5o n*|un|* < +o0}.

(a) Montrer qu’on définit un produit scalaire sur h*(N) en posant :

Ya,be h'(N), (a,b) = (14 n?)anb,.
n>0

et que ce produit scalaire fait de h*(N) un espace de Hilbert.
On remarque que : Va,b € h'(N),

[(a,0)] < 3 lanllbal + Y n*lanllbn] <

n>0 n>0
1/2 1/2
< lalla[iBll2 + | Y n*lan/? > nP(bal® < +o0
n>0 n>0

On vérifie immédiatement que (a,b) — (a, b) est une forme bilinéaire
sur h1(N). Soit a € h'(N) t.q. {(a,a) = 0. Alors : VN > 0,

N

0< > (14n)anl? < Y (14n02)|an)* = 0 = (1+n?)|a,|* = 0, ¥n € [[0, N]].
n=0 n>0

donc Vn > 0, (1 + n?)|a,|?> =0 = a, = 0. Donc (,-) est un produit

scalaire sur h!(N).

Soit (a™),>0 € h*(N)N une suite de Cauchy dans h'(N). On pose :

B =1+ k2™, Vn, k>0,

La suite (a(™),,>¢ est de Cauchy dans h'(N) ssi la suite (b(),,>¢ est
de Cauchy dans ¢?(N), donc convergente vers une limite b € ¢?(N).
On pose :

bi
ar = ——, Vk>0.
¥ 1+ k2 -

Par construction : a € h*(N) et

la™ —a| = 6™ —bllz — 0
n——4oo

i.e. la suite (a(™),,>( converge vers a dans h'(N). Ceci érant vrai pour
toute suite de Cauchy dans h'(N), il en résulte que h'(N) est complet.



(b)

Montrer que h*(N) est dense dans (*(N).
Soit ¢go(N) 'ensemble des suites nulles & partir d’un certain rang.
Soit u € ¢2(N). Pour tout N > 0 on pose

W) — Unp, s% n <N,
" 0 si n>N,

Alors u™) € ¢pp(N) et
™ —ull3 =" Jul™ —unf® = Y Jual®
n>0 n>N

Soit € > 0. Il existe ng > 0 t.q. V)

VYN > ng, |[u™ —uly < e. La construction étant valable pour tout
u € £%(N), on en déduit que coo(N) est dense dans £2(N). Alors :

coo(N) € RY(N) € £3(N) = coo(N) € h1(N) C ¢*(N) = h1(N) = (*(N).

|un|? < 2. On en déduit :

n>ngo

Montrer que la boule unité fermée de h*(N) est compacte dans ¢*(N).
Soit a € h*(N) t.q. [la]|* = 3,5,(1 +n?)|a,|*> < 1. On remarque que

V1 nlagl? < 1= e <

S

1
donc 7,5 lan|* < Z por

n>1

Soit (@), >0 € RYN)N t.q. [la™ || < 1,¥n >0. On a
|a§”)| <1, Vn>0.

Du théoreme de Bolzano-Weierstarss, on déduit qu’il existe une suite
extraite (a1}, 50 t.q. al?™) 5 a4y € Roet [a{?™) — gy < =,
Vn > 0. De méme, on a

n 1
|aé“01( ))| < 3 Vn > 0.

Du théoreme de Bolzano-Weierstarss, on déduit qu’il existe une suite

(al?2(mM)), ~q extraite de (al?1(™)), 4 t.q. ag”(n)) — az € R et

|aé¥’2(n)) —as | < 2n7

su1te extraite (a(?»(™)), ¢ t.q. a(%(n)) —ap €Ret |a(w”(n)) —ap| <
Vn > 0. On pose : b = a(“""(”)) Alors : Vn > 0,

1) 1
Z |b’(€n) Z 22n + Z k2 = n2—2|_n + Z ﬁ

k>0 k>n k>n

Vn > 0. Par récurrence sur p > 0, on construit une

271)

donc lim,,_, o [|b™) — al|z = 0. Par construction :
1
Vk >0, |ag| < z = a € /*(N).

On en déduit que la suite (b("))nzo extraite de (a("))ngo est dans
7%(N) et que b(™ — @ dans /?(N).



Exercice 2

Soit E un espace de Banach. On suppose E uniformément convexe, i.e. t.q.
1

Soit C' C E un conveze fermé non vide.
1. Soit x € E. On pose o = infyec ||z — y||. Soit (xn)n>0 € CN une suite
t.q. :

1
Vn>0, |z,—z||<at+——:.
n+1

Montrer que la suite (z,,)n>0 est de Cauchy dans E.
On pose : V>0, a, :a+%+1. Soit n,p > 0. On a

lze—zn|l < an et ||[z—Tnapll < ngp < @y = Iz = znl <1 et I = Znspll <1
an an
et
1 1 1 1 1
§(xn+xn+p) eC= OTR T — 5(3371 + Tnip)|| = ‘ E(m Tn) + E(x — Tn+p)
> b
a7 noa+1

Soit € > 0 et soit § > 0 associé & £ dans 'uniforme convexité de E. Il
existe ng > 0 t.q. :

1 <.

Yn > ng, 1S
a

On en déduit :

1 1
Vn > no, Hm(ac — o) + ﬂ(x — Tntp)

> >1-94.
- noa+1—

L’uniforme convexté de E entralne :

1 1
Vi 2 no, Vp20, —[anip— ol = —|(@nry —2) = (wa — o)l S ¢

n n

ie. :
Vn>mng, Vp>0, [[(@ngp—2)— (@n—2)] < ane < ae.

On en déduit que (2,)n>0 est de Cauchy dans E.

2. En déduire que la suite (x,)n>0 converge vers l'unique solution pc(x) du
probléme :

pe(x) € C et |z —pe(a)] = inf |z —y.
yeC



Comme E est complet, la suite (z,),>0 converge vers une limite u € C =
C'. Par continuité de la norme :

il — o = flu=a] = inf o = y].

Soit v’ € E solution de

"eC et " —z|| = inf ||z — y]|.
u'eC et |[u - ylgcl\w yll

On a
1 1

—llu— 2|l = —[lv' — || =1
o o

et par convexité de C' :

1 1
§(u—|—u’)€C:> x—%(u—i—u’) >1

Soit € > 0. Par uniforme convexité de F, on en déduit que
1 , 1 ,
—N|u—-ul=—|(u—2)— (v —x)|| <¢
u— o = - 2) - (@ 2] <

ie. : ||lu—1| < as. Comme € > 0 est arbitraire, il en résulte que v/ = u
et que u est I'unique solution, notée pc(x) du probléme :

pe(r) € C et |z —pe(a)] = inf [z —y].
yeC

. Montrer que

1 1 x+a
Va,2' € E, ||9CPC(1')||§2||95x/+"2(z+xl)pc< 2 >H

Soit z,2’ € E. On a : Vy € C,

|| I < x4 n x+a 1|| N+ x4+
x — T — —yll= 2z -2 _

g = 2 2 Y72 2
donc : Vy € C,

x4 x4+ 1 , x4

- <lz—y| < ||z — —yll = Z|lz— -

lo-pe() < oyl < o 5 57 o] = gl S5 -
1 x+a x4
= e = ol - glle =o'l < |Z5 5 —pe (S5



4. Soit z,x’ € E. On suppose que ||z’ —pc (2| < [lx—pc ()| =: a. Montrer
que
1 !
e '~ po(e) el 21— 1T

Par convexité de C : 3 (pc(z) +pc(2')) € C =

L - Je@) +pe)) =

x+a x4+ 1 ,
_ > |lp— _p—
2 = pe (55| 2 be-ret@- o'

1
—a—gle—2]
Il en résulte :

[l — 2’|

]‘ !/ /
i _ _ >1_
e+’ = pole) — po@)| 2 1-

5. Soit € > 0. Montrer qu’il existe une constante n > 0 t.q., avec les nota-
tions de 4.,

lz = 2’| <n = lpc(z) —pe(@)] < e + [l — 2|

Soit € > 0 et soit € > 0. Soit § > 0 associé & 'uniforme convexité de E.
Soit z, 2’ € E t.q. ||z — 2'|| < 2. Alors

ool (a—pe () —pe(@) = 1-12 21

On en déduit :

1
>1-0 = a||x—pc(x)—(x'—pc($/))\| <e

Ipc(z) — pe(2))]| < ae + ||z — 2/
6. Montrer que :

Vo, o' € B, ||z —pe(@)l - ll2" = pe@)|| < |z — 2.

Ona:VyecC,
o = po(@)l| < e =yl < o — '] + o — y]
= |lz = po(@)| < |z — 2’| + |2’ = po ()]
En échangeant les roles de x et #’, on obtient de méme :
2" = pe (@) < |z = 2’| + |lz = po(2)].-
Il en résulte :

lz = pe @)l < llz =yl < [l — 2" + [|2" -y



7. En déduire que pc est continue sur E.
Soit x,2’ € E. Soit € > 0 et n > 0 associé & ¢ dans 5.. On pose o =
|l = pc(z)||. Soit » > 0. De 6. on déduit que

e — 2’| <r =2’ —pc(@)]| <r+llz—pc(@)] =7+ .
Soit 19 = min(n,r,e). Alors :
[z — 2’| <no = [[pcx) — pe (@)l < (a+r)e+ [z —a'|| < (a+7r+1)e.

i.e. po est continue en x. Ceci étant vrai Vo € F, il en résulte que po est
continue sur F.

8. En déduire que pc est uniformément continue sur les bornés de E.
Soit B un ensemble borné de E. Soit g € B. Il existe R > 0 t.q. B C
B(xzg,R). On a: forallr € B, Vy € C,

[z —pe (@)l < llz —yll < [l = zoll + llzo — yl| < R+ [[x0 — 9.
Il en résulte, par définition de la borne inférieure :
[z = po(@)|| = R < [[zo — po(wo) ||
ie.
sup | =pc(@)|| < R+ [lzo — po(zo)| < +oo.

Soit € > 0. Le méme raisonnement que dans 6. avec a remplacé par
ag := R+ ||zo — pe(zo)|| montre qu’il existe n > t.q. :

Voo’ € B, |z — 'l <n= lpe() - po()]| < aoe + |z — ]|
Soit 19 := min(n, ). Alors : Va,z’ € B,
[z —2'|| <no = lpc(z) — pe ()]l < (ag + 1)e.

Comme ¢ > est arbitraire, on en déduit que C' est uniformément continue
sur B.

Exercice 3

Soit H un espace de Hilbert et soit (K,)p>0 une suite de convezes fermés
non vides de H. Soit f € H. On pose u,, = pk,, f, Vn > 0.

1. On suppose que la suite (K, )n>0 est décroissante et que Np>o K, # 0.

(a) Montrer que la suite de terme général ||u,— f|| est croissante, magjorée
par ||J? - f||7 Vo S ngOKn-
Soit z € Ny>0Ky,. Alors : Vn > 0,

€ Kn=lun— fl| = inf [ly— f|| <[z — f|.
yeK,
De meéme :

Unt1 € Kny1 C Ky, = ||un - fH = yler}g ||y - f” < ||Un+1 -1l



(b) Montrer que :

V1,9 20, lunsp = wnll® < 2unsp = fIP = 2lun — £

Soit n,p > 0. On a
Huner_f_(un_f)||2+||un+p_f+(un_f)||2 = 2||un+p_f||2+2Hun_f”2

= unap = nl® + tntp +un =217 = 2lunsp — fI* +2llun — fI?

avec
Un+p S Kn+p C Kn

et
un, € K,
2

1 1 .
2(“”+p+u")€K”:>HZ(“n+p+un)—f > flun—fI12 = inf Jy—7I?
yeEK,

2
> 4f|un—f?

1 1
i(un+p+un) ceK,= ||un+p+un_2fH2 =4 HQ(unwLp + un) —f

donc
tintp = unll® < 2lunsp — FIIP + 2lun — 1> = 4llun — £

= 2lluntp = I = 2un — fI%.

(c) En déduire que la suite (uy)n>0 converge vers une limite de la forme

prf ou K est un convexe fermé a préciser.
Si an < by, avec by, — b alors limsup,,_,, o, a, < b.
D’apres (a), la suite de terme général ||u,, — f|| converge donc :

lim 2|u, — fI* = lim 2|lu, — f|>=0

tim 2, — fIP — Tim_ 2, — f]
et ||up — upl/?* > 0 Vn,p > 0. Du Théoréme des gendarmes on déduit
que

lim  |lup — un]|* =0
n,p—+oo

i.e. que la suite (u,)n>0 est de Cauchy dans H, donc convergente vers
une limite v € H. On remarque que : Vn,p > 0, Upyp € Kpnyp C K,
doncu € K, = K,,ie. u € K :=Np>0K,. De plus, K est un convexe
fermé comme intersection de convexes fermés et d’apres (a) :

ueK et VeeK, |u—fl= lm_|u,—f]<lz~f]

—+00

ie.u=pgf.



2. On suppose que la suite (K, )n>0 est croissante.

(a)

Montrer que K = U,>0K,, est un conveze fermé.

Soit @,y € Up>0K, et soit ¢t € [0,1]. Par définition de U,>0K,, il
existe ng,ny > 0 t.q. z € K,, et y € K, . Soit ng = max(ng,ny).
Alors z € Ky, et y € K,, avec K,, convexe donc tx + (1 —t)y €
Ky, C Up>0K,. Donc U, >0 K, est convexe. Soit alors x,y € U,>0K,
et soit ¢t € [0,1]. Soit € > 0. Par définition de I'adhérence, il existe
TeyYe € Un>0Ky, t.q. [Jze — 2| <e et [ly: —y] <e.

Alors tx. + (1 — t)y. € Up>0K,, par convexité de U,>oK,. De plus

[tz + (1 —t)y — (tve + (1 = )ye)|| < tlze — 2| + (1 = 1)||ye — yll
<te+(l—-t)e=c¢
ie. tx. + (1 —t)y. € B(tx + (1 —t)y,e). Donc :
Ve >0, B(tz+ (1—1t)y,e) N (Up>oK,) #0

ie. tx 4 (1 —t)y € Up>oK,. Finalement, U,>o[, est convexe. Il est
fermé par définition de ’adhérence.

Montrer que la suite de terme général ||u, — f|| converge.
Soit n > 0. Par hypothese, K,, C K, 41. On en déduit :

Un € Ky C K1 = |lungr — fll = inf  ly = fl| < [lun = f].
yeKn 1

On en déduit que la suite de terme général ||u, — f|| est décroissante,
minorée par 0, donc convergente.

Montrer que :

Vn,p >0, Huner - un||2 < 2||uy, — f||2 - 2||un+p - fH2

Soit n,p > 0. On a

2

1
s =l = 2l = 2+ 2l = 1 4| 30 + 1) 1
avec u, € K,, C K,4,, donc, par convexité de K, :
1 1
i(un +Untp) € Knip = §(un +Untp) = f| = luntp — £l

I1 en résulte :
||un+17 - un||2 < 2|un — f||2 + 2||un+p - f||2 - 4||un+p - f”Q

= 2llun — fII* = 2llunsp — fI?



(d)

En déduire que la suite (un)n>0 converge vers pg f.
De (b), on déduit que
: N2 o 1 o2 —
2 tim g~ fIP ~ 2l — fI? =0,
Comme de plus ||u, —uy|| > 0, Vn,p > 0, on déduit du Théoreme des

gendarmes que

pim lup — unll =0,

i.e. que la suite (uy)n>) et de Cauchy dans H complet donc conver-
gente vers une limite v € H et u, € K, ¥n >0, donc u € K = K
comme limite d’une suite d’éléments de K. De (b), on déduit aussi
que :

Vn,p 20, fungp = fIF < [lun = 1|

Donc, quand p — +o0 :
Vn 20, |lu—fll <llun — fl
Soit z € Up>0K,,. 1l existe ng > 0 t.q. z € K. Alors :
vn>mno, x€Kn=llu— [l < un = fIl <z = f.
Siz € K, il existe une suite (z:)e>0 t.q. Te € Up>0K,, et
Ve >0, |z.—z| <e.

Alors : Ve > 0, Jlu — f|]| < ||ze — f]]. Quand € — 0 : z. — x donc
lu— f]| < |l — f||. Finalement :

ueK et VeeK, |u—f]|<|z-/fl=u=pxf.

Soit ¢ : H — R une application continue et bornée inférieurement.
On pose : ¥Yn > 0, ¢, = infg, . Montrer que la suite (cn)n>0
converge. Identifier sa limite.
Ona:Vn >0, K, C K41 C K = ¢, > cp1 2> infg . La suite
(cn)n>0 est décroissante et minorée donc convergente vers une limite
c > infg .
Soit f € H. Ona:Vn >0, u, =px,f € K, = p(u,) > c,. De (d),
on déduit que

poxf) = lm pun) 2 c.

En particulier : Vf € K, o(f) = ¢(pxf) > ¢ Donc ¢ < infg ¢.
Finalement : ¢ = infx ¢.



Exercice 4
Soit E un espace de Hilbert et soit T € E'. Soit f : E — R définie par
Vee B, f(x)=|z]*—T(z).

1. Montrer que f est bornée inférieurement sur E et que cette borne est
atteinte sur E.
On remarque que T € E' = |T'(x)| < ||T||||=||, Yz € E donc

T T||? T2
Ve B, f(a) 2 ol - [Tl = (o) - | ”) P e
Soit w € H t.q. T(z) = (x,u), Ve € H. On a
u 2 u 2
£(@) = el ~ e,y = |Jo - " - T 5 WD p 2y,

2. Soita € E t.q. f(a)=infg f. Soit C un convexe fermé. Montrer que

inf f = f(pc(a)).

bna:
i 100 = 3t = 515 = foe (5) - 571 =1 (e (5)):

Exercice 5

Soit a = (an)n>0 € RY et soit p €]1,+o0[. On suppose que :

Vo = (Tn)n>0 € £F, Z lan||zn| < 400.
n>0

Montrer que a € o'
On pose :

Ve e P, Vn>0, Tn(x)=Zaka:k.

Soit > 0. On note o™ € 7 la suite définie par

(n) _J ar si k<n,
T 0 s k>

Par hypothese :

n

Vo e, [To(@)| <Y larllzn] < [la™ ||zl
k=0

10



donc T,, € (¢7)" et ||T,.| < ||la™]|,. Le choix

xk:{ jarl?” Jai i i #0,

0 si ak::O,
conduit a . N
To() = apar =Y |ax[" = [la™)|7,.

k=0 k=0
De plus :

(1) 1.1 / /

VE >0, ||’ =lag| 7P avee —+— =1 <= p' =p(p -1)
p p

’_ ’
= [aplP = |ag| TP = |ag|?

On en déduit :

n n
Z |xg|? = Z lag|? <= ||=’EHZ = ||a(n)||§/
k=0 k=0
On reporte :
p/
To(z) _ a2 — [la™|F A=) gt
Hpr Ha(n)Hij/P P’ P

donc ||T,|| = |[a™]|,s. Par hypothese :

Vo € 7, sup|Ty(x)| < ) lax|lzx| < +oo.
n=0 k>0

Du Théoreme de Banach-Steinhaus, on déduit que

sup || Tn|l < 400
n>0

avec
sup || T ]| = sup at™ ||y = [lall,
n>0 n>0

donc a € /%',

Exercice 6
Soit a résoudre : trouver u : [0,T] x [0,1] = R, (¢,2) — u(t,x), solution de

ou 0%
5~ g5z =0 u(t.0)=u(t,1)=0, (1)

11



1. Montrer que u se prolonge sur [0,T] x [=1,1] en une fonction de classe
C! impaire en x € [—1,1].

On pose :
. ] u(t, ) siz € [0,1],
V(t,z) € [0,T) x [-1,1], a(t,z) = { —ult,—z) siz € [-1,0],
Par construction ,
vt € (0,717, 111517 u(t,zr) = — lirél+ u(t, —x) = 0= a(t,0).
donc @ € C([0,T] x [0,1]). De plus :
o1 ou
V(t,I) € [07T] X [_170}7 %(tx) - %(ta —IE)
donc
. 01 . Ou _ Ou .. Ou
vt € [07T}7 mli%{ %(tax) - mli%i %(ta —IZ?) - or (ta O) - a}i%i Ir (ta ‘T)

ie. a(t,-) € CH([-1,1]).

2. Montrer qu’il existe une suite (un)n>1 de solutions de (1) de la forme
Un (t,2) = @n(t)vn(z) 0l v, peut étre explicité dans la restriction a [0, 1]
d’une base hilbertienne de L*([—1,1],C), Vn > 1.

On cherche des solutions w sous la forme u(t,z) = ¢(t)v(x). Alors, si

u(t,z) #0 :
¢'t) _ v'(x)

o) = () =cste =\ € R.

Rappel :
y"(x) + ay'(z) + by(x) =0

Equation caractéristique : 72 + ar + b = 0. Si r; et ry sont les racines
alors
y=ae"® 4+ Be*  a,f R

On en déduit que v est solution de
v =X =0, v0)=uv(l)=0

d’équation caractéristique 72 — X = 0. Si A = w? > 0 avec w > 0, alors
v(z) = ae”® + Be~“T avec (a, B) € R? solution du systeme linéaire :

(&) (5)=0

de déterminant e™* — e¥ = —2sinhw. Si w > 0, alors « = 8 = 0 est
I'unique solution. Sinon, w = 0 = v = e¢ste = 0. Donc w est solution non
nulle ssi A = —w? avec w > 0. Alors

1}(.23) — aeiwx +Be*iwm, Oé,ﬂ c C.

12



avec

On obtient un systeme linéaire de déterminant D = 2isinw. Alors
(o, B) #(0,0) <= sinw =0 <= w € 7N".

On pose
wp, =nmw, Vn € N*

Soitn>1.0On a:

Vz € [O, 1}7 Un(x) = O‘nemﬂz + /Bneiimm;

avec :
’Un(O) =aQp + ﬁru vn(]-) = (_1)n(an + 671)
donc v,0) =v,(1) =0 < «a, + B, = 0. On en déduit :

’Un(x) _ an(einmc _ e—inmc)

= 2ia, sin(nmx),
olt o, € C est arbitraire. Soit A, = —w? = —n?7%, ¥n >1.On a
¢ = —n212¢, < dn(t) =cae "L, Vtelo,1].

Alors )
Un(t, ) = ¢ (t)vn(z) = Cpe™™ ™ tsin(nrz)

avec C,, € R arbitraire. On pose C,, = 1. Dans la base hilbertienne
(en)nez de L*([—1,1],C) définie par

en(z) =™ Yz el0,1], VncZ,
(vn)n>1 se décompose sous la forme :

1

= Z(en —e_p), Vn>1

Un

. Soit (en)nez une base hilbertienne de L*([—1,1],C). On pose :

1 1
Vn >0, fon= ﬁ(en +e_n), font1= ﬁ(en —e_p).

Montrer que la famille (f,,)n>0 est une base hilbertienne de L*([—1,1],C).
Soit n,k >0, n# k. On a

(en +e—n,ex T e_g) = (en, k) £ (en,e—k) + {e—n,ex) £ (e—n,e—k) =0

13



donc (v, )n>0 est orthogonale. Par construction |le,|2 =1, Vn > 0.

De plus :
Vect{v,, n > 0} = Vect{e,, n € Z}

= Vect{v,, n > 0} = Vect{e,, n € Z} = L*([0,1],C).
Donc (f,)n>0 est une base hilbertienne de L?([—1,1],C).

. En déduire que la solution générale de (1) s’écrit :

u(z,t) = Z anefﬁn%sin(ﬂ'nx), p.p. dans [0,T] x [0,1].
n>0

ot (an)nzo S 62(N, R)
On remarque que V¢ € [0, 7], u(t,-) € C1([0,1]) C L?([0, 1]). Par définition
des bases hilbertiennes :

=Y (i(t,"), en)en.
nez

avec Y o, [(a(t, ), en)|* = ||a(t,-)||*> < +o0, Vt € [0, T]. De plus, le calcul
direct donne :

Vn e Z, (u(t,"),en) =—(u(t,"),e—n) = (ult,"),en +e_p) =0

ie. (a(t, ), fon) = 0, Vn > 0. Il en résulte :

a=y (alt,), fon+1) font1.
n>1

avec

<ﬂ(t, ')’ f2n+1> = 2/0 U(ta ')f2n+1(l‘)dx.

Soit n > 0. On a 2% € C°([0,T],R) et

ou ou
—(t,z )| < |— T
St (@] < |G| @)
car %—7; est continue donc uniformément bornée sur le compact [0,7] x

[0,1]. Comme fan11j0,1] € L*([0,1]) € L'([0,1]), on déduit du Théoréme
de convergence dominée que

L ou

d 1
7.](277, 1dx = */ Ufzn 1dx.
o ot dt J, +

De plus, en intégrant par parties :

Ju 0%u ou
<E> f2n+1> - <@7 f2n+1> Uzn+1(0):?zn+1(l):0 _<%7 f2n+1>
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_ " — _ 2
w(t,0)=u(t,1)=0 <u7 f2n+1> (nﬂ) (u, f2n+1>

i.e.
(, fansr) = —(nm)2(u, foni1) = (U fans1) = Coe ™ ™1, C, €C

2_2 2_2
. —n?n%t —n2n%t
fona1 = iV200mp1 = u=> Cpe ™ " foni1 = ane™" " ugniy, ay ER

n>1 n>1

5. Résoudre (1) lorsque u vérifie en outre la condition initiale : u(0,z) = 2

sur [0, 1].
Ona:Vte[0,T], Vn >0,

2_2 2_2 2_2 2_2
0<e—n71'Tge—nﬂt§1:>0<aie—2nngaie—Qnﬂ'tgai

P , . . 522
et ano a? < +00. On en déduit que la série de fonctions t — a2e™2" ™ tug, 1

converge uniformément sur [0,7] dans L?([0,1]) donc est continue sur
[0, 7] pour la norme de L?([0,1]). On en déduit que

2.2
’U,(t, ) = Z ap€ e tv2n+1 th Z OpVon+1
n>0 n>0
ie Vo €]0,1],
u(0,x) = Z a1 (z) = 22

n>0
On en déduit que la suite (ay,)n>0 coincide avec la suite des coefficients
de Fourier de ¢ : [~1,1] — R prolongement impair a [—1,1] de x + 22,
ile.:

ap = \/5/01 2% sin(nnx)de = V2 ((_1)n+1 + 2(_1)71-5-1 ((=1)" - 1)) .

nmw (nm)3

6. Résoudre (1) dans le cas d’une condition initiale u(0,z) = f(x) sur [0, 1]
avec f € C*([0,1]).
On commence par remarquer que f dit vérifier la relation de compati-
bilité : f(0) = u(0,0) = 0. Le méme raisonnement montrer que la suite
(an)n>0 coincide avec la suite des coefficients de Fourier de ¢ : [—1,1] —
R prolongement impair & [—1,1] de f.

Exercice 7

1. Soit K:R =R, z — e 12l Montrer que K admet une transformée de
Fourier. Calculer K.
Dans la suite on considére le probleme : y' —y = f dans R.

On a N
/ef‘zldxz 2/ e *dr =2 < o0
R 0
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donc K € L'(R). On en déduit que K est bien définie. On a

Ve € R, K(g):/e*%“ifeflfldx
R

1 N 1 2
14 2imE 1 —2imé 1+ 4n2¢€2

2. On note S(R) l’ensemble des fonctions g : R — R indéfiniment dérivables
sur R t.q. : Vo, B €N, po(g) = sup,egr [2%9P) ()| < +00. On suppose
que f € S(R).

(a)

On suppose que y € L*(R). Montrer que

(3
\V/f € R7 y(ﬁ) - 1+ 47_‘_262'

y € L'(R) = f est bien défini. f € S(R) = sup,cr 22| f(z)] < 400
donc f € LY(R) et " =y + f € LY(R). On en déduit :

— ~

y-i=]
avec . .
VEER, y'(€) = (2im€)?f(€) = —4n*E*§(¢),
donc
- 220 F I ((3)

En déduire qu’il existe une unique solution y € S(R).
On remarque que f € L*(R) = f € Cy(R). On en déduit que

&
|€] =400 1 + 4m2£2

De plus & — % est continue comme produit et composée d’ap-

plications continues donc £ — Hf}%ggz est dans Co(R). On en déduit
qu’il existe un unique y € L'(R) solution de
i f(©)
VEeR =—
5 6 ) y(é‘) 1 + 471_252

D’apres 1.,

j— Sk f= K]

Y= T
avec

[ israa = [

/R Kz — ) f(t)dt

dasg/R/R\K(m—t)Hf(tﬂdtdx
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N // |5 (& = O)|If (D)ldzdt = | K| fll < +o0

donc K « f € L(R). Comme L'(R) — Cy(R), g — § est injective, on
en déduit que y = —1 K+ f. De plus : V€ € R, Vk,m € N, f € S(R) =
(z* £)™) € LY (R). D’apres le Théoréme de convergence dominée :

€m0 (€) = (—1)k(2im)Fm (@ ) (€)

donc (zFf)(M)(€) € Co(R) et f € S(R). On en déduit que § € S(R).
Le méme raisonnement montre que § € S(R) = ¢ € S(R), i.e. z —
y(—x) est dans S(R). On en déduit que y € S(R).
3. On suppose que f € L*(R).
(a) Soitg: R =R, £ — —Hf;(ifgg. Montrer que léquation §j = g admet
une unique solution y dans L?(R).

On a V¢ € R, [g(€)] < |f(€)| et f e L2R) = f € L*R) donc
g € L*(R). Comme F : L?(R) — L2(R) est une bijection, on en
déduit qu’il existe y € L?(R) unque t.q. § = g.

(b) Montrer que : Yo € C°(R),  [py(@)(¢"(x)—¢(x))dz = [; f(z)p(x)dz.

Soit ¢ € C.(R). On integre deux fois par parties :

2) (" (z) — (z))dz = —/"dx—/ dx
[ @ —cends == [yae= [ g

= /! d.’l?—/ de:/ //_ d.’E:/ dx
w(o>:¢<1>:o/Ry @ e R(y Y)e wa

(c) En déduire qu’il existe y" € L3(R) t.q. y" —y = f.
Par densité de C.(R) dans L?(R), on déduit que y” —y € L3(R) et
que y’ —y = f dans L2(R). Alors y € L?>(R) et f € L?(R) = ¢ =
y+ [ € L*(R).

Exercice 8

Soit H un espace de Hilbert. Soit S € L(H) t.q. S* = S et (Su,u) € RT,
Vuec H.

1. Montrer que Ker(S) = Im(S)*.
Soit u € Ker(S) et soit v € H. On a :

0<(S(u+v),utv)=(Sw),u+v)=(S),u)+(S(),v).
On en déduit, en remplagant v € H par tv € H avect > 0 :

0 < t(S(v),u) +t*(S(v),v) = 0 < (S(v),u) +t(S(v),v).
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Quand ¢ — 0T, on obtient : (S(v),u) > 0. Ceci est vrai quand v € H
est remplacé par —v € H. Il en résulte : (S(v),u) = 0, Vv € H, i.e
u € Tm(9)*.

Inversement soit u € Im(S)~+ et soit v € H. On a

0<(S(u+v),utv) = (S(u+v),v) = (Su),v)+ (S(v),v)
On en déduit, en remplagant v € H par tv € H avect > 0 :

0 < 1S (u),v) + 2(S(w),0) <= 0 < (S(u),v) + LS (), ).

t>0

Quand t — 0T, on obtient : (S(u),v) > 0. Ceci est vrai quand v € H
est remplacé par —v € H. Il en résulte : (S(u),v) = 0, Vv € H, i.e
u € Ker(95).

. Déduire du Théoréme de Laz-Milgram que I +tS est bijectif, ¥t > 0.
Soit t > 0. On pose : Yu,v € H, fi(u,v) = (u+ tS(u),v). On remarque
que f; est linéaire a gauche par linéarité de S. On a

Vu,v € H,  fi(u,v) = (u,v) + t{S(u),v)
avec,

(S(u),v) = (u,S(v)) = (5(v),w)

S=5*

= fi(u,v) = {(v,u) + t{(S(v),u) et fi(v,u).

fe(u, W) = fi(Qdw,u) = Mi(v,u) = Mfi(u,v) =
Donc f; est hermitienne.
On a aussi, par hypothese sur S :

felu,u) = Jlull® + (S (u),u) > |lull?
t>0

donc f; est coercive.
De l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on déduit que :

Vu,v € H, [ fi(u, 0)| < [Julllloll + IS IHlullllo]l = 0+ [|1SDlullllv]

Donc f; est continue.

Soit f € H. L’application v — (v, f) est dans H’'. D’apres le Théoreme
de Lax-Milgram, il existe ©w € H unique solution de

V'UGI‘L ft(U,U):<’U,f>:<f,’U>
— Yo e H, (u,v)+t{S(u),v)=/{fn0)
— YweH (ut+tS(u),v)= (f,v) < u+tSu)=f,
avec u + tS(u) = (I +¢S)(u). i.e. I +tS est bijectif.

18



3. Soitt >0 et soit f € H, On pose uy = (I +tS)"1f.

(a)

Montrer que si f € Ker(S), alors uy = f.
On a f = uy + tSuy et, par continuité de S :
f € Ker(S) = Ker(S) = Ker(S)*+ = (Im(S))* =
0 = <f, Sut> = <ut,Sut> +t||SUt||2 = <ut,Sut> = ||Sut|| = 0
—_—— —
>0 >0
En particulier : Su; = 0, donc f = uy.
Montrer que si f € ImS, alors il existe v € H t.q. : t||ut]] < |v].
On suppose que f € Im(S). Soit v € H t.q. f = Sv. Alors :
up + tSup = Sv = (ug, v — tug) = (S(v — tug), v —tug) >0
donc

tlluel < (e, v) < Juellloll = tlull < [lv]].

En déduire que : Vf € ImS, limy_,oo(I +tS)~1f = 0.

Soit f € ImS et soit v € H t.q. f = Sv. D’apres (b) : |Ju]| < [Jv]/t.
Comme v ne dépend pas de t > 0, on en déduit que lim;_, |« [Ju¢|| = 0,
ie. limysyoo [[(I+tS)71f| =0

Montrer que Vf € H, lim oo (I +tS)7 1 f = pkersf-

Soit f € H et soit f = pkersf + (f — Pkersf) la décomposition de f
dans la somme directe H = KerS @ KerS+. On a

f - pKerSf S I<ersL = ImJ&S.
Soit € > 0 et soit f. € ImS t.q. [|f — prersf — fel| < e. Alors
I(I +tS)" f — Prers S]] =+ £S)"1(f — pres /)|

<N +t8)"Hf = pers f = f + 1T +18)7 £l
<ellT+S) 7 + I +18) 7l
Ona:
Vu € H, (u+tSu,u) = ||ul|®>+ t{(Su,u) > |Jul* = ||ul|®
< (u+tSu,u) < |lu+ tSul[lul
= |lull < llu+tSul| = (I +tS)ul| <= (I +t5) ul < [lull.

On en déduit que ||(1 +tS)~ || < 1. Il en résute :

I(7+t8) 7 f=pxers [l < el (T+£8) M+ T+E8) T el < e+lI(Z+88) 7 e

Donc

0 <limsup ||( +tS) ™' f — prersf| < e+ tl}inoo (I +tS)~" 2]

| =€
t—+o00 (e)

Ceci étant vrai Ve > 0, on en déduit :

(I+tS)_1f _pKerSfH =0.

lim ||
t—+o0
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Exercice 9
1. Montrer que Uapplication (u,v) — fol o' (2)v'(x)dx est un produit scalaire
sur E = {u € C*([0,1],R), u(0) = u(1) =0}.
On pose :

1
Yu,v € E,  f(u,v) z/ o' (z)v (z)dw.
0

La bilinéarité de f est immédiate et f(u,u) > 0, Vu € E.

Soit u € E t.q. f(u,u) = 0. Alors f(u,u) est intégrale d’'une fonction
positive continue donc ' = 0 sur [0, 1]. Comme de plus u est continue et
que [0, 1] est connexe, on en déduit que v = u(0) = u(1) = 0. Donc f est
un produit scalaire sur F.

2. Montrer que lapplication (u,v) — fol u’(x)v’(x)derfOl 22u(x)v(x)dr est
une forme bilinéaire symétrique et coercive sur E.
On pose :

1 1
Vu,v € E, g(u,v) = / o' ()’ (z)dz +/ r2u(z)v(z)dz.
0 0
La bilinéarité et la symétrie de g sont immédiates. On a
1
Vue B gluu) = fww) + [ a2
0
donc g est coercive.

3. Déduire du Théoréme de Lax-Milgram [’existence d’une solution du probleme
avec conditions initiales :

—u" +2?u=23 0<z<l1, u(0)=u(l)=0.
Onpose:Vu € E, p(u) = fol 23u(z)dz. On a :

1
Yue E, |p(u) §/ o3 |u(z)|dx
0

I u’(y)dy‘ <va | [ wwiedy < e

1
/ () 2z < [l
0

avec u(0) =0 =

Ve €[0,1], |u(z)|=

donc

Il en résulte :
1 1

Vue B, [p(u)] < WIIU’Ilz = FViwu),
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L.e. ¢ est continue. Du Théoreme de Lax-Milgram, on déduit qu’il existe
u € F unique t.q.

Yo eE, f(u,v)=2(v) =)

Soit v € ENC>(]0, 1[, R). Alors, en supposant u suffisamment réguliére,
on obtient par intégration par parties :

/01(—u”(x) + zu(z))v(x)de = /01 2o(w)da.

Ceci étant vrai Vo € ENC>(]0,1[,R), on en déduit que

—u +2*u =2 dans ]0,1]

des que u € C2(]0, 1[,R). D’apres la théorie des edos, cette équation admet

une solution unique u t.q. u(0) = u(1) = 0 dans C%(]0, 1[, R). Par unicité,
cette solution coincide avec celle du Théoreme de Lax-Milgram.

Exercice 10
Dans espace de Hilbert H = L2([0,1],R) muni de son produit scalaire usuel,
on consideére le sev E = {u € C1([0,1],R), u(0) = u(1) = 0}.

1. Montrer que
1
(u,v) = {u,v) = / o' ()0 (x)dx
0

est un produit scalaire sur E.
Voir Exercice 3.
2. On note |-| la norme associée et V = EH le complété de E pour la norme

|- |. Montrer que : V. C H et que l'injection est continue. Dans la suite,
on admet que E est dense dans H pour la norme || - |2 de H

On commence par remarquer que l'injection £ C H est continue. En

effet, soit u € E. On a :
T 1 1
Ve e [0,1], u(0)=0= |u(z)| = ‘/ u'(t)dt' < ‘/ dt’ / |u/(t)|2dt’
0 0 0
= [l

donc |lullg = |lull2 < ||v/|l2 = |u|. L'injection E C H étant linéaire, on
en déduit qu’elle est continue de norme < 1.

La suite (un)n>0 est de Cauchy dans V' donc dans H et donc converge

dans H vers une limite v € H. Par définition de V, la suite (u},),>0 est
aussi de Cauchy dans H, donc convergente dans H vers w € H t.q. :

1 1
/ u, pdr = —/ up'dr, VpeV.

0 0
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i.e., quand n — 400 :

1 1
/ wodr = —/ up'de, Yo e V.
0 0

Finalement, tout u € V' est un élément u de H auquel on associe w € H
t.q. :
1 1
/ wedxr = —/ wp'de, Vo V.
0 0
Ona:

_ : Il — : .
lol = tim_Jlu = T fun| = Ju)

Soit ¢ € C°(0,1). On pose p(t) = fot #(s)ds, Vt € [0,1]. Alors p € C*(0,1)
et o' =¢.Ona:

1 1
/ ul, pdx = —/ uppdz, Vn > 0.
0 0

1 1
/ updx| = ‘ / wedr
0 0

‘fl u(bdx‘

Donc :

1 1
/ wedr = —/ updr =
0 0

On en déduit :

<wlliell < Cllwll#ll

sup < C||lwl,

secoo,ny 9l
i.e., par densité de C°(0,1) dans H :

[ull < Cllw] = Clul.

. Pour tout uw € V on note ¢, Uapplication V. — R définie par :

VoV, dL(p) = / u()g! (2)dx

Montrer que ¢, € V' et que ||¢),||v: < ||ullz2-

Soit (tn)n>0 € EY, (pn)n>0 € EN des suites de Cauchy, soit u,, — u € H,
up, v € H, o, » p € H, soit ¢, = ¢’ € H.

La linéarité de ¢!, est immédiate.

Ona:Vn>0,

< unll2llenllz = llunll2llenllv

/ (), ()

donc, quand n — 400 :

|60, ()] =

1
|6 ()] = /0 u(@)¢' (z)dz| < [lull2ll¢l2 = llull2llellv-

donc ¢, € V" et [|¢,[lv: < [lull2-
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4. Soit uw € V.. Montrer que ¢!, se prolonge en un élément de H' de norme

@l = [lu']]2

Soit (tn)n>0 € EN, (¢n)n>0 € EN des suites de Cauchy, soit u,, — u € H,
up, —u € H, p, = ¢ € H,soit ], — ¢’ € H. Par régularité de u,, € E,
n>0,ona:Vn>0,

%Mm=—AuMMM@M:—%Aw)

ot ¢yr € H' et ||pur || = [Ju,]]2 < 4-00. On en déduit :
1
Vn =0, ¢,(p)= lim ¢, (pn)=— lim [ wu,(x)pn(x)d

n—-+oo n—-+oo 0

_ /O o (2)p(x)dz =1 —u ()

ol ¢y € H' et ||¢u’HH’ = ||’U/H2 < +00.
5. On considére lapplication ' : H — V', u— ¢),. Montrer que :

Vue H, |lgyllv: < llullz.

Le raisonnement de 3. s’applique.

6. Déduire de I’Exercice 1 que pour tout u € V, il existe v € H t.q. ¢, =
¢—_y - Indication : on admet que V est dense dans H.
Soit (un)n>0 € EY, (¢n)n>wo € EY des suites de Cauchy, soit u,, — u €
H,u, »v € H, ¢, = p € H, soit ¢, — ¢’ € H. Alors

1
meAuwwmm

est bilinéaire, semi-définie positive. On suppose que fol |u/(z)]?dx = 0.
Alors v/ = 0 dans H. De 2., on déduit que |Jullz < ||v/]l2 = 0 donc
u = 0. Finalement (u, @) — fol u'(2)¢’ (x)dx est un produit scalaire sur
V qui en fait un espace de Hilbert, donc réflexif. O en déduit qu’il existe
v € H. t.q. t.q. ¢}, = ¢,. De 4. on déduit que ¢, = ¢_,. Il en résulte

que v = —u’.

Exercice 11

Soit H un espace de Hilbert et soit V- C H un sev dense dans H. On suppose
que V' est muni d’une norme || - ||y qui en fait un espace réflexif et qui rend
continue linjection canonique V- C H, i.e. qu’il existe une constante C > 0 t.q.

YoeV, ||vlg <C|v|v.
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1. On considere lopérateur antilinéaire T : H — V', f = Tf t.q.
eV, Tfw)=(vf).

Montrer que : Vf € H, |Tf|lv: <C|flla-

T
1Ty = sup ZLO
veV ||vHV

Soit f € H et soit v € V. D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwartz :

ITf @) = [, A < [ fllzllvlle-

On en déduit, par hypothese sur V :

Tf)] < Cllfllellvflv-

Ceci est vrai Yv € V, donc | T fllv: < C||fllx-

2. Montrer que T est injective.
T éant linéaire il suffit de vérifier que Ker(T) = {0}. Soit f € H t.q.
Tf(v)=0,Yv € V. On en déduit :

YoeV, (v f)=0.

Donc f € V+. Soit v € H. Comme V est dense dans H par hypothese, il
existe une suite (v,) € VN t.q

lim |lv, —v|lg =0.
n—-+oo

Ona:
Vn >0, [vn, f) = (v, /)| < llvn —vllall flla]

donc
(v, f) = ngr_ir_loo<vm =0
ie. f€ H+ ={0}. Ker(T) = {0}, i.e. T est injective.
3. SoitveV tq Tf(v)=0,Vf e H. Que peut-on dire de v ?
Onave H ={0},ie v=0.
4. En déduire que T(H) est dense dans V'.
Soit L € V" t.q. Llpgy = 0. Comme V est réflexif par hypothese, il
existe v €V t.q. L=¢, : ¢ € V' = ¢(v). On en déduit :

VieH, L(Tf)=0=¢,(Tf)=Tfv)

ie. Tf(v) =0,Vf € H. De 3., on déduit que v = 0, i.e. L = 0. Donc
(H) =V’ d’apres une conséquence du Théoreme de Hahn-Banach.

S
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5. Soit ¢ € V'. Montrer que ¢ € T(H) ssi il existe une constante a > 0 t.q.
VeV, lp()| <afv]u
Soit ¢ € T(H) C V' et soit f € H t.q. ¢ =T f. Alors :

VoeV, |e@) = v, Hl < llollallflla = alvlla.

avec a = || f]lx.
Inversement, soit ¢ € V’. On suppose qu'il existe a > 0 t.q. Vv € V,
|p(v)] < allv]|g. D’apreés le Théoréme de Hahn-Banach analytique, il
existe une application linéaire ¢ : H — R t.q. ¢|ly = ¢ et Yo € H,
P(v) < al|lv||g. Par linéarité de ¢ : —@p(v) = ¢(—v) < al|v||g. On déduit
que Yv € H,

—allvlln < 3(v) < allvlla

[P(v)] < allvl|a

ie. que € H' et ||@|lgr < a. Comme H est un espace de hilbert par
hypothese, il existe f € H t.q. Yo € H, ¢(v) = (v, f). Il en résulte :

p=¢ly=TfeT(H).
Exercice 12

Soit E un evn et soit F C E, F # E, un sev fermé de E. Soit xg € E\ F.
Alors 3f € E' t.q. f(zo) = d(zo, F) >0 et f|r =0.

Soit ¢ définie sur Rz par : Vt € R, ¢(tzg) = td(zo, F'). Comme F est fermé,
xo & F = d(zoF) > 0et ¢ # 0. Alors : Vt € R, ¢(txg) < [t|d(zo, F) = d(tzo, F).
On vérifie immédiatement que p : x — d(z, F) est une semi-norme sur E. Du
théoreme de Hahn-Banach on déduit que ¢ se prolonge a E en une forme linéaire
encore notée ¢ t.q. ¢(z) < d(z,F), Vo € E. On a alors : Vz € E,

¢(z) < d(z, F) et ¢(—2) = —¢(z) < d(—z,F) = d(z, F) = |¢(z)| < d(z, F).

En particulier : Vo € E, |¢(z)| < d(z, F) < ||z||, donc ¢ € E’ et ||¢]] < 1. De

plus :
o]l _ _
o (M$O> = |lzoll = 9l =1

Par construction, ¢(xg) = d(xg, F).

Exercice 13

Soit E un evn de dimension finie. Soit C C E un convexe non vide t.q.

0¢C.

1. Soit (z)n>0 € O et soit D = {x,, n > 0}. On suppose que D est
dense dans C. On pose :

Yn >0, C,=Conv{zg, - ,Tn}.
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Montrer que Cy, est compact et que Up>oC,, est dense dans C'.

On remarque que {xg, -z, } est fermé comme réunion finie des single-
tons {z;}, i € [[0,n]], qui sont fermés dans E séparé. De plus {xg, - -z, }
est borné, donc compact. Du Théoreme de Carathéodory, on déduit que
C,, est compact.

On a aussi : D C Up>oC,, C C avec C convexe et D = C par hypothese,
donc Up,>oCy, est dense dans C.

. Montrer qu’il existe (fn)n>0 € (E")N t.q.

Yn >0, |fall=1 et fo(z)>0, Vzedl,.

Soitn >0.C, C Cet0¢ C = 0¢ C,. Dapres le Théoreme de
Hahn-Banach géométrique il existe un hyperplan fermé H d’équation
gn(z) = y avec g, € E' et a,, € R qui sépare strictement le convexe
compact Cj, et le convexe fermé {0}, i.e. t.q. :

9n(0) =0 < ap < gn(z), VreC,.
Alors o, > 0 = gn(x) > 0, Vo € C,,. En particulier g, # 0, donc on
In
llgnll”
. Montrer qu’il existe f € E' t.q.

conclut en posant f,, =

Ifl=1 et f(z)>0, VxeC.

On pose :
VYn >0, E, = Vect{zo, - ,zn}.

Alors E,, est un ev de dimension finie < n+1et C, C E, C E,41,
Vn > 0.
On définit f par récurrence sur n > 0 en posant : f|g, = fo et f est
I'unique forme linéaire sur E, continue car E est de dimenson finie, définie
comme suit.

f|En+1 = f|E7, si Tp4+1 € En~

Sizpy1 & En, alors By = E, & Ra,y1. On pose
Va € En, Ve ]R, f(l’ + )\1'n+1) = f(fE) + )\fn+1(In+1).

Soit P(n) la propriété : f|c, > 0. Par construction : f|c, = folc, > 0.

On suppose P(n) vraie. Soit & € Cp41. Il existe Ao, -+, Ap+1 € [0,1] t.q.
Z?jol A =1letzx = Z?IOI Aixi. On pose A = > (A =1 — A\yqq. Si
A=0,alors \; >0, Vi € [[0,n]] = Ag=---=A, =0cet A\y11 =1, donc

x=xpy1 et f(x) = frr1(znr1) > 0 par construction.
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Si A # 0, on pose
n Ai
.T/ = i_g - X.’L'l

et alors x = Az’ + (1 — N)zpyq avec 2’ € Cp, = f(z) = M\f(2')+ (1 —
A) fot1(@ny1) avec 2 € C,, = f(z') > 0 par hypotheése de récurrence
et fnt1(zn+1) > 0 par construction de f,41. De plus A € [0,1] par
construction = f(x) > 0. Donc P(n + 1) est vraie. Par récurrence sur
n >0, on en déduit que f(z) > 0, Vo € Up>0C,,.

Soit z € C. Comme U,,>oC,, est dense dans C, il existe (yx) € (Up>0Cn)N
t.q. @ = limg s 400 Yk

Par continuité de f € E' :

flz) = kgrfoo flye) avec f(yr) >0, VEk>0.

Donc f(z) > 0 d’apres les propiétés des limites de suites réelles.
Par construction : Vn > 0,

fa(z) > a> f2(0) =0, Yzel,
et
Co ={z0} = fo(zo) >0
Donc f(zo) = fo(xo) > 0= f # 0. Quitte & remplacer f par jcc”7 on a
Al =1.

. En déduire qu’il existe un hyperplan qui sépare C et {0} au sens large.
De la propriété : Vo € C, f(x) > 0, on déduit que a = infe f > —o0 et
que I'hyperplan d’équtation f(z) = « sépare C et {0} au sens large :

Cc{zeE, f(x)>a} e 0e€{zecE, f(z)<a}

De plus, H est fermé car toute forme linéaire en dimension finie est
continue.

. Soit A C E et soit B C E deux ensembles convexres non vides disjoints
de E. Montrer qu’il existe un hyperplan qui sépare A et B au sens large.
On pose C = A — B. Alors C est convexe et 0 € C car AN B = (). De 4.,
on déduit que qu’il existe une forme lindaire f € E' et a € R t.q. :

VeeC, flx)>a>f(0)=0,=f(z)>0 Vexel
Y(a,b) € Ax B, f(a—b)> f(0)=0
i.e., par linéarité de f :
Va e A, Vbe B, f(a)> f(b).
On pose a = inf,c 4 f(a). Alors a € R et
Yac A, Vbe B, f(a)>a> f(b).
d’ou on déduit que I'hyperplan fermé f = « sépare A et B.
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