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Chapitre 1

Equation de transport

1.1 Modélisation

On considere un matériau en mouvement a la vitesse dans ’espace ca-
ratérisé par sa densité p(z,t) en un point x a la date ¢ > 0. On suppose
que le mouvement de ce matériau est entierement décrit par le champ de
vitesses . On note V un élément de volume arbitraire fixe dans 1’espace.
La quantité de matiere présente dans ce volume a la date ¢ est alors

pr(t) = [ pla)d0)
1%
En I'absence de forces extérieures, la variation de py coincide avec la quan-

tité de matiere qui traverse le volume V et est modélisée par le flux au
travers de la frontiere de V', soit :

— 5
dp :—/ plx, t)dM - dS
- av( )"

~~ M
ile.:
oL ()t = — / oz, )5z, 1) - dSdt (1.1)
av
olt le vecteur surfacique dS = ||dS||7i est orienté dans la direction de la

normale extérieure a V. Avec cette convention, ¥ - dS > 0 dans le cas d’un
flux sortant et alors py décroit (p}, < 0), - dS < 0 dans le cas d’un flux
entrant et alors py croit (pj, > 0). On suppose que p est assez réguliere, de
classe C!, pour écrire :

i = | % (0, tyia ().

3



4 CHAPITRE 1. EQUATION DE TRANSPORT

et alors (1.1) devient :

dp S

—(z,t)dQ) = —/ plx, t)v(x,t) - dS,
v Ot ov ’

=w(x)

i.e., en appliquant successivement la formule de Stokes et la définition de la
divergence :

—(x,t)d) = — = — [ dw=— [ div(p?)dQ
v ot (x’ ) /(r;vw Stokes /“/ w /‘; 1V<IOU)

ce qui équivaut a :
/ @ + div(p?) | dQ2 =0
v \ Ot P -

Le volume V' étant arbitraire dans I’espace, on en déduit :

% +div(pt) =0, dans Q xR,

Exemple

On suppose connu I’emplacement d’une nappe de pétrole due au dégazement
intempestif d’'un supertanker au large des cotes et on cherche a anticiper
son déplacement le long des cotes dans les heures a venir, par exemple pour
la mise en oeuvre efficace de barrages. On suppose connu v : R? x R — R2,
(x,t) = v(z,t), le champ des vecteurs vitesses des courants marins, donné
par exemple par la table des marées. A t = 0, on connait la densité initiale
d’hydrocarbure pg(z) et on cherche a calculer la densité d’hydrocarbure
p(z,t) & instant ¢ au point x € R?. L’équation de conservation de la masse
s’écrit :

0 )
o+ div(pu) =0, p(z,0) = po(a)

avec
1 si z€A,

polx) = { 0 si xe A (1.2)

ou A représente le lieu initial de la nappe. Dans le cas d’un déplacement
maritime, le vecteur v : R? x RT n’est évidemment pas constant (la marée
n’est pas la méme d’une ville a l'autre). De plus, le déplacement de la
nappe dépend également du vent qui affecte donc le vecteur v. On supposera
pourtant ici, pour slmplifier 'exposé, que le vecteur vvest constant en espace
et en temps. Alors, le probleme (1.2) admet pour solution :

plx,t) = po(x — tv) (1.3)
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qui exprime que la nappe percue au point z a la date t a été transportée
dans la direction du vecteur v a la distance tv du point initial. En fait, il est
clair que (1.3) n’est pas une solution classique de (1.2) :comme pg n’est pas
continue, 1q fonction p définie par (1.3) ne I'est pas non plus et ses dérivées
partielles ne sont donc pas définies au sens classique.

Dans la suite on verra comment on peut donner une formulation cor-
recte des solutions de (1.2). Plus généralement, les équations de transport
sont tres importantes en mécanique des fluides : par exemple les équations
d’Euler sont utilisées pour modéliser ’écoulement de I’air autour d’une aile
d’avion.

Dans ce cours on se limitera aux équations scalaires en une dimension
d’espace d’abord dans le cas relativement simple d’une équation linéaire (pa-
ragraphes 1.2 et 1.3) pusi dans le cas nettement plus difficile d'une équation
non linéaire (paragraphes 1.4 et 1.5)

1.2 Solutions classiques et solutions faibles.
Le cas linéaire

Soit & résoudre : chercher u : R x R™ — R solution du probléme dit de
Cauchy

ou  Ou
E—f—c%:O, reR, t>0
u(z,0) = up(x), ze€R (1.4)

ou la vitesse ¢ € R et la condition initiale u¢ : R — R sont données.

Définition 1.2.1 (Solution classique). On dit que u : R X RT — R est une
solution classique de (1.4) si u € CH(R x RT,R) et si u vérifie (1.4).

Une CN pour que u soit une solution classique de (1.4) est que ug €

C(R).

Proposition 1.2.1. Si ug € CY(R), alors il existe une unique solution
classique de (1.4) et elle s’écrit :

u(x,t) = ug(x —ct), V(x,t) € R x RT. (1.5)

Démonstration. Pour montrer I'existence, il suffit de remarquer que u définie
par (1.5) est de classe C! et vérifie en tout point :

ou ou

5% T = —cug(x — ct) + cuy(x — ct) = 0.
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Pour montrer I'unicité, on introduit la notion de caractéristique. Plus précisément,
on cherche a priori des solutions sous la forme de courbes s +— u(x(s),t(s))
en partant de la relation :

d Ou  .0u
%u(x(s), t(s)) = T + ta.

Cette équation est identique a (1.4) ssi :

1.e. ssi

: d
=1 = t—ct=0 < d—(x—ct):O <= x — ct = Cste.
s

it
c
Les droites x — ¢t =Cste sont appelés les caractéristiques du probléeme (cf.
figure 1.1). Soit zo € R et soit  — ¢t = zq la caratéristqiue issue du point
(20,0) du plan. Par construction, si u est une solution classique, alors, le

long de cette droite :
u(z,t) = u(xo, 0) = up(zo) = uo(x — ct).

i.e. (1.5). Il reste & montrer que toute solution classique de (1.4) est constante
le long des droites D, : x—ct = xg, xg € R. Soit g € R et soit ¢, : RT — R
définie par ¢, (t) = u(xg + ct,t), V¢ > 0. On a :

ou ou
SO;O (t) = c%(Io +ct,t) + E(ajo + ct,t) (i) 0.

On en déduit : ., (t) = @i, (0) = u(z0,0) = up(z0), Vt € RT, i.e. u est
constanbte le long de D,,, Vx, € R. O

Remarque 1 (Terme source). Le probleme physique peut conduire & une
équation avec terme source f € C(R x R*) au second membre :

ou  Odu .
E—%c%—f(a:,t) reR, teR
u(z,0) = up(x), xR (1.6)

olt ug € CY(R). La méthode des caractéristiques conduit & chercher les
courbes s +— (z(s),t(s)) solutions de

d .Ou . Ou

Sou@(8),t(s)) =t + a5 = fla(s), s))
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bt t

FIGURE 1.1 — Droites caractéristiques. Le cas linéaire.

avec
i—ct=0 <= x—ct = Cste.

Le choix
t=1, é¢=c t0)=0, z(0)=mx
conduit a : t = s, x(t) = ct+xp, i.e. aux droites caractéristiques = —ct = z,

o € R, le long desquelles :

u(z,t) = u(xo + ct, t) = up(xo) + /0 f(x —cs,s)ds =

= wug(x — ct) + /0 flx —c(t —s),s)ds.

On en déduit I'unicité de la solution. Inversement, on vérifie directement
que u ainsi définie est solution de (1.6) et que cette solution est classique
car uy € CH(R).

Définition 1.2.2 (Solution faible). On appelle solution faible de (1.4) toute
solution u du probleme : u € L®(R x RT) et Vi € C}(R x R, R),

//R+ (_ +C_) d‘”dH/R uo(z)p(x, 0)dz = 0. (1.7)

Proposition 1.2.2. Siu est solution classique de (1.4), alors u est solution
faible. Réciproquement, siu € C*(Rx]0, +oo[) NC(R x RT) est une solution
faible de (1.4), alors u est une solution classique.
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Théoreme 1.2.3 (Existence et unicité de la solution faible). Si ug €

L2 (R), alors il existe une unique solution faible de (1.4).

Démonstration. On va montrer que u(z,t) = ug(z — ct) est solution faible.
Par hypothese sur ug, u € L®(R x RT). Soit ¢ € C}(R x RT,R). On a :

/R/R+ ug(z — ct) (%‘p( )+ C(;))_i<x t)) dudl —

// uo(y ( (y+ct,t) + 89O(erczf,t)) dydt =
R+ 3.%‘
// +tt)+&p(+tt) dtdy =
Fubmz R+ UQ y ¢ a Y % y=
*d
= L) ([ Speto-+ ) dy = = [ wotretus o)y
R 0 R

i.e. u(x,t) = up(x — ct) est solution faible de (1.4). Il reste a montrer qu’elle
est unique. Soit v une solution faible de (1.4) et soit w = u — v. On a :

/]R/]R+ w(x,t) (%—f(w,t} + cg—i(x,t)) dedt =0, Ve eC'(RxRT). (1.8)

D’apres le Lemme 1.2.4 ci-dessous, pour tout f € C.(R x R™* R), il existe
¢ € CH(R x R™ R) solution de

dp | Op

ot te 8x =/

et on déduit de (1.8) que :

/ / w(z, 8)f(z,)dzdt = 0, Vf € Cu(R x R™,R).
R JRT

i.e. w =0 par densité de C.(R x RT* R) dans L>*(R x R™, R). O

Lemme 1.2.4 (Résultat d’existence). Pour tout f € C.(R x R** R) il
eziste p € CH(R x R™ R) t.q.

8@ &p _f
at (91:

Démonstration. Soit f € C.(R x R™ R) et soit T' > 0 t.q. f(x,t) =0, si
max(|z|,t) > T En particulier : f(z,t) =0, Vo € R, V¢t > T. On considere
le probleme :

Iy | Oy _
2 T T =f, @li=r=0. (1.9)
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On vérifie directement que ¢ définie par
T
o(x,t) = —/ flx+c(s—t),s)ds, V(z,t) e R xR™™
t

est solution classique de (1.9). De plus, si ¢t > T, alors
Vse[T,t], s>T= f(r—c(t—s),s)=0, VreR,
donc ¢(z,t) =0,Vx e R. Si 0 <t < T, alors : Vs € [t,T],
[z 4 c(s — i) = [|lz| —c|s = t[| = [z —c|s —t] = [z] —c(s — 1) =

> x| — (T —t) > |z| — cT.

Donc si |z| > (¢+1)T alors f(z+c¢(s—t),s) =0, Vs € [t,T]. On en déduit
que ¢ a son support dans le compact K = [—(c+ 1)T, (c+ 1)T] x [0, T].
0

Remarque 2. La solution faible de (1.4) a les propriétés suivantes :
1. si ug > 0 p.p., alors u > 0 p.p..
2. Hu(7t>HLP(R) = HUOHLP(R)v Vp € [17 +OO]7 p.p.t. >0

Dans la suite, on s’attachera a vérifier que ces propriétés sont conservées
par les schémas numériques étudiés.

1.3 Schémas numériques dans le cas linéaire

On considere le probleme (1.4) avec ¢ =1 :

% + % =0, u(-,0) =ug e L>*(R). (1.10)

Que sait que ce probleme admet une solution unique et que cette solution

s’écrit : u(x,t) = ug(x —t). On rappelle que cette solution est classique, de

classe C!, si ugp € C'(R), et faible de régularité L™ si ug € L>°(R). On va

chercher a approcher cete solution par un schéma numérique. Un tel schéma

est évidemment inutile dans le cas linéaire puisque la solution exacte est
alors connue, mais on commencera par ce cas pour faciliter ’exposé.
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Schéma explicite différences finies centrées

On se donne les subdivisions régulieres de pas Az > 0, At > 0, en
espace et en temps resp. :

r; =iAx, t,=nAt, i€Z, neN,

n

et on considere la suite (u]

Mn>0.ez solution du schéma numérique

n+l _ u

NI

n n
Lo Uipr — Uy

=0, W =wu(z;), i€Z, n>0 (1.11)

)

Pour tout n > 0, on note u™ = (u");cz. On a la formule de récurrence :

At
+1_ :
u; —U?—E(U?+1—U?_1)7 1€, n=>0

Proposition 1.3.1. Le schéma (1.11) ne respecte pas la positivité.

Démonstration. On suppose que u° € C}(R) est telle que : u® > 0 et

0 __ 1 si > 0,
Ui _{ 0 si i<O. (1.12)
Alors : N
1_ 2t
U AT < 0.
O

Définition 1.3.1 (Stabilité). 1. Le schéma numérique (1.11) est L>°-
stable, resp. L?-stable, s'il existe une constante C' > 0 indépendante
des pas Ax > 0, At >0 t.q. :

[0 := Sup lui| < C, ¥n >0
1

resp.
il = Qi) <€, ¥n >0
i€z
2. Le schéma numérique (1.11) est stable au sens de Von Neumann si
la suite (u™),>o construite a partir de la donnée initiale ug(x) = €™?,

p € Z, conserve les propriétés d’amortissemnt de la solution exacte de
(1.10).

Proposition 1.3.2. Le schéma (1.11) est inconditionnellement instable.
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Démonstration. Si u° est définie par (1.12), alors

0 si 1 <0,
At .
wod oA, 8 im0
I s% z =1,
1 sio@>1,
On en déduit que [[u'lloe = max (RL, |1 —535|,1) dépend des pas de

discrétisation At et Az, contrairement a |[u’|| = 1, i.e. que le schéma
(1.11) n’est pas L>®-stable. Si u® est définie par

ugz{l si i=0,

0 sinon

alors ||Jullly = 1 et

—Ab s oi=—1,
g sii=0,
i Sl sioi=1,
0 s i > 1,
et donc [Jull] = /1 +1 (%)2, d’ott on déduit que le schéma (1.11) n’est

pas L?-stable.

La solution exacte de (1.10) avec la donnée initiale u°(z) = €*, ou p € Z
est fixé quelconque, est définie par u(x,t) = ug(x—t) = @ = e~ Plyy(z),
ret donc |u(x,t)| = |ug(x)|, Vo € R. Par ailleurs, le calcul donne :

g At At
u]l _ plivAe (1 — ’LE sin(pAa:)) = (1 — ’LE Sin(pr))u?, Vj € Z.

::](Xt,A:p)

ou

2
| T (At, Az)| = \/1 + (2—; sin(pAa:)) >1 si sin(pAz) #0,

i.e. le schéma (1.11) n’est pas stable au sens de Von Neumann.
Plus généralement, on suppose que ug est 2mw-périodique. Alors ug se
décompose en série de Fourier :

400 27
up(z) = E ape avec aj =

k=—o00

— —iky Z. (1.1
o 0 u0<y)€ dy7 k€ ( 3)
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On en déduit :
—+o00
ug = Z are®IhT e 7.
k=—o00

Apres application de (1.11), on obtient :

+oo
u]l — Z ag (1 — ’LE Sin(kAx))eZk]Am, Vj - Z

k=—o00 . J/

=7k
Par récurrence sur n > 0, on en déduit :

+oo
ul = g agype™tT i e 7.
k=—o0

ou Yk, k € 7Z, est appelé le coefficient d’amplification de la kéme harmonique.

Ona:

At ?
|vk| = \/1 + (A_x sin(kAx)) >1 si sin(kAx) # 0.

On remarque que si 0 < Az < 7, alors il existe kg € N t.q. sin(kAx) # 0.
On en déduit : Vj € Z

. . At 2\"
213 > fax, 2 = la, P (1 + (S sinhoan)) ) o o0
et donc

lim |u"||3 = +oo.
n——+o0

]

Définition 1.3.2 (Consistance). On appelle erreur de consistance locale
du schéma (1.11) au point (x;,t,) la quantité :
(@i tns1) — (@i, tn) | u(@ipr, tn) — u(@iog, ty)

n — . € 7, > 0.
£; A + N , 1€ 4, nZ=

L’erreur de consistance du schéma (1.11) est alors définie par :

E(Ax,At) = max |e]].

iE€Z,n>0

Le schéma (1.11) est dit consistant si limaz as—(0,0) €(Az, At) = 0.
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Définition 1.3.3 (Convergence). On introduit I'erreur de discrétisation :

el =u(x;,ty,) —uy, Yi€Z, ¥Yn>0

K3 K3

Le schéma (1.11) est dit convergent si :

lim ||| =0
n—-+00

ol on a posé :
€ e = ma Jef]

Proposition 1.3.3. Le schéma (1.11) n’est pas convergent.

Démonstration. Soit uy € CH(R) t.q.

0 1 si i=0,
w;, = .
k 0 si i#0.
De plus :
At At
At At
uly =uly - _2Ax<u8 —uly) = N
At :
u; :u?—E(ugﬂ—u?_l):O sio1>1
At .
u; = u) — E(ugﬂ —uf )=0 si i<-1
On suppose que
At \"
= —— 1.14
= (55e) - (1.14)
uf =0 si 1>n (1.15)

Alors

n+l _ . n _
un—f—l - un—f—l - QA.Z'(un+2 - un) - 2A$un
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i.e. (1.14)—(1.15) est vrai, Vn > 0. De plus :
w(zn, tn) = up(n(Ax — At)) =up(0) =1, Vn>1,

On en déduit :

— 1#0

1
el = ua o)l = 1= 3| 22

2n

i.e. le schéma (1.11) ne converge pas pour ce choix de ug, Ax, At.

|

i—Az ! Z £-+ Az

FI1GURE 1.2 — Condition CFL : vérifiée a gauche, non vérifiée a droite

Schéma différences finies décentré amont
On considere le schéma explicite décentré amont :
A A

At Ax

4 =0, uw=ug(r;), 1€Z, n>0 (1.16)

]

Proposition 1.3.4. Le schéma (1.16) est stable sous la condition dite de
Courant-Friedrichs-Levy (CFL) :

At
= <1 1.1
Ap S (1.17)

i.e. :¥n>0,VA B >0,
A<u"< B=A<u"' <B.

Démonstration. On suppose que (1.17) est vérifié. On a :

At At At
uptt = uf — (U~ uil) = (1 - —) up + A Wie, 1€Z, nz0.
x
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On suppose qu’il existe A >0, B> 0t.q. A<u" < B. Alors : Vi € Z,

At At
utt < (1——)B—|——B:B.
! u]}) Ax Ax

et de méme :

At At
Wt > <1——) A+ 2ta-a
! (137) Ax Ax

i.e. le schéma (1.16) est stable. O
Théoréme 1.3.5 (Convergence du schéma décentré amont). On suppose
que ug € C*(R,R) et que ug, u), uy sont bornées.

1. On pose :
A = inf up(z), B =supug(x).
z€R z€R
Alors :
A<u!<B, VieZ, Vn>0.

2. Soit T > 0. Alors, il existe une constante C > 0 ne dépendant que de

Ug t.q. :
sup  |u(zi, t,) —ul'| < CT(At + Ax).
1ELNALLT
Démonstration. 1. C’est une conséquence immédiate de la Proposition 1.3.4.

2. Soit (ul')iezn>0 une suite de réels et soit (2]");ezn>0 la suite solution

du schéma numérique :

n+1 n n n
i R R T R

At As
Ona:VieZ,Vn >0,

z

=u', 1€Z n>0.

127 M oo < 12" loo + At oo < 12100 + ALY 6¥]le, Vi€ Z,
k=0

SI p? =0, Vi € Z, alors 2]' = u}, VYn >0, Vi € Z. On en déduit :
12" oo < [I2"lloo, 1 20,

i.e. le schéma est stable.
Si 2 = wu(w;,t,) —ul', Vi € Z, ¥n > 0, alors 2{ = 0 et u? coincide
avec l'erreur de consistance ' définie par :

1 1

et = () — (i ) + 5 (0, ) — 0@, 1))
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Le calcul direct montre que :

1
el = E(cht — Az)ug(x; — t,) + o(At+ Ax), VieZ, VYn>0.

d’ou on déduit que :

[e"loo < C(AL+ Az)(1 + |luglleo), ¥n > 0;
Il en résulte :
(- tn) = w'floo < ALY [l < CrALAL + Az)(1 + [|uf [l
k=0

et donc

sup_lu(-,tn) — u"flc < CT (L + [Jugllec) (At + Az).
nAt<T

[]

Remarque 3 (Décentrement). Soit le schéma explicite décentré en aval :

uzﬂ_l —um ul , —ul .
i At 3 + 1+1A$ ? :07 U?:UO(xi)7 ZEZ, nZO

At At

On suppose que : ug(z) = 0, Vo > 0. Alors : v = 0, Vi € N. On vérifie

7

directement que : v} =0, Vi € N, Yn > 0. On en déduit : V > 0,

. AL\ A\
’U/7J1r1 = (1 + E) u*l = (1 + M) 'U/(il

et donc lim,, o |u",| = +00.

Remarque 4. Si ug ¢ C(R) la donnée initiale dans (1.16) n’est plus définie.
On considere alors plutot le schéma :

n+1 n n __ ,mn
i Uy Uy T U

At At

u

L—0, iezZ, n>0o0,

N (1.18)
0 1/”2u()d ez

U, = —— .

7 A.T N ol\y)ay,
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gobly O

N \T><"><[/\\ x

10 | —— -

FIGURE 1.3 — Domaine de dépendance numérique au point (z;, ")

1.4 Le cas non linéaire

Soit f € CH(R, R) et soit ug € C'(R). On considere le probleme : trouver
u: R xRt =R, ((x,t) — u(z,t) solution de
ou 0 "
E—l—a—x(f(u))—o, u(z,0) = up(x), (z,f) e RxRT. (1.19)

Définition 1.4.1 (Solution classique). Soit f € C*(R, R) et soit ug € C}(R).
On appelle solution classique de (1.19) toute solution w du probleme : trou-
ver u € C'(R x RY) t.q.

ou 0 "
a_|_%(f(u))zo, u(z,0) =ug(x), (z,t) e RxRT.

On commence par le résultat préliminaire sur les edos.

Proposition 1.4.1. Soit 7y € R et soit f € C*(R,R). Siz : Rt — R est
solution de l’équation différentielle :

2'(t) = f(z(t), 2(0)==z0, teRT,
et si Thax > 0 désigne le temps d’existence de x, alors

Tnax < +00 = lim ||z(t)| = +oc.
Définition 1.4.2 (Courbe caractéristique). On appelle courbe caractéristique
du probleme (1.19) issue de xy € R la courbe définie par le probleme de

Cauchy :
o = f(u(z(t),t), z(0)=uzy, teR". (1.20)
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Théoréme 1.4.2 (Non existence). Soit f € C*(R,R). On suppose que f'
n’est pas constante. Alors, il existe ug € C°(R) t.q. (1.19) n’admette pas de
solution classique.

Démonstration. La méthode des caractéristiques conduit a chercher les courbes
s = u(x(s),t(s)) t.q.

d Ou . Ou
%u(x(s), t(s)) = ta + bo = 0.
Par comparaison avec (1.19), on en déduit qu’il faut avoir :
& f'(u) | _
ie.:
i —tf (u) = 0. (1.21)

Soit s+ (z(s),t(s)) solution de @ = tf'(u),  # 0. Le choix ¢ = 1 revient
a choisir s = ¢t pour parametre et alors ¢ — (z(t),t) est une caractéristique
de (1.19) au sens de la Définition 1.4.2.

Comme f € C*(R,R),ona [’ € C'(R,R) et donc le théoreme de Cauchy-
Lispschitz s’applique a (1.20). Il existe donc une solution maximale z de
(1.20) définie sur [0, Tiax | €t limy7, .. [2(t)] = 400 si Thax < +00. Par
construction :

d Ou  Ou ;o Ou  Ou 0 ou

1.e.
u(z(t),t) = Cste = u(x(0),0) = ug(xg), Vt € [0, Trax |-
On en déduit, par définition de (1.20) :

i(t) = f'(u(z(t),t) = f'(uo(xo)), WVt € [0, Tax |-

et donc
z(t) = f'(uo(wo))t + o, YVt € [0, Trnax [-

i.e. le systeme (1.20) décrit une droite issue de xq, Vg € R, et on en déduit :
Tmax = +o0.

Comme f” est non constante, il existe vy, v1 € R t.q. f'(vg) > f/'(v1). On
peut construire uy € C°(R) t.q. ug(zo) = vo, uo(x1) = vy et xg < 7 (voir
Figure 1.4.) On suppose que u est une solution classique avec cette donnée
initiale. Alors :

u(wo + f'(uo(w0))t, 1) = uo(wo) = vo, u(xy + f'(uo(r1))t,t) = up(1) = v
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Vo

z(t) = zf + f o)t
z(t) = 1 + f'(v1)t

FIGURE 1.4 — Droites caractéristiques. Le cas non linéaire.

Soit T'> 0 t.q. zo + f'(uo(x0))T = 21 + f'(ue(x1))T =: 7, i.e.

1 — To

L= Pl o)

W@, T) = u(zo + f(uo(x0))T, T) = up(z0) = 0o
w(Z, T) = u(xy + f(ug(x))T, T) = up(x1) = vy

ce qui contredit vy # vy.

19
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Définition 1.4.3 (Solution faible). Soit ug € L>(R) et soit f € C*(R,R).
On appelle solution faible de (1.19) toute solution du probléme :
u€ L®R x RT) t.q. : Vo € C(R x R, R),

trouver

/R/]R+ <u($,t)%—f + f(u(m,t))g—i) dzdt + /Ruo(m)go(x,())dx =0. (1.22)

Le Théoreme 1.4.2 montre qu’'une solution faible de (1.19) perd sa
régularité le long des droites caractéristiques, par exemple a l'intersection de
deux telles droites. La Proposition 1.4.3 ci-dessous précise le rapport entre
solution faible et solution classique. En particulier, elle montre qu’une solu-
tion de (1.19) qui serait classique en-dehors de ses droites caractéristiques
est globalement une solution faible.

Proposition 1.4.3. Soit f € C*(R,R) et soit ug € C(R,R).
1. Toute solution classique de (1.19) est une solution faible de (1.19).
2. Siu € CHRxR™ R)NC(RxRT,R) est une solution faible de (1.19),

3.

alors u est une solution classique de (1.19).

Soit o € R. On pose :

Dy ={(z,t) ERxR" |z < ot}, Dy={(z,t) eERxR" |z > ot}
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Soit u € C(R x R*,R) vérifiant : u|p, € C'(D;,R), i € {1,2}, et u
vérifie (1.19) en tout (z,t) € D;, i € {1,2}. Alors u est une solution
faible de (1.19).

Démonstration. 1. Soit u une solution lassique de (1.19) et soit ¢ €
CHR x R,R). On a

//]R+ (@ D) “dwdH/ R+ax(f(u(x,t)))go(x,t)d:pdt:0.

On applique le théoreme de Fubini et on integre par parties :
ou 0
0= = (@, t)e(z, t)dtdr + - (f(u(z, 1)) p(z, t)drdt
R+ 315 R+ 833

//[R+ :vt xtdtdm /R+/f (2,1)) xt)dwdtJr/R o(z)p(z, 0)dz,

car supp(p) C R x R est compact.

2. Soit u € CHR x R™, R)NC(R x R*,R) une solution faible de (1.19).
On a suffisamment de régularité pour integrer par parties dans (1.22),
dans un premier temps avec ¢ € C}(R x R™ R), ce qui donne :

/]R/]R+ \(% + %(f(U(w, t))))so(x,t)dxdt =0, VeeC'(RxRY™ R).

cC(RxR+ R)
Par densité de C}(R x R™ R) dans C(R x R™ R, on en déduit que
ou 0
ey 2 - R x R**.
T + agc(f(u(zlr,t))) 0 dans X

On integre & nouveau par parties dans (1.22) avec ¢ € C}(R x R, R),
ce qui donne :

/( o(z)—u(z,0)p(x,0)dr— //]R+ (@ 82 f(u(m,t))))@(x,t)dxdt—o.

-~

=0

On en déduit :

/ (uo(x) — u(x,0))p(z,0)dz =0, Ve e Cl(R x R,R)

(.

€C(R,R)

Par densité de C!(R,R) dans C(R,R), on en déduit que u(x,0) =
up(z),Vxr € R. Donc u est une solution classique de (1.19).
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D, D,

FIGURE 1.5 — Domaines D; et Dy

3. Soit u € C(R x R, R) vérifiant (1.19) en tout (x,t) € D;, i € {1,2}.
Soit ¢ € CH(R x R, R). Soit o € R. On suppose o < 0 (voir figure 1.5)
pour fixer les idées. Le cas o > 0 se traite de la méme fagon. On a :

/R/R+ (“g_f el )&0) dde/R o(2)p(x,0)da =
B Z/ ( )g_i) dxdtJr/Ruo(x)@(x,O)dx —

1=1,2

-y / ( ))jodxdw /R o) (x, 0)da+

1=1,2

oy / e + S

1=1,2

ot V%, i € {1,2}, désigne le vecteur normal unitaire le long de 9D,
orienté vers I'extérieur de D;. On pose :

(1)
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Alors : v = =12 = v le long de la droite = ot et la continuité de

ugp, resp. f(u)p, entraine : up|op,nfe=ot} = UP|oDN[2=0t} = Ulz=ot,
resp. f(u)@lopin{z=oty = f(W)Plopsnfz=oty = U|z=o¢. Il en résulte :

2 / (upv; + f(w)pv;)doy = 0.
aD;N{x=0t}

i=1,2

Il reste :

3 / (upvit f(w)pvi)dos = 3 / (wpvitf(u)p v )do,
1=1,2 0D\{z=0t} i=1,2 oD;N{t=0} \:/0'/

:—/Ru(x,O)cp(w,O)d:U: —/uo(x)go(x,O)dx.

R

Finalement :

/]R/]R+ <ua8_f + f(“)g_i> dxdt + /Ruo(x)QO(x,O)dx =

= —/Ruo(x)go(x, O)dx—i-/uo(:c)go(x,())dx = 0.

R

[]

La démonstration du Théoreme 1.4.2 a montré qu’'une solution de (1.19)
perd sa régularité a l'intersection de deux droites carcatéristques. En de
tels points, le théoreme d’existence et d'unicuté de Cauchy-Lipschitz ne
s’applique plus au systéme des caractéristiques (1.20) et donc en particulier,
on peut s’attendre a ’existence de plusieurs solutions faibles. Un exemple
de non unicité de la solution faible est donné par I’équation de Burgers qui
s’écrit : 5 5

U 2
o " a(u )

On complete (1.23) par une donnée initiale ad hoc permettant de déterminer

= 0. (1.23)

analytiquement les solutions du probleme de Cauchy associé aux caractéristiques

qui sont les droites :
x — 2up(wo)t = x9, x9 €R
ou on choisit :

Jug st >0,
() = { ug, si x <0, (124)
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avec uq,uy; € R. On suppose u, < 0 < ug. Alors la méthode des ca-
ractéristiques donne :

u(z, t) = ug S x — 2ugt <0,
U ug st —2u,t >0,

A priori, u(z,t) n'existe pas si x — 2u,t < 0 et © — 2uqt > 0. D’apres la
Proposition 1.4.3, on obtient une solution faible en posant :

(

ug Si x — 2ugt <0,
x .
u(z,t) = 5 S T- 2uqt >0 et x—2u,t <0,
[ Uy s1 x —2ugt >0,

On peut aussi chercher une solution faible sous la forme

Jug stz <ot
u(a:,t)—{ud si x> ot

ou le parametre o € R reste a choisir. mais alors le critere de la Propo-
sition 1.4.3 ne s’applique plus puisque la solution u est discontinue sur la
droite # — ot = 0. Apres report dans (1.22), on obtient, Vo € C} (R x R, R),

Op / Op / Oy
Uy——dxdt + Ug—dxdt + fluy)=—dxdt+
/{‘$<Ut} ! ot {z>0ot} ! ot {z<ot} ( 9) Ox

asp 0 +o0
—l—/ fuqg)w—dzdt + / ugp(z,0)dx +/ ugp(x,0)dx = 0.
{z>ot} Ox —00 0

On remarque que la normale a la droite x — ot = 0 admet pour vecteur
directeur (non unitaire, masi la relation est linéaire) v € R? de composantes
v, =1, 1y = 0. Soit ¢ € C1.(R x R** R). Alors ¢(z,0) =0, Vo € R et on
a:

“+o0
U a—SDdxdt + udaidxdt = ulp(ot, t)vdt =
g
{z<ot} ot {z>0ot} ot 0

“+00
— —(Ud - ug)a/ go(at, t)dt
0

+o0
/{Kot} f(ug)g—idxdt + /{Dat} f(ud)g—ida:dt = /0 [f(w)]o(ot, t)vpdt =
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+o0
= (f(ua) — f(ug))/ o(ot, t)dt.
0
Il en résulte : Vi € C}(R x RT™ R),

0= —tua=w)o [ elot )i+ (1) = Fu) [ slott

ie.

o(ug — ug) = f(ua) — f(ug). (1.25)
La relation (1.25), appelée condition de Rankine et Hugoniot, donne pour
flu) =u:

0 = Uq + Uyg,

et fournit la solution faible :

ouy osiox < (ug 4+ ug)t,
u(x,t) o { Udq si x> (Ug +Ud)t. (126)

Néanmoins, parmi les solutions faibles, on peut distinguer une unique
solution dite entropique.

Définition 1.4.4 (Solution entropique). Soit ug € L>*(R) et soit f €
C(R,R). On dit que u € L>®°(R x R™) est une solution entropique de (1.19)
si pour toute fonction n € C!(R) convexe appelée entropie et pour toute
fonction ¢ € C!(R) t.q. f'n’ = ¢ appelée flux d’entropie on a :

/R/R+(n(u)?9_f+¢(“)g_i) " /R"(“O)‘P(% 0)dz >0, Ve eCHRxR,R").
(1.27)

Théoréme 1.4.4 (Kruskov). Soit ug € L*(R) et soit f € C1(R). Il existe
une unique solution entropique de (1.19) au sens de la Définition 1.4.4.

Proposition 1.4.5. Toute solution classique de (1.19) est une solution
entropique.

Démonstration. Soit u une solution classique de (1.19). Soit € C*(R)
convexe une entropie et soit ¢ € C*(R) t.q. ¢’ = f'n’. Soit ¢ € CH(R xR, R).

On a:
/R/R+ (77(”)?9_? + d)(“)g_i) dxdt + /Rn(uo)go(x, 0)da =

—/}g(uo)gp(a:,O)da: — /R/R+ (n'(u)% + qb’(u)%) pdxdt+
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, ou . ou
—l—/Rn(uo)gp(x,O)dx W —/R/]R+ n (u)(a +f (u)%) odxdt.

J/

~~

]

Proposition 1.4.6. Toute solution faible entropique de (1.19) est une so-
lution faible de (1.19).

Démonstration. On remarque que n € C'(R) définie par : n(x) = z, Vr €
R est convexe, donc une entropie. Alors ¢ = f € C'(R,R) est une flux
d’entropie associé. O

On déduit de la Proposition 1.4.5 et du Théoreme 1.4.4 de Kruskov
que si (1.19) admet plusieurs solutions faibles et si 'une d’entre elles est
réguliere, alors cette derniere est nécessairement la solution entropique. En-
fin, la caractfisation suivante, que l'on admettra, est souvent utilisée en
pratique.

Proposition 1.4.7 (Entropies de Kruskov). Si ug € L¥(R) et si f €
CY(R), alors u € L®(R x R") est une solution entropique de (1.19) au
sens de la Définition 1.4.4 ssi pour tout k € R, la caractérisation (1.27) des
solutions entropiques est vérifiée avec l’entropie n,, définie parn.(s) = |s—k|
et le flux denbtropie associ€ ¢, défini par :

Or(u) = max(f(u), k) —min(f(u), k), Vue€R.
Remarque 5. Dans la Proposition 1.4.7, 'entropie 7, n’est pas de classe C*.

Proposition 1.4.8 (Estimation L*>). Soit ug € L*(R) et soit A,B € R
t.q A < wug < B p.p. Soit f € CHR). Alors la solution entropique u €
L>®(R x RT) de (1.19) vérifie : A <u < B p.p.

Cette propriété est fondamentale dans les problemes de transport et il
est donc important qu’elle soit conservée par les schémas numériques.

On termine cette Section par un résultat sur les solutions du probleme
de Riemann dont on s’est servi d’ailleurs pour montrer la non unicité des
solutions faibles de (1.24).

Définition 1.4.5 (Probleme de Riemann). Soit f € C!(R). On appelle
probleme de Riemann avec données ug,uq € R le probleme : trouver u
solution de :

ou 0

E%—%(f(u))zo, reR, t>0,

Juy st <O,
u(x,O)—{ud si x>0,

(1.28)
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Lorsque f est convexe ou concave, alors les solutions de (1.28) se cal-
culent facilement. En effet, on peut montrer :

Proposition 1.4.9. Soit f € C'(R,R) strictement conveze et soit ug, ug € R.

1. Siug < ug, on pose :

_ )
[u]

Alors, la fonction u définie par :

Joug stox <ot
u(e,t) = { ug st x> ot, (1.29)

vee [ul =g —uy  [F)] = Flua) = Fuy).

est l'unique solution entropique de (1.28). Une solution de la forme
(1.29) est appelée une onde de choc.

2. Siug < ug, alors la fonction u définie par :
u, si v < f'(ug)t,

u(z,t) =< uqg si x> f'(ug)t, (1.30)
€ st x=f(t avec uy <& <wuy

est lunique solution entropique de (1.28). Une solution de la forme
(1.30) est appelée une onde de détente.

Démonstration. 1. On cherche une solution u sous la forme (1.29). Le
méme raisonnement que pour (1.25) montre que nécessairement :
_ [f(w)
[u]

la méthode des caractéristiques fournit la solution :
u(z,t) = uo(x — f'(ug(zo))t), V(x,t) € R x RT

e u(x,t) = uo(r — f'(ua)t) resp. u(z,t) = ug(x — f'(u,y)t) le long
des caractéristiques issues de xg > 0, resp. g < 0. Comme f est
strictement convexe, f’ est strictement croissante, et donc les deux
caractéristiques issues de xg = 0 ont pour pentes respectives f’(ug) <
f'(ug). On en déduit que u vérifie :

Joug stz > fug)t,
w(,t) = { u;l siox < f(ug)t.
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Il reste a définir u(z,t) pour f'(uq)t < x < f'(uy)t, t > 0. De I'hy-
pothese uy < u, on déduit que u(x,t) peut prendre les deux valeurs ug,
ug si f'(ug)t < < f'(ugy)t, t > 0, i.e. qu’il existe une infinité de possi-
bilités pour u. On discrimine en retenant la valeur o ci-dessus compa-
tible avec la caractérisation des solutions faibles. La stricte convexité
de f entraine :

Flug) = f(ua)

flug) > f(ua) + (ug — ua) f'(ua) T T T f'(ua)
) > )+ g ) () = = = LT g

— o0 < f'(uy)
Finalement :
fllug) <o < f,(ug)
et on peut prolonger u par continuité le long des caractéritiques x —
f(ug)t =0 et x — f'(uy)t =0 en posant :

(i, t) = ug, sl x < ot,
’ ug S1 x> ot.

Il reste a vérifier que u est la solution entropique. Soit n € C*(R)
convexe et soit ¢ € C1(R) t.q. ¢ = f'n'. Soit p € C*(R x R,RT).
Apres intégration par parties on obtient :

4/}% (U(U)g—f + ¢(”)g_i) dxdt + /ﬂ&ﬁ(uo(ﬂf))s@(x, 0)dz =

— o]+ ol [ plot it > .

-~

20 N ~~ g
Lemme 1.4.10 >0

. On remarque que par convexité stricte de f € C(R), f’ est continue

et strictement croissante donc inversible. En particulier : uy < uq =

f'(uy) < f'(uq) Par la méthode des caractéristiques, on obtient la

solution : . /
(o, ) = ug siox> f/(ud)t,

ug siox < f'(ug)t.

Il reste a définir u(z, t) pour f'(u,)t < x < f'(uq)t,t > 0. On proilonge

u par continuité le long des caractéristiques x = f'(uq)t et x = f'(uy)t

en posant :

u(z,t) = f'* (%) si fllug)t <x < f(ug)t, t>0. (1.31)
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Il reste & vérifier que u est la solution entropique. Soit n € C!(R)
convexe et soit ¢ € C'(R) t.q. ¢ = f'n. Soit p € C*(R x R,R™).
Apres intégration par parties on obtient :

/R/R+ (n(“)aa_f +é(u) gw) dxdt + /Rn(uO(:r:))w(:c, 0)dz =

i

ou ou
/ !
_ n@O(—+f@W—>ﬂ%ﬂWﬁ=
/ /{f’(ug)t<w<f’(uoz)t} ot Ox

- //{f’<ug>t<x<f'<ud>t} v (% (= <%> (_t% + fl(“%) p(z,t)dzdt =

d
:_// U <§> <—£+f'(U)>s0(x,t)—xdt:0
{f' (ug)t<e<f'(ua)t} t %t,—/ t

(1.31)

z=1mx

FIGURE 1.6 — Probleme de Riemann pour I’équation de Burgers.

Lemme 1.4.10. Soit a < b, soit f € C*(R) et n € C'(R) des fonctions
convezes et soit ¢ € CL(R) t.q. ¢ = f'n'. Alors :

(b—a)(o(b) — ¢(a)) = (f(b) — f(a))(n(b) —n(a)).

Démonstration. On a :

¢@—m@=/wmm:/fwwmm
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donc :

b b
- / £(@) 0 ()~ ()1 () / @) (2)de, Wy € [0,

On integre par rapport a y :

w-ao)-s@) = [ [ @@ [y [ =

b b
- / / F1(@)(f (@) — ' (y))ddy + () — n(@)) (F(b) — £(a)).

avec, par convexité de n et f :

/ / T ~)dedy = //{Ky} —1'(y))dxdy+
//{x>y} ’ wdxdy

// y))dzdy + // —n'(y))dzdy =0
{z<y} {z>y}

donc

(b—a)(d(b) — ¢(a)) = (n(b) —n(a))(f(b) — f(a)).

1.5 Le cas non linéaire : schémas
numériques

Soit ug € L>®(R) et soit f € C'(R,R). On cherche une approxima-
tion numérique de la solution entropique de (1.19). On utilise les mémes
notations que pour le schéma (1.18). On note f, ~ f(u(z;;1,t,)) Vap-

2

proximation du flux numérique. On considere le schéma :

4 n n
ultt —u? fz‘+— fit

7/7,

At Ax

=0, 1€Z, n>0,
(1.32)
o L [Tid :
u; = — up(x)dx, i €Z.




30 CHAPITRE 1. EQUATION DE TRANSPORT

dans lequel fl’i , reste a définir. Un premier choix possible est le schélma
2
centré :

it3 9

dont on a vu qu’il est a proscrire puisque, dans le cas linéaire, il est instable.
On va s’intéresser aux schémas les plus simples a trois points, i.e. dans
lesquels I’équation associée a l'inconnue u fait intervenir les trois inconnues
discretes )y, et ul', © € Z. Le flux numérique s’écrit sous la forme fi’f% =

g(u?,u?,,). Un bon schéma est obtenu en choisissant un flux monotone au
sens suivant.

Définition 1.5.1. Une fonction g : R* — R est un flux monotone pour la
discrétisation de (1.19) si :

1. g est consistante par rapport a f, i.e. g(u,u) = f(u);

2. (z1,72) — g(x1,29) est croissante par rapport a la variable x; et
décroissante par rapport a la variable s ;

3. g est lipschitzienne sur [A, B] ou A = infg uy et B = supy uo.

Remarque 6 (Flux monotones et schémas monotones). Si le shéma (1.32)
est a flux monotone et s’il vérifie la condition de CFL, alors on peut
montrer qu’il est monotone, i.e. qu’il peut s’écrire sous la forme u?“ =
H(u?_y,u},up ;) o H est une fonction croissante de chacun de ses trois
arguments.

Cas ou f est monotone

Pour illustrer le choix de g, on suppose par exemple que f est crois-
sante. Un choix tres simple consiste alors a prendre g(uf},u? ;) = f(u}).
Alors : g(u,u) = f(u), Yu € R, i.e. g est consistante par rapport a f. Par
construction :

g(z1,22) = f(z1), V(z1,22) € R?

i.e. g est croissante par rapport a la variable z; par hypothses sur f, et mna-
nifestement décroissante par rapport a la variable zy. Soit z,y € [A, B]%

On a:
s !f’(t)|dt‘ <

1

l9(x) —g(y)| = |f(z1) — f(n)] =

! f’(t)dt’ <

T

< |z =yl sup || < Cllz =y sup | f'] < 400
[A,B] [4,B]
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ou C > 0 est une constante ne dépendant que du choix de la norme || - || de
R? i.e. g est lipschitzienne sur [A, B]. Le schéma résultant est dit décentré
amont et s’écrit :

up = f () — fuy)

=0, 1€Z >0
AT A creh n=h
1 [Tl
U?ZA_x m_t uo(x)dz, 1€ Z

2

On vérifie directement que dans le cas linéaire on retrouve le schéma décentré
amont (1.18).

Schéma a décomposition de flux

Le schéma a décomposition de flux (flux splitting) est caractérisé par
le choix f = f; + fo ou fi, resp. fo, est croissante, resp. décroissante.
Alors on pose : g(ur,uz) = fi(ur) + fa(uz), Yu = (uy,uz) € R?, et alors :
g(u?,uﬁrl) = fl(u?) + fQ(U?—H)v Vi € Z’ n > 0.

Schéma de Lax-Friedrich

Le schéma de Lax-Friedrich consiste a modifier le schéma centré de facon
a le rendre stable en posant :

(f(ui') + fuil) + Duf' — i)

DN | —

n = gl ) =

ou D > 0 est suffisamment grand pour que (uy,us) = (u1,uy) soit crois-
sante, resp. décroissante, par rapport a u, resp. us.

Schéma de Godunov

Le schéma de Godunov est un des plus connus et il a inspiré de nombreux
autres schémas. Le fux numérique du schéma de Godunov s’écrit :

f(u) si f'(u) >0,
g(u,v) = wr(0,u,v) :=< fof~0) si f'(u)>0 et f(v)>0, (1.33)
f(v) si f'(v) <O.
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On montre que le flux de Godunov (1.33) vérifie les conditions de la Définition 1.5.1.
Pour le voir on montre que le flux de Godunov s’écrit (Ezercice) :
min  f(§) si ul <uly,
el | (€) 't
g(ui, uilyr) =
max f(§) si ul, <ul,
e (€) '
Théoréme 1.5.1 (Stabilité et convergence). Soit (u})iczn>0 la suite définie
par le schéma numérique :

—“?+1_“?+—1((” r) =gl ) =0, i€Z, n>0
wu,;, , U, — u,; u,; = 7 n

At AfL’ gl , i+1 glU;_q, Uy ) ) - Y
uj = uo(zy), icZ

On suppose que g est un flux monotone au sens de la Définition 1.5.1 et
lipschitzienne de constante M sur [A, B] avec

A =infuyg, B = sup up.
R R

On suppose de plus que
a1
S Az S oM
Alors le schéma est stable en temps fini et converge vers la solution du
probléme (1.19). De plus :

0

A<u! < B, YieZ, VYn>0.
Démonstration. On pose : V(z,t) € R x R,

oty = UB AAti —ulz, t)—i—ﬁ(g(u(a:, B, u(a+-Az, 1) —g(ulz—Az, 1), ulz, ).

Soit (z,t) e Rx R*. On a :

gu(z,t),u(z + Az, t)) = f(u(z,t)) + Amaa—iz o (u,u)% + O((Ax)?)
g(u(z — Ax,t),u(z,t)) = f(u(z,t)) — Axaa—jl o (u, u)g—z +0((Ax)?)

d’ou :

_ Ou dg dg ou
8(1‘,t) = a (8_u2 + 8_’&1) o (u, U,)% + O(At) + O(AZL‘)

. 7

=g 9(uu)=f(u)
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- % i %(f(“(‘”’t))) +O(At) + O(Az) = O(At) + O(Ax).
(119)

Il en résulte :

el i=e(xy, t,) = O(At) + O(Az), Vi€eZ, VYn>D0.

(2

On en déduit 'erreur de consistance :

E(Az,At) ;== sup [e]'] = O(At) + O(Ax).

I€Zn>0

n

Soit (p')iez,n>0 une suite de réels > 0 et soit (27");ezn>0 la suite définie par

le schéma :
T+ E <g(zl 7’Zi+1) _g(zifhzi )) =l;, 1E Z’ n >0,
D eR, i€
(1.34)
On pose :
At
H(u7vyw) :U—A_(Q(U;'w)—g<u,v))7 vu;’U,U}GRj
T

de sorte que le schéma (1.34) se réécrit :
2= H(2 20 2 + A, i€ Z, n>0.

La fonction H est croissante par rapport a chacune de ses variables. En
effet : Vu = (ug, ur, uz) € R?, Vo = (vg, vy, v9) € R3,

H (ug, v1, ug) — H(ug, w1, up) _ 1—1—& _Q(Ulauz) — glu1, uz) I g(uo, v1) — g(ug, u1)
v — Uy Az . v — Uy N vl — Uy
>0 <0
At At

>14+—(—M-M)=1-2M—>0
S Aw( ) AV

H(vo, ur, ug) — H(ug,t1,u) _ At f n g(vo, 1) —g(uo,wr) | _

Vo — U Az . Vo — U ’

-~
>0
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H(Uo,ul,’l)g) — H(Uo,ul,UQ) . At

Vg — Us Ax

g(ubvz) - g(ul,uz)
Vg — U9

+0] >0

(. S/

<0
On en déduit : Vi € Z,
g = H(z)ly, 2, 2+ At < H([12%loo [12%0l0s 12°|o) +A 1 ]loo = 127 oo At 1o
et

5= H(zly, 2 200) + At > H(= 1120, =[12°lloe, —[12°lloe) — Atll°lloc

~[12°lls0 — Atll "l
ie ]2 oo < 12%00 + At][12°]| 0. On suppose que :

n—1
127 loo < 1120100 + A Y [l ]loc = Chn
k=0
Alors :
= H(2y, # 2) + At < H(Cy, Co, C) + At o0 =
= Ch 4 At oo = 1200 + ALY (114l
k=0
et
A = H(zy, 27, 2) + At > H(=C, =Ch, =C) = At "o =
= —Co = Ao = ~ 112l — AL 16"
k=0
ie. :

n
12" oo < 12°]l00 + Atz HNICHOO'

k=0
Sip? =0, alors 2" =, Vi € Z, Vn > 0, et alors :

" Hloo < f[eloc, Y1 20,

i.e., le schéma est stable.
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Si 2" = u(w;,t,) —ul =: e, alors ' = & = O(At + Az), Vi € Z,
Vn > 0, et alors :

n—1

le"loo < CALY (At + Az) = nAt(AL + Ax)

k=0

ie. :
sup < CT(At+ Az), VT > 0.

nAt<T

]

Remarque 7. Sans I’hypothses de monotonie sur g, on peut seulement mon-
trer que le schéma est convergent quand A — 0. Plus précisément : Vi € Z,

Vn > 0,

|Zi H_Ui +1| < |Zi —Uy; ’+H<|2i+1_ui+l‘+2lzi —Uy; |+|Zifl_ui71|)+At|Mz’ |
AMALY i
< (1+ )nz e A
AM At
= = < (1 20 ) 1 =+ Al
AMAL\ " n AMAL\*
< 1 0_ 0 - At 1 n—=k -
<(10750) Pl ards (14 ) e

=0
(1.34)

Si 2" = u(x;, ty,), alors ul = e et on note e = 2" — ! 'erreur de conver-
gence en (x;,t,), Vi € Z, ¥Yn > 0. On en déduit :

14+ AMAt\™ 1
le" oo < CAL <( ﬁ/fAt) (At + Ax)

Az

C At AMT
= su €| < —(Ax)? 1—|——>6Aw, VT > 0.
sl < (A0 ( ~






Bibliographie

[1] Thierry Gallouét, Raphaele Herbin. Analyse numérique des
équations aux dérivées partielles. Master. Marseille, France. 2011.
(https ://cel.hal.science/cel-00637008v2) Chapitre 5.

2] Lionel Sainsaulieu. Calcul Scientifique. Cours et exercices corrigés pour
le second cycle et les écoles d’ingénieurs, Masson, Paris 1996. Cha-
pitres 1.4 et 2.5.

[3] Brigitte Lucquin, Olivier Pironneau. Introduction au calcul scientifique.
Masson, Paris, 1996. Chapitres 1.6 et VII.J

[4] Alfio Quarteroni, Riccardo Sacco, Fausto Saleri Numerical Mathema-
tics. Springer, Berlin, 2007. Chapitres 13.5 a 13.8

[5] Alfio Quarteroni, Riccardo Sacco, Paola Gervasio Calcul scientifique.
Springer, Milan, 2010. Chapitres 8.3.1 et 8.5.2

37






Chapitre 2

Equation de Laplace

2.1 Modélisation

Dans R" on considere la variation d’une quantité telle que la température
T sous 'effet de forces volumiques de densité f en I'absence de tout champ
de vitesses (par exemple, la chaleur n’est pas mue par un champ de vitesses).
Autrement dit, I’énergie du matériau considérée se réduit a son énergie po-
tentielle de la forme 3||VT||? dont la force associée dérive d’un potentiel,

soit VT (loi de Fourier) Si V est un volume quelconque fixe, la force vo-
lumique fy = fv x)dS) compense exactement le flux a la frontiere de V/
d’origine potentielle :

fo=—|[ VT-d8

ov

ol cﬁ est la normale extérieure a V' le long de V. On en déduit :

/f(x)d V7 .dS cﬁ — —/dw:
1% v v * Stohes 1%

/ div( VT dS) = / ATdS.
VA/_/

Ceci est vrai pour tout volume V' C R" suffisamment régulier donc
f=—-AT dans R"

Définition 2.1.1 (Laplacien). Dans R" on appelle Laplacien I'opérateur :
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dit elliptique car sa transformée de Fourier

FA)E) =& +&

est le terme principal de I’équation d’une sphere et plus généralement d’une
ellipse. Du fait de sa symétriel le laplacien estr le modele des pratuers
elliptiques :

T ;az(m)ﬁ_xf

2.2 Le Laplacien comme opérateur non
borné

Soit 2 C R™ un ouvert connexe, borné ou non. L’opérateur A est bien
défini au sens des distributions sur L*(Q) :

(Au, p) ::/uAgodm, Vo € D(Q)
Q

mais il n’opere pas dans L?*(€2). Pour remédier & cela, on utilise la notion
d’opérateur non borné.

Définition 2.2.1 (Opérateur borné). Un opérateur A : H — H défini sur
un espace de Hilbert H est dit borné s’il est continu, i.e. s’il existe une
constante C' > 0 t.q.

[Az[| < Cllzf|, Vz € H.

Un opérateur non borné est défini, en général, sur un sous-espace D(A)
dense de H. Un opérateur non borné est donc une application linéaire A :
D(A) — H. Si A est un opérateur a domaine dense D(A), on définit D(A*)
comme l’ensemble des vecteurs ¢ € H pour lesquels il existe un vecteur
¢ € H vérifiant :

Vi€ D(A), (A, ) = (¥, ¢).

Pour tout ¢ € D(A*), domaine de I’adjoint, on note A*p = ¢’. Par densité
de D(A), ¢’ est défini de fagon unique. Un opérateur A sur H est dit-auto-
adjoint si D(A*) = D(A) et A = A* sur D(A). Malheureusement, dans
beaucoup de cas intéressants, D(A*) est beaucoup plus petit que D(A),
voire est réduit a {0}. Avec ces notations, on pose :

D(=A) = {ue L¥Q) | — Au e LA(Q)}.
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On remarque que pour tout u € D(—A), on peut définir la trace u|sq et la

dérivée normale Ou le long de 02 en posant : Y € C*(Q),

on
/ uaida— @goda = /(—Au)godx+/uAgpdx, ol ¢ =iV
90 on 90 on Q Q on

L’adjoint de —A est bien défini quand il est associé a une condition sur le
bord de type Dirichlet, resp. Neumann,

Proposition 2.2.1. Les opérateurs —Ay et —A,,, définis par :
D(=Ay) ={u € L*(Q) | Au € L*(Q) et u|gq = 0}
et - —Aqu = —Au, Yu € D(—A,), resp. :

D(-A,) ={uec L*(Q) | Aue L*(Q) et g—z =0}

et : —A,u = —Au, Yu € D(—A,,), sont auto-adjoints et positifs.

Démonstration. On a les égalités :

/Q(—Aumdx _ /Qu(—Ago)dx, Y, € D(—Ay)

Le. (—Ay)" = —Ay, resp.

/(—Au)npd:c :/u(—Aw)dx, Yu,p € D(—A,)
Q Q
Le. (A, = —-A,.

De plus, si u € D(—A), on prolonge u € L*(Q) et —Au € L*(Q) par 0
dans R™ \ ©. On en déduit alors :

st = [ FERF@ = [ PR ©FE > 0

i.e. —A est un opérateur positif. n

Corollaire 2.2.2. Le spectre de ['opérateur —Ay, resp. —A,,, est formé
d’une suite de valeurs propres (A\")gs0 € RV, resp. (A )iz € (RTY,
sans point d’accumulation a distance finie, t.q. limg_, 1o A,gd) = 400, resp.

limg 4 oo )\;n) = 400, et les vecteurs propres correspondants forment une

base hilbertienne de L*().
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Démonstration. C’est une conséquence (admise) de la théorie des opérateurs
auto-adjoints positifs. O

L’exemple le plus simple de la situation décrite dans le Corollaire 2.2.2
s’obtient en dimension n = 1 d’espace. On pose Q2 =|0, L] avec L > 0 et on
considere ’équation :

—u" —Au=0, u(0)=u(L)=0.

Par le calcul, on trouve directement que les valeurs propres sont les réels :

A—<kl)2>0 k>0
k — L - Y -

de vecteurs propres associés :
km
t— wy, (t) = sin (f) , k>0.

On vérifie que la suite (wy,)g>o est une base hilbertienne de L*(0,T).

Remarque 8. L’analyse ci-dessus se généralise au cas du probleme de Diri-
chlet (resp. de Neumann, et d’autres) dans un ouvert €2 borné. Pour évaluer
le comporteme,nt asymptotique des valeurs propres on introduit la fonction
de comptage :

N = 4{ <A}, VAER.

Ces valeurs propres apparaisent de maniere fondamentale dans les équations
de propagation des ondes et de la chaleur sur un ouvert 2.

Elles apparaissent aussi en théorie des nombres. Si {2 est un carré de
coté 1, alors les fonctions propres et les valeurs propres du Laplacien sont
donnés par :

Wy, . (x,y) = sin(nrz) sin(mry), Apm = (0*+m*)7°, n,m > 0.

L’évaluation de N(A) dans ce cas est bien un probleme de théorie des
nombres : compter le nombre de points a coordonnées entieres contenus
dans un cercle de rayon v/, A > 0. On démontre que :

N(\) = Z—j +o(VX), VA>0.
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2.3 Formulation variationnelle

Introduction et formalisme

Soit Q2 C R™ un ouvert borné de R™ et soit f € L?(2). On considere le
probléme aux limites : trouver u solution de (2.1)

u—Au=f dans €, u=0 sur 0. (2.1)

ce qui, avec les notations de la Section 2.2, se réécrit : trouver u € D(—Ay)

t.q.

D’apres le Corollaire 2.2.2, I'opérateur I — Ay est inversible et le probleme
(2.1) admet u := (I — Ay)~' f pour unique solution dans D(—Ay).
Par multiplication de (2.1) par v € D(2), on obtient : (2.2)

/(m+ VuVv)dz = / fodz, Yv e D(Q). (2.2)
JQ P Q

-~

=:((uw,v))

ce qui peut s’interpréter comme la résolution d’un probleme de représentation
d’une forme sesquilinéaire par le théoreme de représentation de Riesz. Pour
cela, on introduit :

HY(Q) = {ve L*Q) | Vve L*(Q)"}

L’espace H'(Q) muni du produit scalaire ((-,-)) est un espace de Hilbert.
On remarque que la relation :

gﬁ-ﬁudx:—/div gﬁudx—i—/ n-@gudo, YgelC@(Q)"
/ i@t + [ -5 ©
—on
permet de définir les valeurs de u € H'(Q) sur 99, ce qui permet de définir
le sous-espace :
Hy () = {v e H(Q) | v|on = 0}.

Proposition 2.3.1. Le sous-espace H} () est fermé dans H'(S).

Démonstration. Soit (ug)gso0 € HF ()N t.q. up — w dans H(Q), i.e. :

k—+o00

u, — u et Vu, — Vu dans L*Q).
k—4o00 k—+o00
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Alors : Vg € C>*(Q)",

/ - Vupds — g - Vudz,
Q

d’une part, et

/gﬁ-ﬁukdx: —/div(gﬁ)ukdx — —/div(gﬁ)udw
Q 0 0

k—4o00

d’autre part, d’ou on déduit que :
/ ppudo =0, Y e Q)"
o0

ie.u=0sur 9Q et u € H)(Q). O
On admettra le résultat de densité :

Proposition 2.3.2. Le sous-espace H} () de H*(2) coincide avec l'adhérence
de D(Q) pour la norme || - || de H*() :

1

D) = H)() ¢ H(®)

Proposition 2.3.3. Le probléme (2.1) admet une unique solution u €
Hy(92)

Démonstration. Compte tenu de (2.2) et de la Proposition 2.3.2, on est
ramené a résoudre : trouver u € Hi(Q) t.q. :

woe H(Q), ((uv)) = /Q frda. (2.3)

On remarque que ¢ : v fQ fvudx est une forme antilinéaire continue
sur H'(Q)). D’apres le Théoréme de représentation de Riesz, il existe un
unique w € HY(Q) t.q. : L(v) = ((w,v)), Yv € HY(Q). Soit P la projection
orthogonale : H'(Q) — H} (), bien définie d’apres la Proposition 2.3.1.
Alors, (2.3) se réécerit :

Yo e HY(Q), ((u, Pv)) = ((w, Pv)).

Nécessairement : u € H} () = u = Pw. O
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On généralise le résultat de la Proposition 2.3.3 dans le cadre fonctionnel
abstrait de deux espaces de Hilbert H, V (H = L*(Q) et V = H(Q)
dans l'exemple précédent) munis de deux produits scalaires différents. On

suppose que V C H et que cette injection est continue et dense (VH =
H). Alors, I'identification de H avec son dual (antidual si on considere des
espaces de fonctions complexes) réalise une injection de cet espace dans V*,
ce qui donne le triplet :

VcH~H CV*

Dans ce cadre mes formes sesquilinéaires continues (u,v) — a(u,v) s’iden-
tifient & des opérateurs linéaires continus A, : V' — V* suivant la formule :

V(u,v) € VxV, Ai(u)(v) = a(u,v).

et par restriction de leur image a H définissent encore des opérateurs non
bornés dans H dont les domaines et actions sont définis par :

DAYy ={u eV |A,(u) € H} et Af(u) = A,(u), Vuec D(AY).
On en déduit, en particulier :

Vu e D(Af)v Vv € ‘/7 (A(Ij(u)7U)H = Aa(u)(v> = v <Aa(u)7 U)V-

Le Théoreme de Lax-Milgram

Dans le formalisme ci-dessus, le Théoreme de Lax-Milgram généralise le
Théoreme de représentation de Riesz.

Théoréme 2.3.4. Soit V' un espace de Hilbert et soit (u,v) — a(u,v)
une forme sesquilinéaire continue sur V. x V. On suppose qu’il existe une
constante o > 0 t.q.

la(u, w)| = allully,, YueV.
Alors, Uopérateur A, : V — V*, u— A,(u)() = a(u, ), réalise un isomor-
phisme de V- — V* et on a :

1

1A 2oy < 5

Démonstration. On commence par remarquer que A, est linéaire (immédiat)
injective. En effet, soit u € V t.q. A,(u) = 0. Alors :

0 =|Aq(u)(u)| = |a(u,u)| = allulli = [lul| =0
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i.e. u=0. Il reste a vérifier que A,(V) = V*. Pour cela on va montrer suc-
cessivement que A, (V) est fermé et dense dans V*. Comme V' est complet,
il en est de méme de V* et on est ramené a montrer que A, (V') est complet
dans V*. Soit (ug)g>0 € V. On suppose que la suite (V,(ug))r>o est de
Cauchy. On a : Vk,p > 0,

allue = upll? < la(un =y, up = )| = [Aa(t = 1) (= 1) <
< || Aa(ur = up) [ lue — wpllv
donc ]
lur = wpllv < —[lAa(we = up)])-
On en déduit que la suite (uy)r>o est de Cauchy dans V', donc convergente
dans V' qui est complet. Soit u € V sa limite dans V. On remarque que 4,
est continue sur V' par continuité de a. En effet : Vw,v € V,

Aa(w)(0)] = la(w, )] < lalllelw o]y
Ay (w)(v

S @)l = sup PO gy,
venvioy  lvllv

On en déduit que A, (ug) L A, (u) dans V*, i.e. que A,(V) est complet.
—+o00
Pour montrer que A,(V') est dense dans V*, on remarque que :

A (V) = A, (V) =Im(A,) = Ker(AH)F = A,(V) = V*
— Ker(A)!t =V* = Ker(4A)t =V «— Ker(4r) = {0}
=Ker(A})

Par définition de I’adjoint : Yu,v € V,
Aa(u)(v) = AL (v)(u) = alu, v).
Soit Af(v) =0 avec v € V. Alors :
0=A;(v)(v) = a(v,v) > alv][i = vl =0

ie. : v =0, ce qui achéve de montrer que A,(V) = V*, et finalement que
A, est un isomorphisme de V' — V*. Soit f € V*. On a :

ol A (A =< alA. (F), A (F) = FIA () < If]
= allA;NDIlv < W fllvs, VfeV™

ANl

V*

Il en résulte :

_ Al 1
||Aa1HLc(V*,V) = sup M S —.
revavoy v a
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On va donner différents types d’applications de ce formalisme. Il convient
de garder a l'esprit que ces extensions peuvent étre combinées entre elles.
Pour simplifier 'exposé et parce que c’est aussi le cadre de ces applications,
on se limite a des fonctiosn a valeurs réelles.

Conditions aux limites et inégalité de Pioincaré

Le formalisme ci-dessous dit formulation variationnelle a ’avantage de
prendre en compte les conditions aux limites attachées a I’edp étudiée. En
choississant adéquatement V' et la forme linéaire ¢ dans le probleme : trouver
u solution de

ueV et ((u,v)y =4Lv), YveV

on peut traiter différentes conditions aux limites. Soit I' C €2 une partie
de mesure non nulle du bord 9€2. On pose :

Vi = {ve H(Q) | v|r = 0}. (2.4)

Proposition 2.3.5. L’espace Vi défini par (2.4) est un sous-espace fermé
de H'(Q).

Démonstration. Par définition, Vr est un sous-espace de H*(€2).
Soit (ug)r>o0 € V& t.q. uy, LT dans H'(2). Soit V@ € C*(2)". On
- —+00

/ @ Vugde = — / div(@)urdz + / n - Gugdo
Q Q o0~~~
=:ipn

= —/div(gﬁ)ukdm—l—/ op urdo, Yk >0,
Q HO\D

u eV

d’ou on déduit :

/ gonuda:/@-ﬁudaz—i—/ div(@)udx = lim (/(ﬁ-ﬁudx—i-/div(gﬁ)udx)
o0 Q Q k—=+o0 \Ja Q

= lim On Ukdo.

En particulier, si supp(@) C I" alors :

/ gonuda—/gonuda—o.
o9 r

On en déduit que u|pr =0, i.e. u € Vr. ]
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Soit f € L*(Q) et soit g € L*(9). On introduit la forme linéaire conti-

nue sur Vr :
E:vr—>/fvdx+/ gudo
Q o0

Soit A > 0. D’apres le théoreme de Lax-Milgram ( ou le Théoreme de
représentation de Riesz appliqué a V1), il existe un unique u € V¢ t.q. :

Vv e Vr, /\/ wvdx + / Vu - Vodz = ((v). (2.5)
Q Q
En prenant v = ¢ € D(Q2) C VT, et en intégrant par parties, on obtient :

AM—Au=f dans D'(Q), u=0 sur T. (2.6)

On suppose que u est assez régulier pour appliquer la formule de Green.
Apres multiplication de (2.6) par v € Vp :

/fvdx = /()\u— Au)vdr = /\/ uvdm%—/ﬁuﬁvdw—/ @vda.
Q Q /9 Q ao\r On
= £(v)

(2.5)

Par comparaison avec (2.5), on en déduit que :

%:g sur O\ T

et u est finalement solution du probleme aux limites :

ou

Au—Au=f dans D'(Q), u=0 sur T, 90 9
n

sur 00\ T;

Résolution analytique par les séries de Fourier

On considere le probleme avec conditions aux limites :

( % + %ZL =0 dans 0, L[x]0, M[=: Q,
u(z, M) =0 dans |0, L] 27)
u(z,0) = ug(x) dans |0, L]
u(0,y) =u(L,y) =0 dans ]0, M|
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Théoreéme 2.3.6 (Existence et unicité). Soit ug € C*(]0, L[, R)NC([0, L], R).
Alors, il existe une unique fonction u € C*(]0, L[x]0, M[,R) N C([0, L] x
[0, M],R) solution de (2.7).

Proposition 2.3.7. On suppose que uy € C*([0,L],R) et que ug(0) =
uo(L) = 0. Alors la solution du probléme (2.7) se développe en série de
Fourier sous la forme :

ch o) smh (M —y)) “in <n7rx> 2.8)

nmM
= smh( ) L

0t (¢ (uo))nen est la suite des coefficients de Fourier de uy définis par :

o L
cn(0) = Z/o ug () sin (mLm> dx, Vn >0.

Démonstration. On commence par chercher u sous la forme u(z,t) = X ()Y (y)
ol X et Y sont de classe C?, en accord avec le Théréme 2.3.6. Apres report
dans (2.7), on obtient :

X// Y//
Lo L _aer
X v €
Si A =w?>0avecw > 0, alors
X(z) = ae®® +be”*, a,beR

avec : X (0) = X (L) = 0, ce qui entraine. que (a, b) est solution du systeme :

a—+b = 0,
ae*l 4+ be~wL =

dont I'unique solution est a = b = 0, en contradiction avec u # 0. Donc
A= —w?<0etona:

X(z) = acos(wz) + bsin(wz)

avec : X(0) =0=a=0. Il reste : X(L) = bsin(wL) = 0 et donc w € TN.
On obtient donc la suite de solutions (uy,)nen définies par :

sinh(%F (M —y)) . (mrx

U (7,y) = sinh (220 7 ), V(z,t) € Q.

Il reste a vérifier la condition au bord en y = 0, ce qu’on cherche a priori
pour u =y Qnuy. Formellement, on trouve que :

_ Zanun@’ 0) = Z Q,, Sin <n_7[r/:x> = ug(z).

neN neN
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Le probleme admet une solution ssi ug coincide avec sa série de Fourier
et si cette derniere est impaire. Comme uo(0) = 0, on prolonge u, en une
fonction impaire de classe C! sur [—L, L]. La condition ug(L) = 0 permet
de prolonger uy par périodicité a R en une fonction périodique de période
2L > 0, continue et C! par morceaux. On en déduit que la série de Fourier de
up est absolument convergente sur R vers ug et que la série des coefficients
est dans £1. 1l reste a vérifier qu’on peut dériver sous le signe somme dans
U=y, Qnly lorsque (ap)nen € €1, Soit 7> 0. On a :

[un (2, y)| < o, V(z,t) €R X [O7T]

et la série majorante est convergente par hypothese sur uy. On en déduit
que la série de fonctions continues Y ay,u, est uniformément convergente
sur tout compact de [0, L] x RT donc de somme continue sur [0, L] x RT.
Soit § €]0, M[. On a : V(z,y) € [0, L] x [4, M],

inh(®%* (M — inh(25 (M — 9 n
un(ay)| < CER L)  GIMENT D) e
sinh(™7%) sinh(™7=)  nooo

ainsi que : Vk, £ > 0,

‘ ok+t nT\k+  ax
) e

‘SC(— L0 Y(z,y) €10, L] x [0, M]

axk—gygun(l'a y) I

ol la série majorante est convergente. On en déduit que la série des dérivées
. ok+L . ,

partielles kg7 Un €St uniformément convergente sur tout compact de

[0, L] x]0, M], donc que la somme de la série » a,u, est de classe C* sur

[0, L] x]0, M]. On conclut par unicité de la série de Fourier de wuo. O

Proposition 2.3.8. Si ug € C*([0, L], R), alors (2.8) est l'unique solution
de (2.7).

Démonstration. C’est une conséquence du principe du maximum. O

Le principe du maximum

Définition 2.3.1 (Principe du maximum). On appelle principe du maxi-
mum continu le fait que si f > 0 alors le minimum de la solution u du
probléeme (2.24) est atteint sur le bord du domaine de définition de w.

Proposition 2.3.9 (Le principe du maximum). Soit Q@ C R™ un ouvert
borné et soit f € C*(Q).
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a) Si Af >0 dans §2 alors :

Ve €, fr) < max f(y).

b) Si Af =0 dans Q (f est dite harmonique), alors

Vo€, min f(y) < f(z) < max f(y).

Démonstration. On remarque que 02 = Q N Q° est fermé comme intersec-
tion de fermés, et borné par hypothese sur €2, donc c¢’est un compact de R"
et f y atteint ses bornes.

a) Soit Af > 0 dans €. On suppose qu’il existe zy € €2 t.q. :

f(zo) > iréggf(y)-

Comme ﬁ est un Compact de R" (en dimension ﬁnie), on peut supposer
que
(o) = max f(x) > max £(x)
yeQ yeoN

Comme Q est ouvert, on a Vf(z9) = 0. Soit 7 > 0 t.q., si B,(x¢) est
la boule ouverte de centre xy et de rayon r > 0, on ait :B,(xg) C £,
et soit © € B,(z9) \ {zo}. On pose :

p(t) = flzo +t(x — z)), Vte0,1].

Alors f € C*(Q,R) = ¢ € C?([0,1],R) et on a

wﬂ%=ﬂ®=f@®+£(L%ﬁﬁm+ﬂ%ﬂm%@—mfﬁ§f@®

= /0 (1 —t)f" (2o +t(x — x0)) - (x — 20)*dt < 0.

Soit u = m(:ﬁ — o). On a, par bilinéarité de la différentielle :

/1(1 — )" (o + t(x — xp)) - uPdt < 0.

On en déduit, par continuité de f” :

1

lim [ (1—t)f"(zo+t(z—ax0))-u’dt = /01(1—t)dtf"(:z:0)~u2 = %f”(l‘o)ﬂz <0.

T—T0 0
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Ceci étant vrai pour tout x € B,(z), on en déduit, par définition des
dérivées partielles d’ordre 2 :

0 f
8!Eia$j
en contradiction avec Af > 0 dans €2 et zy € €.

b) Soit Af =0 dans Q. Il suffit de montrer que f < maxyepq f dans €,
l’autre inégalité étant alors obtenue en considérant —f. Soit € > 0.
On pose :

(x0) <0, 4,5=1,---,n.

g:-(z) = f(x) +¢ljz||* Vz € Q.

Alors :
Ag. = Af +2ne =2ne >0 dans (.

On remarque que 09 étant borné, il existe M > 0 t.q. ||z]| < M,
Vx € 9. De a), on déduit que : Vx € €,

< < M
9=(x) maxg < max f +¢

On en déduit :

< M.
RIS T e

Ceci étant vrai pour tout € > 0, il en résulte que :

< .
R = st

]

Proposition 2.3.10 (Principe du maximum faible). Soit Q C RY un ou-
vert borné de RN et soit u € H*(Q) solution de :

Au>0 p.p. dans €,
ut € Hi(9).

Alors : u < 0 p.p. dans Q.

Lemme 2.3.11 (Lemme préliminaire). Soit f € H'(Q) = (H} ()’ t.q.
f >0 p.p. dans D'(Q), i.e. :

H-1 <f7 90>Hé > 07 V(,O S D<QvR+>

Alors
Vo€ HYQ), noi(f,ot)m > 0.
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Démonstration. Soit v € H} () et soit (0,)ns0 € DN t.q. v, v
- n—-+00
dans H} (). On a :

Vo™ = Vo, <[[Vo— Vs ntoo

Le. o — vt dans Hg(Q). Soit n > 0. On remarque que ¢, est a

n——+00
support compact car fermé dans le support de ¢, qui est fermé. Donc il

existe une suite régularisante (ps)s=o t.q. ps * @, € D(Q) deés que d €]0, )]

est assez petit, i.e. inférieur a la distance du support de ¢ au bord 99, et

Ps * o d o dans H}(Q). Par définition de la convolution : ps * ¢;f > 0
—

dans Q, V§ €]0, 4/ [, Vn > 0. Par hypothese sur f :

H71<f7p5*90:;>H6 > 07 Vo 6]075’;1,[

On conclut apres extraction d’une suite diagonale (ps, )n>o0 t-q. ps, *x@,; —  v*
- n—-+00
dans H}(Q) :
~(fv )y = Hm g (f, ps, x @ )my =0
a1 {f, v ) m im g-1(f, ps, *p )z > 0.
n—-+oo —~ )
>0
[

Démonstration de la Proposition 2.5.10. Soit f = —Aw. Alors f € H™(Q)
et f <0 p.p. dans Q. Par hypothese sur u* :

a-(fyut) g = /QVUVu*d:L’ = /Q IVu'|?dr > 0= Vut =0 p.p. dans Q

ie. ut =0 p.p. dans Q.
]

Remarque 9. On a utilisé le fait que Hj(€2) est un espace de Hilbert pour
le produit scalaire (u,v) — [, VuVudz.

Corollaire 2.3.12. Soit Q C RY un ouvert borné et soit g € H'(Q). Si
u € HY(Q) est solution de :

Au=0 dans €,
u—ge H&(Q)7

alors |u| < ||glle p-p- dans S2.
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Démonstration. Si g ¢ L™(Q2), il n’y a rien a montrer. On suppose que
g € L*(Q). On remarque que (u — ||g]|oo)™ € H(Q2). D’apres la Proposi-
tion 2.3.10 appliquée a u — [|g||c avec f =0, 0on a: u < ||g||o p-p. dans €.
De méme, (u+||glloo)” € Ha(S2). D’aprés la Proposition 2.3.10 appliquée &
u+[|g]leo avec f =0, 0n a: u > —|g|le p.p- dans Q. O

Proposition 2.3.13. Soit Q C RY un ouvert borné de RN et soit f,c €
L>(€2). On suppose que ¢ > n > 0 p.p. dans Q pour une constante n > 0.
Soit u € H}(Q) solution de :

—Au+cu=f dans D'(Q)
Alors

I7lle.

[ufloo <
1

Démonstration. Soit k € RT. On remarque que (u — k)™ € H(Q. On en
déduit :

/QVUV(U — k)tdx + /Q cu(u — k)*tdzx = /Qf(u —k)"dx.
avec

/VuVu k:+dx—/Vu k)V (u— k:+d3:—/Vu kY'Y (u—k)tdr =

/ V(u— k)*dz > 0,
/ch(u — k)tdr = /Qc(u —k)(u—k)"dr + /{:/Qc(u — k)tdr =
/d( )um+szm—kﬁm

>n/y 2dm+k/ c(u— K)*da.
Q
On en déduit :

OS/Q|V(u—k:)+|2dx+n/ﬂ|(u—k)+|2dx§/ﬂ(f—ck)(u—k)erx.

On pose :
7]l
n

L —
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Alors :

ck>||flle=f—ck<0 p.p. dansQé/(f—ck)(u—k)J“da:gO
0

Il en résulte :
0 [ =8 Pds <0
Q

ie. : (u— k)" = 0 p.p. Le méme raisonnement ave (u + k)~ cpnduit a
u > —% p-p. dans €. m

2.4 Calcul approché par les différences
finies en dimension 1

Soit f € C([0,1]). On cherche w : [0, 1] — R solution de :
—u"(z) = f(z), x€]0,1], u(0)=wu(l)=0. (2.9)

Cette équation modélise par exemple la diffusion de la chaleur dans un
barreau conducteur chauffé (terme source f) dont les deux extrémités snt
plongées dans de la glace. On se donne une subdivision de [0, 1] :

1'0:O<ZL'1<"'<I‘N<$N+1:1

supposée réguliere de pas h = > (0 pour simplifier, et on veut calculer

N +1
des approximations u; ~ u(z;), i = 0,--- , N + 1, en chaque point z; de la
subdivision. Pour cela, on considere le probleme : trouver u™ € RN, de
composantes uq, - -, uy, solution du systeme :

1
F(_ul—l—i_Quz_uz_A'_l) :fi7 7::17-.. 7N7
(2.10)

up = un+1 =0
ou f; = f(z;),1=1,---, N, sont donnés au second membre.
Définition 2.4.1 (Erreur de consistance). On pose :

o = L i)+ 2u(@) ~ uleien)) - ). =L N

On appelle erreur de consistance du schéma (2.10) la quantité

le™ oo = max [i™], N > 0.

Le schéma (2.10) est dit consistant si limy_, ;o ||e™)]|oe = 0.
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Par application de la formule de Taylor, on trouve :

1
c O(h) O(N+1) Moo
i.e. le schéma (2.10) est consistant.

Remarque 10. Siu € C4(]0, 1[) alors il existe une constante C' > 0 indépendante
de u t.q. :
1™ loe < Cllut]|R2.

Définition 2.4.2. Le schéma (2.10) est dit convergent si

lim max |uz(~N) —u(x;)| = 0.
N-fo0 1<i<N

Proposition 2.4.1. Le schéma (2.10) est convergent.
Démonstration. Soit (u™)1<icy € RY et soit z¥V) € RN solution du
schéma :
1 N
ﬁ(_zi—1+2zi_2i+l)_lui ) Z_L"' 7N7
(2.11)

20 =2n41 =10
qui se réécrit sous forme matricielle :

1
ﬁANzUV) = V) (2.12)

ol Ay € RV*N gt la matrice carrée d’ordre N de coefficients :

2 sio1=7,
al) =4 —1 s |i—j|=1, (2.13)
0 si |i—j|>1.

On remarque que Ay est symétrique réelle, donc diagonalisable dans une
bon, de valeurs propres dans R. Soit z € RY un vecteur propre de Ay
de valeur propre A € R. L’équation Ayx = Az s’écrit composante par
composante :

—xi,1+(2—)\)xi—xi+1 :O, 1= 1, ,N (214)

o =TNy1 = 0. (215)
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L’équation caractéristique associée s’écrit :
PP AN=2)r+1=0. (2.16)

On vérifie que (2.14)—(2.15) admet des solutions non nulles ssi le discrimi-
nant de (2.16) est < 0, i.e. ssi [A—2| < 2. On pose : A = 2+2cosb, 0 €]0, 7.
Alors (2.16) admet les racines

On en déduit
x = acos(kf) + bsin(kf), 0<k<N+1
avec g = a = 0. On en déduit :

Ty =bsin((N+1)0) =0 <= 6 ¢ N.

7r
N+1
Plus précisément :

pm

0<9<7r=>9:(N+1)

:epa I1<p<N

On en déduit que Ay admet N valeurs propres distinctes > 0 :

2
N ™
4>/\g):4<COS(N—+1)) > - >/\(N—4<COS<N
N Nm 2
>~->/\SV)—4<COS(N—+1>> =4 | sin

En particulier Ay est inversible et donc

1)> >

(2.17)

+
N = n2AG Y = 12 2 < B2 ARl 1672

=p(A")

ot |A3']2 = p(AN') par symétrie de A'. Les valeurs propres de Ay sont :

0c it (AyH) ! ! !
A A YUY 4(sin(5i))? Alsin(wh))?

et donc :

I 2
M, < ([ — ™, 21
150 < (g ) Il (215)
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Soit XN e RN le vecteur de composantes XZ»(N) =z, 1<i<N.Si
2V = wu(wy) —w, 1 <0 < N, alors 2™ = (X)) — ) ef ) = @)
avec

1eEM |y < VN|eM||oo < CVNR < CVR

donc

i 2
XY M < XA M, < -
Ju(X ) = < (X )~ 0l < OVE ( Gt

<CVh< — 0

N—+00

20

Autres conditions aux limites
Conditions de Dirichlet non homogenes

On considere les conditions sur le bord non homogenes :

Le schéma (2.10) reste inchangé a 'exception du second membre qui de-
vient :
flx1))+a st i=1,
fi=< flezy)+b si i=N, (2.19)
f(x;) si 1<i<N,

Conditions de Neumann et de Fourier
On considere les conditions sur le bord :
(i) de type Neumann en z =0 : v/(0) = a,
(ii) de type Fourier en x =1 : «/(1) + au(l) = b avec a > 0.

Les premiers termes des développements en série de Taylor de w'(0) et /(1)
suggerent de choisir :

uN+bh

Ug = U1 — ah, UN+1 = m
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Alors le schéma (2.10) devient : trouver ug, uy, - -+ ,uy, Un+1 t.q.
(1
E(Uo —uy) = —a,
1 .
73 (~Ui-1 o+ 2u; — Uiy1) = fi, i=1,,N, (2.20)
1
\ E(_UN + (1 + Oéh)UN_H) = b.

Schéma numérique bien posé

Définition 2.4.3. Le schéma numérique (2.10) est dit bien posé s’il admet
une unique solution.

Le schéma (2.10) se réécrit sous forme matricielle : trouver Uy € RY
solution de :

AnUy = f (2.21)

ot Ay € RV*N est la matrice carrée introduite dans (2.12) et définie par
(2.13).

Proposition 2.4.2. La matrice (2.13) du systeme (2.21) est définie posi-
tive.

Démonstration. Soit z € RY. On a :

N N-1 N-1
Ax - x = Qfo = QZ%%H = Z(Iz —zip)? +al+ak >0
i=1 i=1 i=1

Si Ax - x =0, alors

rn=a2y=0 et z;=2,41, 1=1---N=2=0.

Corollaire 2.4.3. La matrice (2.13) du systéme (2.21) est inversible.
Démonstration. C’est une conséquence directe de la Proposition 2.4.2. [

On en déduit que le schéma numérique (2.10) est bien posé.
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Exemple 1. Le probleme (2.20) se réécrit sous forme matricielle : trouver
U, € RV*2. solution de

1
ﬁAhUh = Jn

ou A, = (GE?))OSLJ‘SNH est la matrice carrée d’ordre N + 2 définie par :

(1 si 1=75=0,
-1 si (4,7) € {(1,0),(N+1,N)}
(h) 2 si 1<i=j53<N
Y% =Y -1 si li—jl=1,1<ij<N
l+ah si i=j=N+1,
L 0 sioli—j] > 1,

et ol le second membre f, = (£ )ocicns1 € RV*2 est défini par :

( —% si =0,
fz.(h): flz;) si 1<i<N,
b
7 si t=N+1
Soit z € R¥*2. On a :
N
Ahflf - r = Z(ZB, — ZEi_A,_l)Q + C\Jhl'?v_i_l Z 0
i=0
car ah > 0. Si Az -2 =0, alors :

ie. x =0 et A, est définie positive, donc inversible.

Exemple 2. On considere le probleme aux limites avec conditions de Neu-
mann :

—u"=f dans ]0,1[, /(0)=4/(1)=0. (2.22)

Les approximations
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conduisent au schéma numérique :

1 .
ﬁ<_ul—l+2ul_ul+l) :fi7 Z:17... ’N7

(2.23)
Up = Uy,

UN+1 = UN-

Sous forme matricielle, le schéma (2.23) se réécrit : trouver U, € RNT2
solution de

1
ﬁAhUh = /fn

ou Ay = (CL,E;Z))OSZ'J‘S]\HJ est la matrice carrée d’ordre N + 2 définie par :

1 si i=j=0,
2 si 1<i=j<N,
=3 -1 si li—jl=1,
1 si i=j=N+1,
0 si [i—j|>1

et ot le second membre f;, = (£ )ocicni1 € R¥T2 est le vecteur de com-
posantes :

0 si i=0,
M =1 fx) si 1<i<N,
0 si i=N+1.
Soit x € RVY*2, On a :
N
Apt - = Z(% —2i41)? >0
i=0
et
Az - z2=0=>29g=" = Tni1.
On vérifie directement que
1
Ap | ¢ | =0
1

i.e. Ay est semi-définitive positive et non inversible. De fait, le probleme
(2.22) admet les constantes pour solutions.



62 CHAPITRE 2. EQUATION DE LAPLACE

Définition 2.4.4 (Matrice monotone). Une matrice réelle est dite mono-
tone si elle est inversible, d’inverse a coefficients > 0.

Proposition 2.4.4 (Caractérisation des matrices monotones). Une matrice
réelle A € RV*N est monotone ssi : Vv € RY,

Av> 0= v > 0.
(Les inégalités s’entendent composante par composante)

Démonstration. Soit A € RY*. = Soit A € RN monotone et soit v €
RY. On suppose que Av > 0. Alors :

v; = Ayl (Av), >0, Vi e [[1,N]].
N
>0 >0

< Inversement, on suppose que : Yo € R,
Av> 0= v > 0.
Soit v € RN t.q. Av = 0. Alors :
Av=0=0v>0 et —Av=0=—-0v>0

donc v = 0, i.e. A est inversible. Soit ¢ € [[1, N]]. On note ¢; le iéme vecteur
de la base canonique de RY. Par hypothese sur A :

e, = A(Ailei) >0= Ailei > 0.

On en déduit : (A7 e;); = Ai_j1 >0, V7 € [[1, N]]. Ceci étant vrai pour tout
i € [[1, N]], il en résulte : A=' > 0, i.e. A est monotone. O

Principe du maximum discret
On consideére le probleme : trouver u solution de

—u"(x) + c(z)u(z) = f(z) si 0<z<l,
u(0) = 0, (2.24)
u(1) =0,

ou ¢ € C([0,1],R*) et f € C([0,1],R). L’analogue du probleme discrétisé
(2.10) s’écrit :

1
ﬁ(_ui—l_’_Qui_ui—H)"‘Ciui:fz'a i=1,---,N,
(2.25)

uy = un41 =0
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ouc; =c(x;), fi = f(x;),i=1,--- , N, sont donnés. Sous forme matricielle,
le probleme (2.25) se réécrit :

1
ﬁAhUh = /n

olt Ay, = (agl))lgmg;v € RV*N egt la matrice carrée d’ordre N définie par :

2+ ch? si i=j,
al) ={ -1 si|i—j| =1, (2.26)
0 si i —j| > 1,
Proposition 2.4.5. Soit c = (¢, ,en)t € RN t.q. ¢; >0, Vi € [[1, N]].
Alors la matrice Ay, définie par (2.26) est symétrique, définie positive et
donc inversible.

Démonstration. La matrice Ay est symétrique par définition. Soit x € RV,
On a :

N-1 N
Apr o = T; — xig1)? + 22 + 23 + P cr? >0
h ;( +1) 1 N ; ZCEO
On suppose que Apz - x = 0. Alors :
rn=a2y=0 et z,=2, 1=1,--- N=>zx;=---=25y=0.

Remarque 11. Si la solution u de (2.24) vérifie le principe du maximum, on
souhaite qu’il en soit de méme pour la solution approchée.

Lemme 2.4.6. Soitc = (c1, -+ ,en)t € RY t.q. ¢; >0, Vi € [[1, N]]. Alors
la matrice Ay, définie par (2.26) est monotone.

Démonstration. On commence par remarquer que la matrice Aj, est inver-
sible d’apres la Proposition 2.4.5. Soit v € RY t.q. A,v > 0. Soit iy € [[1, N]]
t.q. v, = minj<;<n vj. Si g = 1, alors :

(2 + h2Cl)U1 > vy 2>V = (1 + hzcl)vl > 0= v >0.
———
>0
Siig = N, alors :

(2 + h%cx)un > un_1 > vy = (14 hPey)oy > 0 = vy > 0.
————

>0
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On suppose que 1 < iy < N. On a :
(2 + hQCiO)UiO > Vig—1 T Vig+1 > 2/Uio = hQCz’oUio > 0.
Si ¢, > 0, alors v;, > 0. Sinon, si v;, = min;<;<y v; = ¢;, = 0, alors

Viy — Vjp—1 > Vig+1 — Vi > 0= Vig = Vjp—1 = MIN V;.
J

Par récurrence sur j € [[1,4]], on en déduit :

Viy = Vjp—1 = *++ =01 = minv; > 0.
J

]

Définition 2.4.5 (Ordre du schéma). On dit que le schéma (2.25), resp.
(2.10), est d’ordre p s’il existe C' > 0 t.q.

e o < CH?

o eV = (5§N))19~SN est lerreur de consistance du schéma (2.25) resp.

(2.10), définie par : Vi € [[1, N]],

1
i = (i + 2u(@) = w(win)) + clwiul@) = flz). - (2.27)
resp. par la Définition 1.3.2.

Proposition 2.4.7. Si la solution u de (2.24), resp. de (2.9), est de classe

C4, alors :
2

h
Ha HOO < — sup ]u | (2.28)
12 p<z<1

Démonstration. D’apres la formule de Taylor avec reste intégral : Va €

[0,1],

Tz 4+h—t)
s —

D (t)dt

uw(x+h)+u(x—h)—2u(z) = hu'(x)—I—h%”(m)—i—/

T

z—h 1 4\3
+ / Wu(‘l) (t)dt

7 (—u(@ = h) + 2u(z) —u(z — h)) + c(z)u(r) - f(z)

z+h _ 4\3 z—h B $+)3
/ WU(‘U (t)dt + / WU@)(t)dt'

2 (h* h?
< i (51 ) = 51l

1
e
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Définition 2.4.6 (Stabilité). Le schéma (2.25), resp. (2.10), est stable si,
pour tout p € RV, la solution z® du schéma :

1
ﬁAth = (2.29)

ot A, € R¥*N est la matrice carrée définie par (2.26), resp. par (2.13),
vérifie :
12" lloe < Cllgloc,

pour une constante C' > 0 indépendante de h > 0.
Proposition 2.4.8. Le schéma (2.25), resp. (2.10), est stable.

Démonstration. La stabilité du schéma (2.10) résulte de (2.18) et de I’équivalence
des normes sur RY. On note Ay, la matrice définie par (2.13). Alors A;, =
Agn + h2C), on C), est la matrice diagonale définie par :

(Ch>ii:Cia Z:177N

Ay — A1 = A ARAL — Agt Aon Ay = Agy (A — Aon) A

—h2C,>0
Soit v > 0. Alors :
Ap—Aop > 0= (A — Agp)v >0
D’apres le Lemme 2.4.6, les matrices A;, et Ag, sont monotones, donc
(A — Agp)v > 0= AN A, — Agp)v = v — A, Agpo > 0.
Ceci est également vrai pour Aghlv > 0, donc Aghlv > A, 'v. Finalement :
Ayl > At >o.

On remarque que si B est une matrice positive, soit B > 0, alors
| Blloc = miaxz |Bij| = miaxz B;;.
J J
On en déduit :

145l = max D> (A < miaXZ(A(?hl)ij = [|Ag, lloo-
i j
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I reste donc & estimer || Ay, ||oo. On a aussi :
[ Aok lloe = I Agpelloe ol €= (1,--- )T € RY

Soit dj, = h?A,'e € RY. De facon équivalente, dj, est solution du systeme
h=2Aynd;, = e résultant de la discrétisation de

—u”" =1 dans 10,1, w(0)=u(l)=0
dont la solution exacte est

up(x) = %x(l —z), Vrel0,1].

Soit (") € RN le vecteur de composantes x1,--- , Ty, et soit uy(z™) le
vecteur de composnates ug(xy), -+, ug(zy). Comme ug est polynomiale de
degré 2, on a :
1
ﬁAghuo(x(h)) =e.
Il en résulte :
_ 1
W Agyelloo = lluo(@™) oo < supfuo| = -
0,1 8
ie. :
14 e < 145, Nl = 1 Agpelloo < 575
= 0 0 — 8h2

Soit 1 € R et soit 2" € RY solution de (2.29). On a :
. _ 1
[2®lloe = R2lIAT oo < W2 IAZ looh? ltlloe < gllitloc (2.30)

i.e. le schéma (2.25) est stable. O

Définition 2.4.7 (Erreur de discrétisation). On appelle erreur de discrétisation
au point x; la quantité :

egh) =u(x;) —u;, i=1,---,N.

Théoréme 2.4.9. Soit u la solution du probléeme (2.24). On suppose que

u € C*([0,1]). Alors, lerreur de discrétisation e™ du schéma (2.25) vérifie :
hQ

M) < 2@

Le schéma (2.25) est donc convergent d’ordre 2.
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Démonstration. Le choix 2" = ¢ dans (2.29) conduit & p = ¢®) défini
par (2.27). De (2.30) et (2.28) on déduit :

(h) L, v h? (4)
e < ngi oo < — sup [uV(z)]
(2.30)

2:28) 96 z¢[0,1)
O

Proposition 2.4.10 (Le principe du maximum discret). La solution du
probléeme (2.24) avec f = 0 et la condition de Dirichlet non homogéene
up = a, un+1 = b, a,b € R donnés, vérifie :

min(a,b) < u; < max(a,b), i=1,---,N.

Démonstration. Soit UM € RN le vecteur de composantes Ui(h) = Uj, 1 =
1,---, N. Par définition, et compte tenu de (2.19) :

a
) 0
B) _ )
23 AU :
0
b
Soit A € R. Le calcul direct donne :
a+ A
) 0 1
ﬁAh(U(’” + )e) = : . e=| ¢
0 1

b+ A

Si A = —max(a,b) alors A,(UM + Xe) <0 = UM + e <0, ie u; <

max(a,b), i = 1,---,N. Si A = —min(a,b) alors A,(U® + Xe) > 0 =

UM + Xe >0, i.e. u; > min(a,b),i=1,---,N. O
2.5 Diffusion bidimensionnelle
On considere le probleme de diffusion dans un ouvert 2 C R? de R? :
—Au = f dans (,
{ w = 0 sur 0NQ. (2.31)
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Le probleme est bien posé au sens ou si f € C'(Q), alors il existe une
unique solution v € C(Q)NC%(Q) de (2.31). Si f € L*(Q) et si 2 est convexe
(ou & bord régulier), alors il existe une unique solution faible u € H?(2) de
(2.31); i.e. vérifiant :

u € Hy(Q),

/Vqu:/fvdx, Vv € Hy ().
Q Q

On peut montrer que si u € C3(Q), alors u est solution de (2.31) ssi u
est solution faible de (2.31). Pour discréttiser le probleme on se donne un
nombre fini de points alignés dans les directions des axes Ox et 0y comme
représentés dans la Figure 2.1 (on choisit un maillage régulier de pas Az et
Ay dans les directions de 0z et Oy resp.) Certains points sont a l'intérieur
de €2, d’autres sur le bord. Cimme dans le cas de la dimension 1, les in-
connues discretes u;; sont associées aux points P(z;,y;) du maillage de
sorte que u;; ~ u(P(x;,y;)). On note {P;, i € I} 'ensemble des points de
discrétisation. Dans le cas de points vraiment intérieurs, tels que le point
P, sur la Figure 2.1, i.e. pour lesquels les points voisins dans le schéma sont
aussi intérieurs, on a :

—u(Py) + 2u(Py) — u(Ps) n —u(Py) + 2u(Py) — u(Ps)
(Az)? (Ay)?

+0((Az)* + (Ay)?)

Pour des points proches du bord, i.e. pour lesquels I'un des points voi-
sins est hors de €2, on doit prendre en compte les conditions sur le bord, ce
qui dégrade 'approximation qui devient de l'ordre de O((Ax) + (Ay)). Le
schéma numérique peut se réécrire sous forme matricielle Aaz AyUnzny =
Fagzay ol la matrice Aa, a, est tridiagonake par bandes et dont la lar-
geur de bande dépend du systeme de numérotation des noeuds choisi. On
peut montrer qu ela matrice Aa, A, est inversible et monotone, et que le
schéma est stable. De la stabilité et de la consistance, on déduit comme en
dimension 1 la convergence du schéma.

Pour simplifier la suite de I'exposé, on suppose que Q =0, a[x]0,b] est
un rectangle. Soit M > 0 et soit N > 0. On définit les pas du maillage :

hy = L, hy b
N +1 M+1

et on considere les subdivisions

'T’L:Zh':m y]:.]hy7 Z:077‘2\]4_17 .]: 77M+1
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FIGURE 2.1 — Différences finies : discrétisation bidimensionnelle

de [0,a] et [0,b] resp.
L’analogue des problemes discrétisés (2.10) et (2.25) s’écrit :

1
ﬁ(_ui_l’j + 2055 = uiprg) A+ ﬁ(—um‘ﬂ +2uij — uijy1) = fij,
* y
i=1,---,N, j=1,--- M
(2.32)
Ug; = UN+1,; = 0, j=0,---,M+1,
Ui 0 = Ui N+1 = 0, i=0,---,N+1

ou fi; = flwi,y;), it =1,--- N, j=1,--- M, sont donnés. Sous forme
matricielle, le probleme (2.25) se réécrit :

AU = fn (2.33)
ou Uy, € RVM est le vecteur
Ul(h) ulj
Uh: ; avec U](h): ) jzlvMa
Uj(\?) UN;

ou Ay = (Agl))lgi’ng € RNMXNM ogt 1a matrice carrée d’ordre N M formée
de M? blocs de taille N x N :
By, si i=j,
A =280 st il =1,
On si |i—j|>1,
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RNXN

ou By, = (bz(»?)>1§i7j§ N € , est la matrice carrée d’ordre N définie par

ses coefficients :

2 2 .
ﬁ—i_ﬁ sl 1=7,
=0 17 (2.34)
v _ﬁ Si |’L—j’:1, ’
0 sii—gl>1,

Cp = (CE;L))lgi,jSN € RM*V est la matrice carrée d’ordre N définie par ses
coefficients :

1

) _ ) 2

i = h2

0 si i#7

BT (2.35)

0p € RY*N est la matrice carrée nulle d’ordre N.

Proposition 2.5.1. Si la solution u de (2.81) est de classe C*, alors :
Verreur de consistance e M) vérifie :

e oo < C(RS + h) [u™]|oc (2.36)
ot la constante C' > 0 est indépendante de u et des pas hy, hy,.

Proposition 2.5.2. Le schéma (2.32) est stable.

Théoreme 2.5.3. Soit u la solution du probléme (2.81). On suppose que
u € CHQ). Alors, Uerreur de discrétisation e du schéma (2.32) vérifie :

le®loe < C(hZ + h) [0l

Le schéma (2.32) est donc convergent d’ordre 2.

La méthode de Gauss-Seidel

On se propose de résoudre le systeme (2.33) par la méthode de Gauss-
Seidel (version Jacobi), ce qui donne le schéma point par point :
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(1 1
n n+1 n n n+1 n _
ﬁ(_ui—l,j +2u;; — Uz’+17j) + ﬁ(_ui,j—l +2u;; — ui,j+1) = fij,
z y
0 _
u;; =0,
n - n
Ug,; = U415 =0,

n _ n J—
Uio = Uy Np1 = 0,

i=1,---,N, j=1--,M n>0.

\

(2.37)

Proposition 2.5.4. Soit T > 0 et soit h = max(hy, hy,). Si la solution u
de (2.51) est de classe C*, alors, le schéma (2.37) est convergent d’ordre 2 :

max ¢ e < Crh?lu® .
nh<T

ou Cr > 0 ne dépend que de T > 0.

Démonstration. On commence par remarquer que 'erreur de consistance
est donnée par :

e =M (4, 5) € [[1,N]] x [[1, M]).

et vérifie donc

el < C (RS + A lu™ oo (2.38)

ot la constante C' > 0 est indépendante de u et des pas hy, hy. Soit (47;)n>0
une suite de réels et soit (z]%) la suite définie par le schéma :

hz h2
T o2 4 02) (51 + 20 g) + 202 + 72 (2fo1 + 2i41) +
h2h?
Y . n , =1,---. N =1 .M
+2(h§+h§)u’”’ PE LA, 3= L
20, = ZNt1j = %0 = 241 =0, 1=1,--- N, j=1--- M.

Soit n>0.0n a:

21,2
> 7‘1‘4’ 1 < Y
=5 202 1 12)

1 2 n 2 n
57 < gy 2" e 21" ) +

" oo
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212
Ty

< 12" loo + 57573 14" loo-
a2+ h2)

On pose p; = €. alors 2 = u(r,y;) — u
convergence et on a, tant que nh < T :

Z- = e?j coincide avec 'erreur de

1€%|so < [1€%]00 + CbH || ||oe < Ch2{[u™]|oo + CTR ||| oo

< C(1 4 RD)R*||u?|| o
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Chapitre 3

Equation de la Chaleur

3.1 Modélisation

Pour modéliser la diffusion de la chaleur par un dispositif quelconque
enfermé dans un volume V', le critere choisi est celui de ’évolution de la
température T'(x,t) répartie dans le volume a l'instant ¢ > 0. En admettant
qu’en I'absence de forces extérieures, le seul phénomene a prendre en compte
est le flux de chaleur au travers de la surface 9V du volume généré par le
gradient de température, on obtient 1’équation de convservation :

i/T(x,t)de: VT a8
dt Jy ov

ou le vecteur cﬁ est orienté dans le sens de la normale extérieure au volume
V', en accord avec I'observation que la température du volume V' augmente
a mesure qu’il diffuse de la chaleur autour de lui, i.e. la température cumulée

J T(z,t)dS), augmente deés que ?T . c@ > 0 dans V. D’apres la formule

de Stokes : ?
VT -d :/dw:/divﬁv dQ,.
/av g 1% v V)

On suppose de plus que Uapplication (z,t) — T(z,t) est suffisamment
réguliere pour écrire :

d 0

On en déduit, le volume V étant arbitraire :

19) -
—T(x,t) =div(VT) dans R"
ot —_——

=AT

75
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i.e., par définition de I'opérateur A :

%T(w,t):AT dans R"

3.2 Existence et unicité

Soit 2 C R™ un ouvert de frontiere 9€) assez réguliere, par exemple
C! par morceaux. Soit f : 2x]0,+oo[— R, ug :  — R. On considére le
probléme : trouver u : 2x]0, +00[— R solution de :

((Ou _ Au=f dans Qx]0,+oo],

ot

uw=0 sur  90x]0, +o0], (3.1)
{ u(z,0) = up(z) dans €

Proposition 3.2.1. Siug € L*(Q) et si f € L*(Qx]0,+00]), le probléeme
(3.1) admet une unique solution u € L*(]0, +oo[, H}(2))NC([0, +o00[, L*(£2))
telle que, de fagon équivalente a (3.1) :

Vv € Hy (), %/Qu(t)vdqu/QVqudm:/Qf(t)vdx.

Démonstration. Soit ¢ € C}(2). Par intégration par parties sur {2, on ob-

tient :
d
dt u(t)SDdl’—l-/QVu(t)Vgodx_/Qf(t)gpdx_ (3.2)

Par densité de C!(Q) dans L?(Q) et dans HJ (), la formulation variation-
nelle (3.2) se généralise & ¢ = v € H}(2). On retrouve (3.1) a partir de

(3.2) immédiatement par intégration par parties de (3.2). Le choix v = ()
dans (3.2) conduit a, pour tout ¢t > 0 :

/|u |dx+//|Vu |dxds—/ /f dxds+/|u0|2dx
0

+oo
= sup /|u(t)|2dx+/ |Vul|?dedt < ||f||2||u||2—|—/|u0|2dx
0 Q Q

te[0,+o0[ JQ
ie.:

sup lu(t)||z29) + 1Vull L2@xjoro0p < +o0.
t€[0,4+00[
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Proposition 3.2.2. Siuy € L*(Q) et si f =0, alors la solution u de (3.1)
vérifie :
u € C*(]0, +oof, L*(Q))

et
u € C([e, +oo[xQ), Ve > 0.

Démonstration. Brézis Théoreme X.1. O

Proposition 3.2.3 (Principe du maximum). Si ug € L*(Q) et si f = 0,
alors la solution u de (3.1) vérifie :

min(0, igf up) < u < max(0,sup up).
Q

1. Siug >0 p.p. dans 2, alors uw > 0 dans 2x]0, +00].
2. Siug € L>(R), alors uw € L>®(02x]0,4+00[) et

[ulloo < [[to]loc-
Démonstration. Dans le cas ou 2 = R", c’est une conséquence directe de

I’expression de u obtenue explicitement. En supposant que u admet une
transformée de Fourier a tout instant ¢ > 0, soit

u(&,t) = / ey, t)de, £€R™, t>0
R
ainsi que ses dérivées, on obtient ’équation avec condition initiale :

0
aﬁ@J%ﬂﬂ%@i)zQ W(§,0) = w(§), £e€R", >0

de solution :

a(E,t) = e ¥ 0(8), €eR™, > 0.

On en déduit, par transformation de Fourier inverse :

1 2—y|?
u(z,t) = m/Re i u(y)dy, x€R" t>0. (3.3)

]

Définition 3.2.1. Pour tout ¢ > 0, on appelle noyau de la chaleur ’appli-
cation :
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Dans la suite, on considere le probleme lorsque n = 1 car c’est la
discrétisation en temps qui nous intéresse ici. Plus précisément, soit T' > 0.
On considere le probleme avec conditions aux limites :

( Ou  O%u
E - @ =0 dans ]0, L[X]O, +OO[: Q,
) u(z,0) = up(x) dans 10, L[ (3:4)
L w(0,t) =u(L,t) =0 dans ]0,4o0]

Théoréme 3.2.4 (Existence et unicité). Soit uy € C(]0, L[, R). Alors, il
existe une unique fonction u € C*(]0, L[x]0, +oo[, R)NC([0, L] x [0, +oo[, R)
solution de (3.4).

Remarque 12 (Effet régularisant de I’équation de la chaleur). Si u est solu-
tion de (3.4) et si up € C(]0, L[, R), alors u € C*(]0, L[x]0,T7).

Proposition 3.2.5 (Principe du maximum). Sous les hypotheses du Théoréme
3.2.4, la solution u du probléme (3.4) vérifie
1. Stug(z) >0, Vo € [0, L], alors u(x,t) >0, Vt >0, Vz €0, L].

2. ||ul| Lo qo,L[x]0,400] < |10l zo0 0,2 -

Résolution analytique par les séries de Fourier

Proposition 3.2.6. On suppose que uy € C([0,L],R) et que uo(0) =
up(L) = 0. Alors la solution du probléeme (3.4) se développe en série de
Fourier sous la forme :

T SN iy s
u(z,t) Zc (up)e sin ( — (3.5)
ot (Cn(u))nen est la suite des coefficients de Fourier de uy définis par :

2 L
cn(0) = Z/o up(z) sin (?) dx, ¥n>0.

Démonstration. On commence par chercher u sous la forme u(x, t) = X (z)7T'(¢)
ot X et T sont de classe C2, en accord avec le Théoreme 3.2.4. Apres report
dans (3.4), on obtient :

X// T/

—=—==X€eR

X T
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Si A =w? >0 avec w > 0, alors
X(z) = ae®® +be”*, a,beR
avec : X(0) = X(L) =0, ce qui entraine. que (a,b) est slution du systeme :

a+b = 0,
ae®l 4+ be~L =

dont I'unique solution est a = b = 0, en contradiction avec u Z 0. Donc
A= —-w?<0etona:

X (x) = acos(wz) + bsin(wz)

avec : X(0) =0=-a=0. Il reste : X(L) = bsin(wL) = 0 et donc w € TN.
On obtient dons la suite de solutions (u,),en définies par :

up(z,t) = e L) sin (?) , Yz, t) € Q.

Il reste a vérifier la condition au bord en t = 0, ce qu’on cherche a priori
pour u =y byu,. Formellement, on trouve que :

u(z,0) = Z boun(x,0) = an sin (?) = ug(z).

neN

Le probleme admet une solution ssi ug coincide avec sa série de Fourier
et si cette derniere est impaire. Comme u,(0) = 0, on prolonge uy en une
fonction impaire de classe C! sur [—L, L]. La condition ug(L) = 0 permet
de prolonger uy par périodicité a R en une fonction périodique de période
2L > 0, continue et C! par morceaux. On en déduit que la série de Fourier de
ug est absolument convergente sur R vers ug et que la série des coefficients
est dans /1. Il reste & vérifier qu’on peut dériver sous le signe somme dans
U= bty lorsque (by)nen € ' Soit T>0.0On a:

[botin (@, 8)] < [bale™CE < by le )T < e BT, Y(a,t) € R x [0, 7]

et la série majorante est convergente. On en déduit que la série de fonctions
continues Y _ b,u, est uniformément convergente sur tout compact de [0, L] x
R* donc de somme continue sur [0, L] x RT. On a aussi : Vk, ¢ > 0,

‘ okt

%Al
‘ <C (T) e CEPT . Y(1,t) € R x [0,T]

Otkoxt tn (2, 1) L

ol la série majorante est convergente. On en déduit que la série des dérivées
partielles 8?,’:—;;% est uniformément convergente sur tout compact de
[0, L] x Rt donc que la somme de la série Y b,u, est de classe C* sur
[0, L] x R*. On conclut par unicité de la série de Fourier de uy. O



80 CHAPITRE 3. EQUATION DE LA CHALEUR

Proposition 3.2.7. Si ug € C'([0, L], R), alors (3.5) est l'unique solution
de (3.4).

Démonstration. C’est une conséquence du principe du maximum. O

3.3 Approximation numérique

Le Schéma d’Euler explicite

Soit L, T > 0. On considere les subdivisions :
I0:O<$1<"'<J]1<ZL‘[+1:L7 0:t0<t1<"'<tN<tN+1:T.

Pour simplifier les notations, on suppose que les subdivisions sont régulieres
de pas Az > 0, A > 0. Soit (u})o<i<r+1,0<n<n+1 la suite solution du schéma :

1 1 ‘
E(U?H —u;') + A_xz(_u’ﬂ_l +2ul —ul ) = f(z;), i=1,---,1,
n:l)...N,

(3.6)
ud = ug(x;) i=1,---1,
USZU?_,’_l:O n:l’...’N

Définition 3.3.1 (Consistance). On définit 'erreur de consistance au point
(xi,tn), par :

em

i Kt(u<xla tn-i—l)_u(xia tn)

+_
Az?
Le schéma est dit consistant si

lim max |e}'| = 0.
(At,A7)—(0,0) 1<i<I,1<n<N

Proposition 3.3.1. On pose :

le"loo = max [e7],  Vn>0.

Siu e C4]0, L[x]0,T|), alors

sup ||€"|loo < C’||u(4)HOO(At + Aa:Q)

1<n>N

(—ul@io1, ta)+2ul@s, tn) —u(@ivr, tn)) = f ()
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Démonstration. On pose :
1 1
(1) = (e, 1 A~ 15 (~u(a— A, )+ 2u(a, 1) —u(a+ A, )~ (2).

La formule de Taylor donne :

e(z,t) = %g?u(x t) — (A12> %u(m t) + o(At) + o((Az)?) (3.7

O
Définition 3.3.2 (Convergence). On définit 'erreur de convergence par :
el =u(x,ty) —uy, i=1,---,1I, n=1--- N.

et on pose :
He””oo: max ||e”| n=1,---,N.
Le schéma est dit convergent si

le" oo = 0.
(At, Am)%(OO

Proposition 3.3.2. On suppose que u € C*([0,L] x [0,T]) et que

Alors :

g e < OT [ (A0 + (A0)?)
Démonstration. Soit (uf') une suite de réels et soit (2!') la suite définie par
le schéma :

1
E(ZZ'TLJrl_Z?>+A_l,2(_zzn—1+2zin_2?—l):H?a izla"'7[7 nzla"'Nv
22eR i=1---1,
20 =274 =0 n=1---,N
(3.9)
Alors :

At At .
Z?"‘l: (1—2@) Z:L—{—W (27_1—{—27+1>—|—At1u?7 n:l’ ’N’ Z:l7
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On en déduit, compte tenu de (3.8) :

17 oo < 127 o + Atl oo < 112%1oo + ALY [l
k=0

Siu? = f(z;), Yn € [[1, N]] et si 20 = ug(z;), ¢ = 1,--- , I, alors 2" = u? et
on en déduit :
[u™ oo < llu™lloo + Atl] £l

i.e., le schéma est stable, donc convergent puisque consistant. Si z' = e,
alors ul" = 7 est l'erreur de consistance et 2 = 0 =

" loo < Cllu® || NALAL + (Ax)?) < C|[u? || LT (AL + (Az)?).
[l

Définition 3.3.3 (Erreur d’arrondis). On appelle erreur sur les arrondis
au point (x;,t,) le terme 2]' dans la suite définie par le schéma (3.9) lorsque
pi = 0.

Proposition 3.3.3. Le schéma (3.6) est stable au sens des erreurs d’ar-
ronds.

Démonstration. Soit (z!') la suite résultant du schéma (3.9). On pose :

Z
zZm =1 1 | eRY.

n
N

n
1

Le schéma (3.9) se réécrit sous forme matricielle :

At
Zntl — (I— WAN)Z” + Atpul, n>0,

::BN

ot Ay € RV*N est la matrice (2.13). On en déduit :

n—1
ZMW =ByzZO 4+ BiurF, vn> 1
k=0

La matrice By étant symétrique réelle, on a :

1B" |2 = p(BY) = p(Bx)".
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D’apres (2.17), les valeurs propres )\Z(»N), 1=1,---,N de Ay vérifient :

2 2
0 /\(N):4 7T < o /\(N):Zl T <4
<A sin N1 1) <Ay Cos N1

On en déduit :

At ) ()
-1 < 1= Ay <o <1~ A<
(3.8) (Ax)2" N (Az)2"?
i.e. p(Bn) < 1 et donc le schéma est stable. O

Proposition 3.3.4 (Stabilité au sens de Von Neumann). On suppose que
Y kez lcel < 400 et que (3.8) est vérifié. Alors, le schéma (3.6) converge au
sens de Von Neumann, i.e. :

lim |e™]|oe =0, Vn>0.
(At,Az)—(0,0)

Démonstration. Pour simplifier les notations, on pose L = 7. On suppose
que la donnée initiale uy dans (3.4) coincide avec son développement en
série de Fourier, soit :

uo(z) = Z cre™ . Va e [0,7].

k€EZ

Alors, le schéma (3.6) est défini avec :

uQ:cheijkAx, 7=0,---  N+1.

J
kEZ

On en déduit : Vj € [[1, N]],

VAN k 2\
L _ 1 : ijkAz
u; ,;Ez Cr ( (Ao)? (sm (2Aa:>) >e

J/

-~

=k

puis, par récurrence sur n > 0,

u}“ = E ck%?e”kmﬁ, n >0,
keZ

k 2
1> > 1—2(sin (—Am)) > -1
(3.8) 2

avec :
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Soit j € [[0, N + 1]] et soit n > 0. On pose L = 7 dans (3.5). D’apres (3.5),

on a alors : , '
(g, tn) —uf = el —ap)et
kcZ

avec :

)] = Jeylle 0 — 7] < 2fa

et la série majorante est convergente par hypothese. Soit k € Z. On a :

AN k ? ANt (k)
—1l=——=[sin| A ~ ———(zAz ) =-kA
T (Ax)? (Sm (2 x)) (AtAz)—(0,0)  (Az)? (2 x) WAL

o () -~ b inr)

= —k*At(1 + o(kAx))

e (e”

donc :
In(77) = nlny, = nin(1 — K2At(1 + o(kAx)))
~ —nk*At = —k*t,
(At,Az)—(0,0)
le. :

li In(7%) = —k%t,,.
(ALAD)S(0.0) n(7k)

On en déduit, par continuité de I’exponentielle :

. _ 2
lim Ap=eFin
(At,Az)—(0,0)
le:
12
n— e Ky =,

"
(At,Agg(o,O)(%“

Du Théoreme de convergence dominée il résulte que

l- n —k‘2tn _ 0
(At,Aalzgg(070) % |Ck | |'7k e |

On remarque que :
71 <3 Jenllag = e =0, N+
keZ
et donc :

) < R
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Schéma implicite et schéma de Crank-Nickolson

Soit 6 € [0, 1]. On consideére le schéma :

upftt — I 9( w4 2ultt — U?J:rll) +(1-0) (—uiiy + 2uf — uiy,y) —0
Az (Az)? (Ax)? ’
U?IUO(xi)7 ug:ux/'—l—l:o’ izlu"'7N7 nZO
(3.10)

Proposition 3.3.5. Le schéma (3.10) est consistant d’ordre 2 en espace.
1l est consistant d’ordre 2 en temps si 0 = %, d’ordre 1 en temps sinon.

Démonstration. Soit (z,t) € [0,1] x RT. On a :

u(z,t + At) — u(z, t)+—u(x — Az, t 4+ At) 4+ 2u(z, t + At) —u(r + Az, t + At)

e, t) = At Ax?
ou At D*u  O*u
= E(w,t)—{— 557 Bn 2( Jt+ At) + O(A?) + O(Ax?)
=0u (2 14+ At)
ou At *u du ) )
= E(x,t) + Tﬁ(x,t) - E(x,t + At) + O(At?) + O(Ax*)
At dPu 0*u
= 5 o3 ——(z,t) — At@ 5 (2, 1) + O(A?) + O(Az?)
At PP
=537 ——(,t) + O(A#?) + O(Ax?)
u(z,t+ At) —u(r,t)  —u(r — Az, t) + 2u(w,t) —u(z + Ax,t)
52(1’,t) = At + N =
At 0u
2o ——(z,t) + O(At?) + O(Ax?)
On en déduit :
2
Oe1(z,t) + (1 — O)ea(x,t) = (% — 9) A2t gﬁ (z,t) + O(A¥?) + O(Ax?)

O(At*) + O(Az?)  si 0=1,
O(At) + O(Az?)  sinon
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Proposition 3.3.6 (Convergence du 6-Schéma). Sous les hypothéses de la
Proposition 3.2.6, le schéma (3.10) est convergent.

Démonstration. Soit 6 € [0, 1] et soit (u})o<i<n >0 une suite de réels. On
considere le schéma :

2t — gn N 0(—2“1 + 227t — 2
Ax (Azx)?

(_Zin—l + 2z — Zﬁrl) _,n
(Az)? Hi

+(1-10)

weR, puy=py, =0 i=1--- N, n>0.

On note (Z"),>o la suite des vecteurs de composantes 2, i = 1,---, N.
Alors :

A n+1 __ At n+1 n
(1+9(A E AN)Z (1 (1 9)(Ax)2AN)Z + At

d’ou on déduit que :

(1+ 9y AN>_1 2<H1‘“‘9><AA—;>2AN

(1-a- 9>A2AN<AN>) Al
(1+ 025 An(Aw)) (1+ 025 An(Aw))

At
Aoz AN (An)
A:C2 N N n n
< (1 (B2) )IIZ 2 + At |2

12 <

I +At||u”|!2)

1212 +

A (AN)
VTN
n—1
<RI 202 + ALY SR
k=0

Si p? =€, alors 27" = €7, Vi € [[1, N]]. Par construction : Z° = 0, donc

1— 77
le"ls < CAHAL+ (Az)?)— X

0<tn<1 -7y
< C(AL+ (Ar)) fi <
<C (1 +6; AA;) A (AN)) (Az)*(AL + (Az)?)
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Proposition 3.3.7 (Principe du maximum). On suppose (3.8) réalisé.
Alors, la solution du schéma (3.10) vérifie :

min v} < min u? < max u? < max u
0<i<N+1 0<i<N+1 0<i<N+1 0<i<N+1

Démonstration. Soit 6 € [0,1] et soit u/"™" = minu*'. On a :

At N At .
(1 " QQ(AxV) w - Q(Ax)2 (uip™ +uph) =

= (1 —2(1— 9)(AA—;)2> ug + (1 —0) (Ax)? (i1 + iy 11)

On en déduit, par définition de 7 :

At At
142 ntl > 9 Rl
( + Q(Aa:)Q) uptt > Q(Ax)2u’° +

At " At n
#(1-20- 05 )+ (1= ) sty 4ty
ie. :
" At . At o, "
UZ_O+1 2 (]_ — 2(1 — g)m) uio + (]. — 0) (Ax)Q(uio,l + Ui0+1)
At At
> 1-2(1-0)—+— |minwy; +2(1 -0 min u; = min u;’
(38) ( ( )(Ax)Q) i ( )(Ax)2 i ;
ie.: minu!™ > minu? > minuf.

(3 1 1
n+1

De méme, si u;" = max u?™. On a, par définition de g :

At At
1+ 26 m <20 .
(1o ) i < et

At At
+ (1 —2(1 - 9)—)2> ug + (1 —0) (i1 + iy 11)

(Az © (Az)?
le.:
n At " At "
ui0+1 < (1 2(1— Q)W) up 4 (1 —0) (A@Z(uio_1 + Ui 1)
At " At N "
(3§8) <1 - 2(1 - 9) (Al‘)2) mlaxui + 2(1 - G)szaxul = mlaxul.
ie.: maxult! > maxu? > maxul.
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Proposition 3.3.8 (Convergence au sens de Von Neumann). On suppose
que Y oo lck| < 4oo. Alors, le schéma (8.10) converge au sens de Von
Neumann, i.e. :
lim ¥ o = 0.
(At,Az)—(0,0)
Démonstration. Par hypothese :

u? = g cpe®IAT =1 ... N.
JEL

Au temps n = 0, le schéma (3.10) se réécrit sous forme matricielle :

(1+9<AA) AN) = <1—(1—9)(AA—;)2AN) u’

On cherche u' sous la forme :

U_E Cl zk]Ax :1,,N
k€EZ

Le calcul donne directement

4AL (sin (EAx))”®
ol =1 (& (sin (347)) e vEez (3.11)
144024 Ax)g (sin (gAx))
—

Par récurrence sur n > 0, on trouve que :

n n ikjAx -
uJ:: :chkej ) .]:]-77N
kEZ

lim 4y EA 2—/8 VkeZ
arso (A2 \MM 270 ) T '

lim 7, = 1.
Axz—0

avec

donc

Il en résulte :
4-At (Sin (gAx))Q

In(7y) ~ S ) 5 ~ —k*At
(At,Az)—=(0,0) 1 1 40 AAt)z (sin (gAx)) (At,Az)—(0,0)
= nln(Tk) ~ _k2tn7

(At,Az)—(0,0)
1.e.:

lim =" VkeZ VYn>0.
(At,Az)—(0,0)

On conclut comme pour la Proposition 3.3.4. O]
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Définition 3.3.4. Le schéma (3.10) est dit stable au sens de Von Neumann
si dans (3.11) :
|7k’<:1, Vk € Z.

Proposition 3.3.9 (Stabilité au sens de Von Neumann). 1. Si § > %,
le schéma (3.10) est inconditionnellement stable.

2. Si0 < 3, le schéma (3.10) est stable si en outre :

At 1
(Az)? = 2(1 — 20)

Démonstration. Soit k € Z et soit 6 € [0, 1]. On pose :

e B ((kar))

Sk
1%—98k
——

=:fo(sk)

On a :
7| <1 <= 0<

<2 (3.12)

1. Si § > 1, 'étude des variations de fy montre que fo(R**) CJ0,2], i.e.
que (3.12) est réalisé pour tout k € Z.

2. 510 < %, I'étude des variations de fp montre que |0, 2[= fy (]O, 17—229 D
On conclut en remarquant que :

0< s < 2B
=%k = (Ag)?
avec
a2 A
(Az)2 1-20 (Az)?  2(1—26)

]

Corollaire 3.3.10. 1. Les schémas d’Euler implicite (6 = 1 dans (5.10))
et de Crank-Nicolson (0 = 1 dans (3.10)) sont inconditionnellement
stables.

2. Le schéma d’Euler explicite (0 =0 dans (3.10)) n’est stable que si

At 1
(Az)2 = 2

IN
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Convection-diffusion

Dans I'approximation de I’équation de transport (1.10) par le schéma
convegent (1.16), 'ereur de consistance est donnée par

ez, t) = %% + O(At) + O((Az)?),

de sorte qu'un schéma convergeant d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace
est donné par :

n+1 n n n

T — g u — Uy 1

! UBp G —ul 4 2ul —ur ) =0,
At Az 2Ax( i1 ! i+1)

u

(3.13)

u) =wug(x;), i€Z, n>0.

Proposition 3.3.11. Sous la condition :

0< At < L
Az 2
le schéma (3.13) est convergent d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace.

Remarque 13. Le schéma (3.13) approche aussi 1'équation de convection-
diffusion :

ou N ou  O*u
[E— —_— 6_
ot  Ox 0x?
lorsque € > 0 est un petit parametre.

=0, z€R, t>0
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Chapitre 4

Equation des Ondes

4.1 Introduction et généralités

Une onde nait quand une perturbation locale d’une grandeur physique

U mesurée par la dérivée temporelle %—‘f induit la variation spatiale d’une
autre grandeur physique ®, soit :

ov 99

o~ “ox
et inversement :

0% _ o

ot ox

pour des constantes a,b > 0. On en déduit que W et ® sont solutions de la
méme équation :
0*v 0*v 0?P 0?P

et — =av-—
ot? 0z?

o~ on?

Ondes acoustiques

Dans un 2 C R? un ouvert rempli de fluide, la propagation d’ondes
acoustiques dépend de la densité p(x) du fluide au point x € Q, de la
vitesse de propagation locale ¢(z) des ondes. La pression p(z,t) et la vitesse
du fluide sont liées par les équations :

o = 1 op ..
P(x)a = Vp, ma = div(?)

d’ou on déduit que p est solution de :

1 2 v
iy T 0 I S
p(x)c?(x) Ot? p(x)

93
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En milieu homogene, cette équation devient :

92
8—;;—02Ap:0, Q, t>0.

4.2 Propriétés de I’équation des ondes 1D

Le probleme modele

Soit le probléme : trouver u : RY x Rt — R solution de (4.1)

( J%u
P~ div(pVu) = f, RN x RT,
u(z,0) = up(z), RV (4.1)
0

| 5 @0 = uw(), R

Les coefficients p(z) et pu(x) qui caractérisent le milieu de propagation sont
supposés mesurables et vérifier :

0<p_<p(x)<py<+oo pp. dans RY

0<p_ <p(x)<py<+oo pp.dans RY

Les données sont donc, outre p et p, les donées initiales ug(x), ui(x) et le
second membre f(x,t).

La formule de d’Alembert

On suppose que N = 1 et que 'onde se propage avec la vitesse constante
¢ > 0. L’équation (4.1) devient :
( 0*u  ,0%u

EE =

u(z,0) = ug(x), (4.2)

0
| 5 (@.0) = ().

Théoréme 4.2.1. La solution du probléme (4.2) est donnée par la formule
de d’Alembert :

1 1 x+ct 1 t
u(m,t):—(uo(x+ct)—|—u0(x—ct))+—/ uy(s)ds+— // [y, s)dsdy
2 2¢ Jomct 2¢ Joly—si<e(t-s)

(4.3)
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Démonstration. On remarque que l'opérateur des ondes se décompose sous

la forme :
ot? (9:102 —\ ot 8:1: ot ox
Alors :
( Ov ov
E - C% f

Pu 0%
o C@— — +tc— =,

u(#,0) = uo(x), vo(x) = ui(x) + cuy()

\

Par la méthode des caractéristiques, on trouve successivement :

v(z,t) = vo(x + ct) + /0 flx+c(t —s),s)ds

u(z,t) = ug(z — ct) + /0 v(z —c(t —s),s)ds

avec : Vs € [0, 1],

v(x —c(t —s),8) =vo(x — c(t — 2s)) + /S flx —c(t—2s+7),7)dr.
0
Il en résulte :

u(z,t) = uo(x—ct)—i—/ot vo(m—c(t—Qs))ds—l—/ot /Osf(x—c(t—Qs—l—T),T)des.

Par définition de vy :

/Ot volx — c(t — 2s))ds = /mtv ¥ —

y=z—c(t—=25) Jo_qt 2¢c

1

x+ct 1
= 5/ ul(y)dy+§(u0(x—|—ct) + up(z — ct)).
r—ct

De plus :

//f:c—ct—Qs—i-T Ydrds = — // f(y, 7)dydr
ly—z|<t—T

0<r<t
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Remarque 14. Si f = 0 alors la solution se décompose sous la forme :

1 x+ct 1 1 x—ct
u(z,t) = éuo(a: + ct) + 2_0/ uy(s)ds + §uo(x —ct) — —/ uy(s)ds
0 0

2c
' - N NV -
=t (z+ct) =~ (z—ct)
ol ut, resp. u~, correspond & une onde se propageant dans la direction des
) )

x > 0, resp. des x < 0.

Cone de dépendance et propagation a vitesse finie

T—ct z T+t z
FI1GURE 4.1 — Cone de dépendance.

La formule de d’Alembert (4.3) montre que la solution u(z,t) au point
M (z,t) est entierement déterminée par les valeurs des données initiales
ug, uy et du second membre f aux points du cone de dépendance D(M)
(figure 4.1). Autrement dit, les ondes se propagent a vitesse finie. En effet,
si ug, uy et f sont & support compact dans K = [a,b], alors, a I'instant
t >0, u(-,t) est a support dans K; := [a — ct, b+ ct].

Régularité de la solution de (4.2)

Si f =0, la formule de d’Alembert (4.3) montre que si ug € C**1(R) et
si u; € CF(R), alors u € C*1(R x R™), i.e. 'équation des ondes conserve
la régularité.

Dans le cas général ou f # 0, alors, contrairement au cas du Laplacien,
on ne gagne pas deux crans de régularité lorsqu’on passe de f a u. On na
voir qu’on ne gagne qu'un cran de régularité.
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a—ct a b b+ct T

FIGURE 4.2 — Cone de de dépendance.

Pour cela, on suppose que uy = u; = 0 par linéarité de ’équation des
ondes, puisque 'influence des données initiales a été étudiée. Alors, on vérifie
directement que la transformée de Fourier de u définie par :

“+o00
a(g,t):/ u(z, t)e **dr, VEER, Vt>0.
0

est solution de :
0%1 .

o+ =1,

d’ou on déduit que
(€, t) = a(t) cos(c&t) + b(t) sin(c€t)
avec, d’apres la méthode de variation des constantes :
a'(t) cos(c€t) + b'(t) sin(cét) = 0.
Il en résulte :

ou

a5 = —c€asin(c€t) + c€bcos(ct)
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% = —cta’sin(c€t) 4 &b’ cos(cét) — (c€)?(acos(cét) + bsin(cét)l
—a(¢ )
82
= Tl + (€)%t = f = —cta sin(cEt) + &b cos(cEt).
On en déduit que a’ et b sont solutions du systeme :
a’ cos(c€t) + ' sin(c€t) =0,
{ —a'sin(cét) + ' cos(clt) = =
lLe.: ) )
al(t) = —% sin(cét), b(t) = #g’t) cos(ct)
Finalement :
(&, t) = agcos(ckt) + by sin(cét)+
/ I c§ — cos(&t) sin(€s) + sin(c€t) cos(c€s)) ds =
- / M]‘(&, s)ds, VEER, Vt>0.
0 c§

On en déduit :

—

c%(&ﬂ =icu(é,t) = i/ot sin(c&(t — s))f(ﬁ,s)ds, VéEEeR, Vt>0.

%(5’@ = /Ot cos(cE(t — s))f(€,8)ds, VEER, Vt>O0.

d’ou, par Cauchy-Schwartz :

2 t
o
<1 / 1F(€,5)1%ds

2 t
.-
<t / 1F(€,5)[Pds

ce qui donne, par 1’égalité de Plancherel :

2 t
D <t / / 1/ (. 5)|Pdeds
L2(R) 0o JR

du
C% (57 t)
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‘ _t/ot/RHf(x,s)Hdeds

fe (RS L2(R) > u e [¥®" H'(R) o o

ou, |I?
— ()
LN 1239

ce qui montre que

Développement en série de Fourier

Soit a résoudre :
( 0%u  O%u
== 1, ¢
2 92 0, 0<x<l, >0,
u(0,t) =u(l,t) =0, t>0,

ou

\

On cherche une solution u sous la forme :
uw(z,t) = X(x)T(t), x€]0,1[, ¢t>0
Apres report dans (4.4), on obtient :

X// T//
~=7T =\ €eR,

avec la condition sur le bord :

w(0,8) =u(1,t) =0 = X(0) = X(1) = 0.

Si A =w? >0, alors :

X(z) = ae®® + be™* E) 0

ce qui contredit v # 0. Donc nécessairement : A = w? < 0 et

X(z) = acos(wz) + bsin(wz)

avec
X0)=X(1)=0=a=0 et wenN.
On en déduit :

ZT SlIl Zunxt

n>1 —:Xn(m) n>1

u(z,0) = ug(x), E(w,O) =u(z), O0<z<l.

99

€ L(R", L*(R))

(4.4)

(4.5)

(4.6)
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On suppose que
ug € Hy(0,1) et wuy € L*0,1) (4.7)

sont développables en séries de Fourier sous la forme :

up(z) = Z W sin(nmr), w(v) = Z b} sin(nmx),

n>0 n>0

avec, compte tenu de (4.7) :

Z(nw)2|b2|2 < 400 et Z by |* < +00

n>0 n>0

Alors les fonctions T, n > 0, dans (4.6) sont, au moins formellement,

solutions de
T! + (nm)*T,, =0, t>0,

(4.8)
T,(0) =0, T'(0)=0b, n>0.
On vérifie immédiatement que (4.8) admet pour unique solution :
1
T, (t) = t° cos(nmt) + —“sin(nxt), t>0, n>1. (4.9)

nm

Proposition 4.2.2. Soit ug € H}(0,1) et soit uy € L*(0,1). On suppose
que ug et uy sont développables en séries de Fourier sous la forme :

up(z) = Z W sin(nmr), ui(x) = Z bl sin(nmx),

n>0 n>0

Alors, pour tout T > 0, la série (4.6), (4.9) converge uniformément dans
C°([0,T]) vers u € C°([0,T], H3(0,1)) N C*([0,T], L*(0,1)) solution de :

u € C°([0,T], Hi(0,1)),

ou 0 2
5 €€ ([0, 7], L*(0,1)),

1 1
i/ au(t)vdx +/ au(t)ii’dx =0, Yve H(0,1), dans D'(0,T)
0 0

dt ot ox
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Démonstration. Soit T > 0. On a : Vn > 1, Vx €]0, 1, Vt € [0,T],

(o8 < [0 < 88 + 2]

d’ou:Vn > 1, Vt >0,

[ oras = S inr <23 (1 + L) < o

n>1 n>1

La série majorante étant convergente, on en déduit que ¢ — u(t) est somme
d’une série de fonctions continues uniformément convergente sur [0, 7], donc
que u € C°([0,T],L*(0,1)). De méme :

ou,,
ox

donc : Vn > 1, Vt > 0,

/ |
0
ol la série majorante est convergente. On en déduit que la série des dérivées

> % est uniformément convergente sur [0, 7] et que u € C°([0,T], H3(0, 1))
avec

(x,t) = nnT,(t) cos(nmz), Vre[0,1], Vtel[0,T], Vn>1

ou,,
8x

n>1

(t)

dx—Z|T |2<QZ (nm)?[B2) + [by|?) < +o0

n>1 n>1

— = ZmrT (t)cos(nmzx), Vtel[0,T], p.p.enx €0, 1]

D’autre part : Vn > 1, Va €]0, 1, Vt € [0,T],

o, ., _
e =T (t)sin(nnx)

avec

T, (0] < 2((nm)*[bn]* + (b, [*)

2
il 4 =D ITOR <23 (PP + (b f) < oo

n>1 n>1

La série majorante étant convergente, on en déduit que la série des dérivées

%” est uniformément convergente sur [0, 7] de somme :
0 8 "
0_?; = U ZT’ sin(nrx) Vt €[0,T], p.p.enzx €]0,1]

n>1
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0
et donc 8_? € C°([0,T], L*(0,1)).
Soit ¢ € D(0, 1) et soit N > 1. Par construction :

Z/ 82;:2 oda +Z/ un(t) ’dx:(), Vit > 0.

Soit ¢ € D(O, T). 1l en résulte :

a“” Oun(t) o dadt = 0.

avec, par convergence uniforme de la série Z uy, vers u dans C°([0, T, Hy () :

NEIEOOZ / / 9un() gzt = /0 T¢(t) /O agi) dudt,

et par convergence uniforme de la série )~ 24 vers 2¢ dans C°([0, T, L*(2)) :

NIEEOOZ / / 9n(®) it — /0 T¢’(t) /0 1 ag§t>goda:dt,

1.e.:

_/T¢(t) ag() ddt+/T¢(t) ag()’ddt_o

i.e. encore, par densité de D(0,1) dans H(0,1) : Vo € H{(0,1), Vo €
D(0,T),

_/T¢(t) ag() vdx dt+/T¢(t) 8;56) Vdwdt = 0.

Finalement :

d (' Ou(t) L ou(t)
E/O Wvdx + /0 W@/dﬂ? = 0, Yv € H&(O, 1), dans D,(O, T)

]
Proposition 4.2.3. Soit ug € H}(0,1) t.q. uy € H'(0,1) et soit u; €
H(0,1). On suppose que ug et uy sont développables en séries de Fourier
sous la forme :

x) = Z W sin(nrx), uy(v) = Z b} sin(nmx),

n>0 n>0
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Alors, pour tout T' > 0, la série (4.6), (4.9) converge uniformément dans
C°([0,T]) vers u € C°([0,T1], Hj(0,1)) N C%([0, T], L*(0,1)) solution de :

u € CO([0, T, Hi(0,1)),

Z_? e ([0, 7], H'(0, 1)),
% e C°([0, 7], L*(0,1)),

% _ % =0 dans L*((0,1) x (0,T))
o=t %0

Démonstration. Par régularité de ug et uy :

S ((nm)* )2 + (n)2 8L ) < +oc.

n>1
A . s s ;. 2
Par le méme raisonnement que précédemment, on montre que la série » 88%
. , 2
converge uniformément dans C°([0, 7], L2(0,1)) vers Z%. O

Proposition 4.2.4. Sous les hypothéses de la Proposition 4.2.2, l’énergie
se conserve au sens suivant :

1| 9u(t) 2+1/1 Ju(t)
2| ot 2 )y | Ox

Démonstration. Soit t > et soit n > 1. par définition de T, :

2 1 1 1 1
dx:—/ yug|2dx+-/ i [dz, W€ [0,T)
2.Jo 2 Jo

0= / (TH($)TL(s) + (nm)To(s) T4 (5)) ds =

=5 | G (@) + (T ) ds

= SUTLOP + (T, (0F) — S8 + (I,

On en déduit :

1 : 1
0= 5 S UTUOR + (i PIT (1)) — 5 S (L) + ()85 )
n>1 n>1
1M ou(t)]? 11 ou(t)|? L L
_5/0 ot dx+§/0 O dx_§/0\u1’dx—§/0!uo|dfv

]
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4.3 Approximation numérique
On considere les subdivisions :
ZE0:0<ZE1<"~<Z‘N<.%‘N+1:1

tr=0<t; < - <ty <+

supposées régulieres de pas Ax > 0 et At > 0 resp.
Soit (u})o<i<n+1,n>0 la suite solution du schéma :

( ) =ug(z;), 1=0,---,N+1,

0 __ . / . ) — N
v = wi(z;) + cupla;), i=1,---,N, (4.10)

At At
u; = (1—0—) u) +c—ud ,+ AR, i=1,--- N.
\

Az Az
n—1 n n+1 2
At2 - (Aw)g(ui—l_Qui +Ui+1):f($i)a i=1-- N,
uy =un, =0, n=>1,
(4.11)
Remarque 15. L’initialisation (4.10) est le premier pas du schéma :
(ot o -
YR P A
n+1 n n n
. —ut ur —ul
U, Atuz +C7JA:E7I?1:'U?, i:17"',N7 TZZO,
[ 00 = wy (@) + cuh(z:), u=wup(z;), i=1,--- N

qui découle imédialement de la réécriture de (4.2)sous la forme :

ov ov

E_C%Zf’

o) ou __
St =v, 0<z<l t>0.
Remarque 16. On veut avoir : ul' ~ u(x;,t,),i=1,--- N, n>0.

Proposition 4.3.1. Le schéma (4.10)-(4.11) est consistant d’ordre 2 en
temps et en espace.
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Démonstration. Soit n > 1. On définit I'erreur de consistance €}’ au point

(x;,t,) en posant : €' = e(x;,t,) avec : Vo € [0, 1], Vt > 0.

u(z,t — At) — 2u(x, t) + u(x, t + At
oty < Ut D) D) a4 A1)

02

— s (u(x — Az, t) — 2u(z,t) + u(z + Az, t))—f ().

(Az)?

La formule de Taylor donne directement : Vi € [[1, N]]|, Vn > 0,

J*u

Ozt

J*u

ot

(At)* + ‘

[e.e]

e < C (‘

[e.e]

le.:

7

Proposition 4.3.2. On suppose que

£<1
CAJJ .

el = 0((At)? + (Ax)?), i=1,...,N, n>0.

Alors, le schéma (4.10)-(4.11) est convergent d’ordre 2 en temps et

espace.

Démonstration. Soit (u}),>o une suite de réels et soit z', n > 0, i

1,---, N, définie par :

(2l — 220 4 ] ( c )2(
- z
At?

n
71—

n n _.n
1 — 2z +Z¢+1)—Mm

P eRYN, L eRN.

\

ce qu’on réécrit sous la forme :

i=1---

7N’

(Ax)2) , Yie[[l,N]], Vn>0. (4.12)

n>1
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Soit n > 0. On en déduit :

2
(™ = 2" — (" — ) + (%) A" = (A" (413)

On pose :
P =Pk vk > 0.

En multipliant les deux membres de (4.13) par 2" — 2"t = ¢" +v""! on
obtient :

cAt\?
o1 = o + (55 ) Aws - (2141 = 27) = (@t (o7 = 2

i.e., compte tenu de la symétrie de Ay :

n n|l2 CAt ? n n+1 n—1|2 CAt ? n—1 _n 2. n n n—1
E" = [lo" |5+ n, ) AnaET = [v" 3+ ny ) AvEE +(A) " (v ")
AL\ a
= [|0°)12 + (?A_> An2" - 2t (AL)? Zﬂk . (@k + U’f71)
T
N _ k=1
— 0

— EO + (At)z/f . UO + (At)2 (Mk+1 + ,uk) . Uk + (At)QunJrl o™
k=1

On remarque que :
Anz2™ - 2" = Anz" 0" 4 Ay - 2"
avec : Vo > 0 :
o 1
[Anz" 0" < Sl AN"E + gllv”llg-

Soit a > 0. Il en résulte :

1 (cAt\? cAt\?
N = n|2 o= o n._ . n
E" > (1 Qa( x) ) v H2+< x) (1 —2a)Anz" - 2",

et on choisit o €]0, [. Alors :

1 1 [cAt 2> cAt 2:>0< cAt 2<1
2a0 \ Az Ax Ax '
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On remarque que

i 1 [cAt)?
min ([l1——(—1] ,1—2«
0<a<i 200 \ Az

atteint son maximum en o > 0 t.q.

1 [cAt)?

i.e. en o = g solution. de :
1 /[cAt)? 5 1 [cAt
— | — | =20 <= ay==(—].
200 \ Az 07 9\ Az

E" > (1 — ﬂ“) (Jlv"]5 + Anz" - 2") (4.14)

On en déduit :

Ax

En particulier, si E° = 0, alors :
2 n+1 ) )
[o" )13 < < Z 11°113) 2 ( Z [v*3)2,  ¥n >0 (4.15)
=

Az

\/_t At n+1

Zuvku ) < ZH u13)2
(w)F

On définit erreur de convergence au point (z;,t,), 1 <i < N, n > 0, par :

el =u(wy,ty) —uy, i=1,--- N, n>0.

3 K3

Par construction : €Y = u(z;,0) —ug(z;) =0,i=0,--- ,N+1. Pour n = 1,
I'erreur de convergence au point (x;,tg) est associée a I’étape d’initialisation
(4.10) par la relation : e} = ey(x;) ou : Va € [0, 1],

eo(x) = u(w, At)— (1 — c%) (x)—cguo( —Ax) — At(ur(x)+cug(z)).
(4.16)

On a :

(1 — 62—;) o(x )+c§—iuo(x Azx) = Uo($)+02—; (—Azuy(z) + O((Az)?))
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= up(x) — cAtug(z) + AtO(Ax)
—_———
=O0O((At)2+(Ax)?)

donc

eo(r) = u(w, At) —ug(x)+cAtuy(x) — cAtufy(v) — Atuy (2)+O((At)* +(Az)?)

= u(z, At) —u(z,0) — At%(m, 0) + O((At)* + (Ax)?) = O((At)* + (Ax)?).

1.e. :

ei = O((At)* + (Az)?).

Alors, pour le choix u? =¢?, i =1,--- ,N,n > 1, 2° = 2! = 0, on obtient
2" =e€" n > 2. et (4.15) s’applique : Vn > 2,

l

122 < H ) H2+ZHZ’““ 22 < \/_(ZHUkHz>

= :,Uk

N \

n+1
o BV SO
(4.12) 1— CAt
Ax

En particulier : Vn > 2,

sup |[e"|l. <C |1+ var (At)* + (Az)?)

nAt<T o 1— &At
Azx

Remarque 17. Le choix 2! := 0 est justifié par 'étape d’initialisation (4.10)
qui conduit a la formule :

]

ul = (1 - %) olx;) + %uo(ajl 1) + At(ug (z;—)cug(x;))

dont le membre de droite est combinaison linéaire de termes exacts.

Proposition 4.3.3. Si f = 0 dans le schéma (4.11), alors ’énergie est
conservée. Plus précisément, si on définit I’énergie discréete au temps t,,
n >0, par :

E" = ||u" —u 1H§+<A—x) Anu™ - u™

alors : E"tt = E™ ¥Yn > 0.
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Démonstration. Soit n > 0. Si f =0 alors :

(=) = (u =Y + (ﬁ

2
Ayu"™ = 0.
Ax) v

Aprés multiplication des deux membres de cette égalité par "t — u" ! =

(u™™ —u™) + (u™ — u™"') on obtient :

At\?
st =P =t (G ) v =) =0,
T

On conclut grace a la symétrie de Ay. O

Remarque 18. Avec les notations de la Proposition 4.3.3, si on pose v" =
u™t — ", alors

. n cAt\? 0o cAt\? el e
E :HU Hg_}_(ﬂ) ANU U 1+<E) ANU l-u !

et le méme raisonnement que pour (4.14) conduit a :

E" > (1—5) (o™ ]I3 + Anu™ - u™) .

Proposition 4.3.4. Soit N > 0 et soit Ax = (N+1) Le schéma (4.10)-

(4.11) est stable au sens de Von Neumann ssi CAt < 1. St de plus

U — E :C ezk]Am et u — 2 Cl ijkAx

keZ keZ
alors :
b= Z cZeijAm (4.17)
kEZ
avec
cp = ape™ £ e ™% VkeZ, n>0 (4.18)

ou les constantes ay, by, 0 ne dépendent que de At, Ax, et k € Z, et ou

O ckt,, Vn>0.
(At,AT)—(0,0)

Démonstration. On vérifie directement que

At — (2 —ak)?)g+e7 =0 (4.19)
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ou :

cAt kAx
=2—sin| — ~ At.
a(k) Az St ( 2 ) (At,Az)—(0,0) chat

L’équation caractéristique associée a (4.19) s’écrit :
2+ (k) = 2)r+1=0

et admet pour discriminant
A=(a(k)*-2)2-4<0.

On pose :
a(k)? — 2 = 2cos b
et alors on trouve que les valeurs propres de S(k) sont :

j:eﬂ:i@k

()

ce qui est licite ssi ¢, < 1. Les valeurs propres de S(k) s’écrivent :
avec

eFite — 1 _ a(§)2 + \/1 . <1 . a(g)Q)z.
\/1— (1- °‘<§>2)2

tan 0 = ~ a(k)

1 — a(’;)z (At,Az)—(0,0) (At,Az)—(0,0)

On remarque aussi que :

e:l:i@;C

On en déduit :

donc

~ a(k).

k
(At,Az)—(0,0)

Finalement, on en déduit (4.18) avec :

na(k) ~ cknAt = ckt,,.

(At,Az)—(0,0)
e :Vn>1,VkeZ,
|CZ€z]kA:c_akezk(gA$+ctn) _bkezk(jAa:—ctn) | S |ak: | lemek _ezkctn |+|bk | |e—zn0k _e—zkctn

. <n¢9k — Ck’tn)
sm{ ——
2

= 2(Jak| + [be]) 0.

%
(At,Az)—(0,0)
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Corollaire 4.3.5. Sous les hypotheses de la Proposition 4.3.4, si en outre :

Z |ch? < 400 et Z i 2 < +o00

keZ keZ

alors la série de fonctions (4.17)-(4.18) converge dans C°([0,T], L*(0,1))
vers la somme de la série :

m ((C}f —e™ C%)eZk(]Am+Ct") + (ew’fcg — ci)eﬁk(JAx—ctn))
keZ

solution de (4.2).

Démonstration. Des relatons :

Cg = ay + bk, .
Cllg — ake’bkgk + bke_Zkgk,

on déduit directement que :

1 1

» 1
— =i .0 b
Sisn(Gy k¢ ) b

~ 2isin(6y)

1

ay (e ch — ci)

Schéma centré
Soit 6 € [0, 1] et soit (u")o<i<n+1.n>0 la suite solution du schéma centré :

un—l — " + un—i—l 02 9 . . .
A2 +(A$)2AN (_(u +1+u 1)+(1_9)u ) :fNa

2

(4.20)
initialisé par (4.10), ot f¥ € R est le vecteur de composantes ¥ = f(z;),
i=1,--,N,

Proposition 4.3.6. Le schéma centré (4.10), (4.20) est consistant d’ordre
2 en temps et en espace, pour tout 0 € [0, 1].

Démonstration. On définit l'erreur de consistance au point (x;,t,) par :
el = go(x;) si n = 0 avec gy définie par (4.16), et par €' = (x4, t,) sin > 1
avec : Vx € [0, 1], Vt > 0,

e(z,t) = (u(z,t + At) — 2u(x,t) + u(z, t — At))+

(AP)
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c? 0
+WAN (§(u($,t + At) +u(x,t — At)) + (1 — 9)u(x,t)> — f(x)

La formule de Taylor donne :

J%u 0 0%*u 0%u 0%u

e(z,t) = (x)—i(@(x, t+AL)+—— (2, t—At))—(1-0) = (z, 1) +O((Ax)?)

T oo 0x? ox?

0 (‘;7 - @) - T, t>)+0<<At>2>+0<<A:c>2> = O((Ar?)+0((Ax)?)

On conclut comme dans la Proposition 4.3.1. O

Proposition 4.3.7. Soit 0 € [0,1[. On suppose que

A 1
cal . (4.21)

Ax  /1-0

Alors, le schéma centré (4.10), (4.20) est convergent d’ordre 2 en temps et
en espace, pour tout 6 € [0, 1].

Démonstration. Soit (ul'),>o une suite de réels et soit z', n > 0, i =
1,---, N, définie par :

Soit n > 1. On pose :

P S N
On a:
E™ = Hv"l|§+€ (@)QANU”-U"—l—(l—H) <£M>2ANZ71‘Z”+1 = E" ™ (0 ")
2\ Az Ax
et
B> (1 iz 9%) (JI2 + Ayz" - =)
On conclut comme dans la Proposition 4.3.2 avec %‘; par /1 — 9%‘; O



4.3. APPROXIMATION NUMERIQUE 113

Schéma implicite non centré

Soit (u}")o<i<n+1m>0 la suite solution du schéma implicite non centré :

n—1 n n+1 2
wy T —2ul 4+ u; c
i i i Ayttt ;= ;
At2 +(Al’)2( NU ) f(l’ )a
(4.22)
uy =uyn,; =0, 1=1--- N, n=>1

initialisé par (4.10).

Proposition 4.3.8. Alors Le schéma implicite non centré (4.10), (4.22)
est consistant d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace.

Démonstration. On définit 'erreur de consistance au point (x;t,,) par :

o e(zity), i=1,--- N si n>1,
%), i=1,---,N si n=0,

ol €%, est définie par (4.16), et ou : Vx € [0, 1], Vt > 0,

e(z,t) =

(At)?2 (u(z, t+At) —2u(z, t) +u(z, t—At)))+

2

" <Ai> (—u(z — Az, t + At) + 2u(z, t + At) —u(z + Az, t + At)) — f(x).
x

La formule de Taylor donne :

e(x,t) = %(:c, t) + O((At)?) — CQ%(:UJHL At) + O((Ax)?) — f(x)
= O(At) + O(Ax)>.
]

Proposition 4.3.9. Le schéma implicite non centré (4.10), (4.22) est conver-
geant d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace.

Démonstration. Soit (ul),>o une suite de réels et soit 2", n > 0, i =
1,---, N, définie par :
1 c?

(A;E)Q(zn_l — 22"+ 2" + —(A$)2ANZH+1 =pu",
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( Zﬂ—l o 22;1 + Z;’H—l C2
+ (
INE (Ar)?

n+1 _.n
ANZ )’L_Mzu

On pose
Un — Zn+1 o Zn7
Alors :
5 [ CcAt 2 1 L 1 1w [ cAt 2
E" = ||,Un||2+ A_x ANZn+ '2n+ = Fn _”vn_vn— ||2_ A_x ANUn"Un—I—QIun'Un

SEn71+2Mn'Un§EO+2Z,Uk‘Uk-
k=0
On en déduit : si E° =0,

1 1
n 2 n 2
|05 < E° 42 (Z ||Mk||§> (Z ||ka3>
k=0 k=0
1 1
n 2 n 2
_ (z nvkus) < (z wuz)
k=0 k=0

On conclut comme dans la Proposition 4.3.1 compte tenu de la Proposi-
tion 4.3.8. O

Equation des ondes a deux dimensions d’espace

On considere le probléme : trouver u :|0, 1[x]0, 1[x]0, +00[— R solution
de :

( 0% *u  O%*u
2 ¢ (@ + 8_y2> = f(z), (z,y)€]0,1[* ¢>0,

ou
U(l‘,y,()) :uo(xay)a E(xayao) :U1($,y), (xay) 6]071[27

L u(z,y,t) =0 si z,ye€{0,1}
L’approximation numérique es basée sur les subdivisions en espace,

O=zy<z1 < - <ar<zr1=1 0=yw<y<---<y <y =1
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resp. en temps :
O=tg< - <tp, <---,

supposées régulieres i.e. définies par :
r; =1Ax, y; =jAy, t,=nAt, i=0,---,I4+1, j=0,---,J+1, n>0.

Soit 6 € [0, 1]. Avec ces notations on définit la suite (u}';),>0 par :

’U/’l — 2un + un—l 1 1 0 ) . )
(At)? e ((Ax)2AI + (Ay)2AJ) (5(“ a4+ (1—0)u ) — I

n _ n _ n J— n N
Up; = Urpy 5 = Ujo = Ui g1 = 0,

ugj — Uo(l‘i,yj), ul e RU+D(I+1)

(4.23)
ot fI+/ € R est définie par :
fz{}']:f[’](%,yj), i=1,---, I, J=1---,J,
et ou les opérateurs A;, A; sont définis par :
(AjU)ij=—Uip1;+2U;; — Uiy, i=1,---,1, j=---,J
(A 0)i5==Uijs1 +2U;; = Upj1, i=1,---,I, j=,, J.

Proposition 4.3.10. On suppose que 0 < 6 < 1 et que

L/ 1 | 1
80 ( e+ agp) < 127

Si Uétape d’initialisation donnant u' est consistante d’ordre 2 en temps et
en espace, alors le schéma (4.23) est convergent d’ordre 2 en temps et en
espace.
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