4 Conditions d’optimalité. Optimisation
avec contraintes

Cette Section est consacrée a 1’étude du probleme d’optimisation dit
avec contraintes :
min f(x)
r € R,
g(z) <0,
h(z) =0

avec f:R" - R, g:R"” — R? h: R* — RP définies pour des entiers p > 1,
g > 1. Dans cet énoncé, la contrainte d’inégalité sur la fonction vectorielle
g doit étre entendue composante par composante.

La résolution de ce probleme fait intervenir des multiplicateurs de La-
grange. On introduit cette notion sur le cas simplifié d’une contrainte d’égalité.

4.1 Multiplicateurs de Lagrange. Le
théoreme des extrema liés

Pour simplifier 'exposé de la méthode on commence par le cas particulier
ol la contrainte d’égalité décrit I'intersection d’un nombre fini d’hyperplans.
Plus précisément, on considere le probleme :

min f(z)
r € R",
h(z) =0

ou f : R™ — R est supposée différentiable sur R™ et ou h : R™ — RP est
définie par :

<a17 $>
h(z) = :
(ap, x)
On peut supposer, quitte a la restreindre, que la famille {ay,--- ,a,} est

libre. On pose K = {x € R", h(z) = 0}. Alors K est un sous-espace
vectoriel de R™ de dimension n — p. Des résultats de la Section 3, il résulte
que si z* € R™ est un minimum local de f alors

Vye K, (Vf(a"),y) =0

ie que Vf(z*) € K+ avec Kt sev de R" de dimension p. On vérifie
immédiatement que Vect{ay, - ,a,} C K+ avec dimVect{a,,--- ,a,} = p,
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donc Vect{ay,--- ,a,} = K*. On en déduit qu’il existe (A, -+, ;) € RP
t.q. Vf(z*) +>°F  Ma; = 0. Les coefficients \;, @ € [[1,p]], sont appelés
multiplicateurs de Lagrange.

Dans le cas général ou h : R" — RP est quelconque, on note hq,--- , h,
ses composantes et on pose :

K={zeR", hhzx)="---=h,(z) =0}
Le résultat suivant généralise le cas linéaire.

Théoréme 4.1.1 (Extrema liés). Soit f : R" — R une fonction différentiable
sur R™ et soit h : R — RP de classe Ct. On pose :

K ={z eR", hy(z)="--- = hy(z) = 0}.
et on suppose que [ admet un minimum local en x* € K tel que
la famille (Vhy(x*),--- ,Vh,(x*)) est libre. (10)

Alors il existe (A,---,\,) € RP t.q. :
P
V() + > MVhi(z®) =0. (11)
k=1

Remarque 10 (Qualification des contraintes). La condition (10) est appelée
condition de qualification des contraintes. Si elle n’est pas satisfaite, alors
la conclusion du Théoreme 4.1.1 tombe en défaut. En effet, si f(z) = x et
h(z) = 22, alors K = {0} et f =0 sur K. De plus : & est de classe C! sur
R et A/(z) = 2x = K'(0) = 0 donc f'(0) + AR (0) =1 # 0, YA € R. Donc on
ne peut pas définir de multiplicateur de Lagrange dans ce cas.

Si on remplace la condition (11) par la condition élargie :

p
I As e, Ap) ERPFL L AV (%) + ) MVig(a®) = 0. (12)

k=1
alors on peut montrer ([10],[5]) que (10)= Ay # 0 et on est ramené a (11).

Démonstration. On ne restreint pas la généralité du raisonnement en sup-
posant, pour simplifier les notations, que n = 2 et p = 1. On pose :

K = {z € R? h(z) =0}.

On commence par ramener le probleme a celui de la minimisation d’une
fonction a une seule variable. En effet, on remarque que (10) équivaut a
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Vh(z*) # 0. On peut donc supposer, quitte a échanger les roles de z; et x,

que :
Oh(x*)
s # 0.

Alors d’apres le Théoreme des fonctions implicites,

Je >0, 3p € C*(R,R) : KN B(z*,¢) = {x € B(z*,¢), 72 = (1)}

Autrement dit, dans un voisinage de z*, K s’identifie au graphe d’une fonc-
tion ¢ de classe C'. Par hypothese sur f, lapplication f : 2y — f(z1, o(21))
admet un minimum local en zj. On en déduit alors, f étant dérivable au
voisinage de x* :

s af * * 1/ % af * *
P =0 = s e + o o ey =0 (9
Or on a aussi : Vo = (21, p(x1)) € B(z*,e) N K,
oh , oh
Wz, o(21)) = 0= Txl(ml’ e(z1)) + ¢ («”31)8762(9617 p(x1)) =0 (14)
2 )
/ * 8x1
= ) = — ,
TG

ce qui montre que ¢'(x}) est bien défini. De (13) et (14) on déduit de plus
que :

e cvon (o )} s evea{( L2 )}

1
Dans R?, I'hyperplan Vect .
.

Vh(z*) et V f(z*) sont colinéaires.

1
) )} est une droite vectorielle, donc

Remarque 11. Par hypothese h € C! donc on peut définir en tout z € K
un vecteur unitaire normal, resp. tangentiel, & K en x noté 7i(x), resp.
7(z). Dans la base orthonormée locale (7i(z),7(x)), le vecteur Vh(x) se
décompose sous la forme :

Vh(z) = %(m)ﬁ(m) + %(m)?(m)

On a de méme, [ étant différentiable : Vx € K,

Vi) = 9 @yite) + L@yt
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Dans K N B(z*,¢) :

laT) = 1+L<> ( oo )

donc (15) entraine :

_on

Vh(a') = SS@)i) et V@) = Sh)at)
ce qui s’'interpréete en écrivant que
6h *\ . * 0w\ 1 @ * / @ * _
Gr0) = V)70 = s () 4 e ) =0

i.e. (14). On retrouve (13) de la méme facon en écrivant que

%(m*) =0.
Exemple 14. Soit a résoudre :
: iglfe 2 (z* +y")
{GsE;
Comme V2 f(z,y) = ( 120x2 120y2 ) est semi-définie positive, f est convexe

sur R? donc n’admet que des minima locaux sur R2. De plus f > 0 et
f(x,y) = 0 est atteint en-dehors de la surface 22 + y* = 1. De plus,

Pryt=1=z/<1 et |y <1

donc
Pry=l=at+yt <P+t =1

ie. 0 < f <1 surlasurface 2% + y? = 1.
On a aussi, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwartz : V(z,y) € R?,

1= 2%+ < V2ot + gt = /2f(z,9) = flz,y) >

DO | —

Finalement : % < f <1 sur la surface 22 4+ 2 = 1.
La surface 2% + y* = 1 se paramétrise en :

r=cos, y=sinf, 0¢€[0,27]
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et on a alors : )
fla,y) = 13+ cos(40)) =: g(0)

avec g paire, périodique de période 7, donc on est ramené au probleme
équivalent :

in_g(f).
Orgggl%g( )

L’étude des variations de g montre que

. s 1 1 1
i o0 =9(7) =5 =7 (i\@’i\/i) '

On se propose de retrouver le résultat précédent par le Théoreme 4.1.1
appliqué avec f(z,y) = 2* +y*, h(z,y) =22 +9*> —1. On a: V(z,y) € R?,

Vf(fr,y)=4< 53) Vh(rcvy)=2<;:>-

Alors Vh =0 <= z =y = 0. On remarque que (0,0) n’est pas solution.
D’apres le Théoréme 4.1.1, on est ramené a chercher (z,y) € R?\ {(0,0)}
et A € R solution de

23 = A, (x> —\) =0,
¥’ =y, = Yy -N=0 <=
22 +y? =1 ?+yr=1
x =0, y =0, A\ =22,
= A=1y%  ou A=22, ou A =12
A=1. A=1 22 =1.
$=:|:%
x =0, y =0,
=< y==x1, ou T ==l1, ou Y= :I:%7
f(xvy) =1 f(x,y) =1
flz.y) =3

On en déduit que les points extrémaux de f sur la surface 22 + 3% = 1

sont (0,%£1), (£1,0) avec f(0,£1) = f(£1,0) = 1 et (i%i%) avec

f(i%,i%) = 1. Comme 1 = max,2;,21 f(z,y), on en déduit que
f <:t%, :t%) = 1 est I'unique solution.
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Exemple 15 (Application a la démonstration du Théoreme spectral). Soit
a résoudre :

inf (Ax,x)

(=1
lorsque A est une matrice symétrique réelle d’ordre n. D’apres la théorie,
I'application continue x +— (Az,x) atteint son minimum sur la surface
lz]] = 1 qui est un compact de R", evn de dimension finie. On applique
le Théoreme 4.1.1 avec f(z) = (Az,z) et h(x) = ||z]|> — 1. Alors on est
ramené a chercher (z,\) € R" x R solution de

{ Ar = Az,
z]* =1

i.e. A € R valeur propre réelle de A et z € R™\ {0} vecteur propre associé.
Pour une telle solution : f(x) = A et la valeur minimale cherchée est la plus
petite valeur propre de A.

Théoréme 4.1.2 (Théoreme spectral). Toute matrice symétrique réelle
d’ordre n est diagonalisable dans une base orthonormée de R™.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur la dimension n. Si n = 1,
alors A € Rest unréel et f(z) = Az?, Vo € R. On en déduit : inf},—; Az? =
A. On suppose que toute matrice symétrique réelle d’ordre n est diago-
nalisable dans une base orthonormée de R™ et on considere une matrice
symétrique réelle A d’ordre n+ 1. On note A" = (a;;)1<; j<n la sous-matrice
de A formée des n premieres lignes et des n premieres colonnes de A. Par hy-
pothese sur A, A’ est symétrique réelle d’ordre n, donc diagonalisable dans
une bon de R™ par hypotheése de récurrence. On note (e;)1<;<n, une telle

base avec Ae; = \e;, Vi € [[1,n]]. Soit alors e,y; € Vect{(e1, - ,e,)}*,
llensi]] = 1. Alors (ey, -+ ,eny1) est une bon de R™™. On a :

Vie[[1,n]], (Aeni1,e€:) o (ent1, Ae;) = 0.
ie. : Ae,p1 € Vect{(er, -+ ,e,)} . On en déduit qu’il existe A,y € R
t.q. Aepi1 = Aug1€ni1, 1.6 que la bon (e, -+, e,41) diagonalise A, ce qui
montre la propriété cherchée au rang n + 1. O

Exemple 16 (Inégalité arithmético-géométrique). Soit I'application :

\n/ anlxi
J R\ {0} - R, o —
-+ \ { } ) X 2?21 xi
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On remarque que

/(@) ou :

[

Ve e RI\{0}, VA>0, J(\z)=J(z)=

On en déduit :

J(z) = min J(x) _1 min f(x).

min
z€R}\{0} llzlli=n n [lzli=n
resp. :
By T (@) = mex J(@) = max f(2)
On pose :
X ={z e R}, [|z] =n}.
Alors :

n 1 -
On remarque que : X C [0, 1] donc
Vee X, f(x)<l1.

flz) =

1=

1L4-

On en déduit que X est fermé comme image réciproque par 'application
continue z — 37" z; du singleton {1}, et borné comme partie de la
sphere de R™ centrée en 0, de rayon n pour la norme || - ||;. Donc X est un
compact de R". Comme de plus f est continue sur R, on en déduit que
[ atteint ses bornes sur X. f étant différentiable sur (R% )", on applique le
Théoreme 4.1.1 & flgsyn avec h(z) = ;377 #; — 1. On a: Vo € (R})",

oh 1 of 1

ox; (z) = n' O (z) = nw; =1

D’apres le Théoreme 4.1.1 on est ramené a chercher (z,\) € (R%)" x R

solution de

1, A ) n .
- H;lejzﬁ, 1<i<n VI =Ar;, 1<i<n

Yot =n i Ti=n

= VI z; = A = A=zx;=1,
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On a: X
L, 1)=1= = J(z) =~
f,--01) max f L (@) =~

d’ott on déduit : Vo € R% \ {0},
\n/ Hn_ll'i < l i ZT;.
g

4.2 Les Théorémes de F.John et
Karush-Kuhn-Tucker

On étudie le probleme plus général des contraintes de type inégalités. La
preuve du Théoreme qui en résulte est plus ardue que celle du Théoreme 4.1.1
et peut étre consultée dans [5], [7], [10], [11].

On pose :

K={zeR", h(x)=0 et gx) <0} (16)

ot : h:R®™ — RP et g : R® — RY sont de classe C!. On introduit la notion
de direction admissible.

Définition 4.2.1 (Direction admissible). Soit K défini par (16). Pour tout
x € K, I'ensemble
K(I’) = {h c Rn, H(Ik)kzo S KN7 H(Ek)kzo S (Ri)N,
T — T _

lim zp, =z, lim &, =0, lim =h}
k—+4o00 k—+4o00 k—+oo €k

est appelé le cone des directions admissibles de z.

Pour = € K, 'ensemble K (x) est I'ensemble des vecteurs tangents en x
a une courbe contenue dans K et passant par x. En particulier, si K est une
variété réguliere, alors K (x) coincide avec 'espace tangent a K en z € K.
On considere le probleme de minimisation :
inf 17
inf f(x) (17)
ou f : R" — R est différentiable. Soit z* € K solution de (17) et soit
d € K(x*). Par définition de K (z*), il existe des suites (x3)rs0 € K" et
(5k)k20 c (Ri)N t.q.

lim zp=2% lim g, =0 et lim
k——+o0 k—+o00 k——+o0 €k
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On a: Vk >0,

far) = &) + (V") 2 — %) + o[z — 27]])

)

*

= f@) (Vi) B 1 (

Ek

T —x*

= f(z") + ex(V f(z7), d) + [|d]|o(cr)
= f(z") +ex((Vf(z"),d) + [|d[lo(1))
On en déduit :
f(xy) > f(z") = e((Vf(z"),d) + ||d|lo(1)) >0
= (V@) d) +ld]o(1) 20 = (Vf(2"),d) > 0.

Finalement, on retrouve la condition d’optimalité du premier ordre du
Théoreme 3.0.1 :
(Vf(x*),d) >0, Vde K(z").

En général, on ne connait pas explicitement le cone K (z*).

Théoréme 4.2.1 (F. John). Soit z* un minimum local du probléme (17).
Alors il existe (A1, -+ Ap) € RP, (pg, pta, -+, ftg) € ]R‘_J,_Jrl t.q. :

P q
Mon(l'*) + Z )\ZV}LZ(.%*) + Z ungj(x*) = 0.
i=1 j=1
avec
h(z*) =0, g¢g(z*)<0
pigi(z*) =0, Vjell,q]], (condition de complémentarité).

Comme dans le Théoreme 4.1.1, on montre que gy # 0 deés que les
contraintes vérifient des condition dites de qualification.

Définition 4.2.2 (Contrainte active. Qualification des contraintes). Soit
K défini par (16) et soit z € K.

1. L’ensemble I(z) = {i € [[1,¢]], gi(x) = 0} est appelé ensemble des
contraintes actives en .

2. On dit que les contraintes sont qualifiées en z s’il existe d € R™ t.q.

Vie[[l,pl]l, Vjiel(xz), (Vhi(x),d)=0 et (Vg;(z),d) <0,
(18)

et si les vecteurs Vhy(z), - -+, Vh,(z) sont linéairement indépendants.
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La direction d € R™ associée a x € K dans la Définition 4.2.2 peut
étre vue comme une direction entrante au sens ou : x + td € K pour ¢
suffisamment petit :

gj(x+td) = gj(x)+t(Vg;(x),d)+o(t) = t(Vg;(z),d)+o(t) <0 quand t — 0F

Remarque 12 (Autre qualification des contraintes). Une condition suffisante
pour que (18) ait lieu est que les vecteurs Vhy(z),- -+, Vh,(z), Vg1 (), -+, Vg,(x)
soient linéairement indépendants. En effet, si r = |I(x)], on pose I(x) =

{i1,--+ i, } et on peut chercher d € Vect{(Vhy,---,Vh,, Vg, -+, Vg;)}

sous la forme :
d= Zd Vhi(z) + Y djVg(x

jel(x)
solution de :
(Vhi(z),d) =0, Viel[L,p],
(Vgj(z),d) = -1, Vj € I(z).

Alors (dy, -+ ,dp,d}, -+ ,d; ) est solution du systeme :
dy 0
( (Vh,Vh) (Vg,Vh) ) d, [ _| o
(Vh,Vg) (Vg,Vyg) dj, -1
A : :
d;. -1
ol

((Vh,Vh))ij = (Vhi, Vh;), Vi, j € [[1,p]
((Vg,Vh)i; = (Vgi, Vhy),  Vie I(z), Vjellpl
((Vg,V))ij = (Vgi, Vg;), Vi, j € I(x).

La matrice A est la matrice de Gramm construite a partir de la famille
libre (Vhy,---,Vh,, Vg, ---,Vg; ) qui est libre par hypothese, donc A
est inversible et le probleme admet une solution unique.

On peut énoncer le résultat principal.

Théoréeme 4.2.2 (Karush-Kuhn-Tucker). Soit x* un minimum local du
probleme (17). On suppose que les contraintes sont qualifiées en x*. Alors
il existe (A, -+ X\p) €RP, (pg, -+ ,py) € RL Lg. -

+Z>\Vh +Z#ng] =
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avec

pigi(x*) =0, Vjel[l,ql], (condition de complémentarité).

La condition de complémentarité traduit que si une contrainte est inac-
tive, soit g;(x*) < 0, alors p; = 0, i.e. le multiplicateur de Lagrange associé
est nul.

Si de plus f est convexe, alors le Théoreme 4.2.2 donne une condition
et nécessaire et suffisante d’optimalité analogue au cas sans contrainte.

Exemple 17 (Application du Théoréme 4.2.2). Soit le probleme de minim-
sation avec contraintes :
inf (2% + 3y*) (19)

z24+y2>1

On remarque que :

1 1 2
Py =+ V3 < 1+ oVt 43yt = =/ f(x,y)
\/g Schwartz 3 \/g

= () > Sy (20)
donc limy, y)|—400 f(2,y) = +00, i.e. f est coercive. Comme de plus f est
continue et que 'ensemble K = {(z,y) € R?, g(z,y) := 1 — (22 +y?) <0}
est fermé comme image réciproque du fermé | — oo, 0] par 'application
continue g, on en déduit que le probleme (19) admet une solution (z*, y*) €
K qui minimise f sur K.

On se propose d’écrire les conditions d’optimalité du premier ordre. Soit
(x,y) un minimiseur (global). D’apres le Théoreme 4.2.2, il existe p > 0

t.q. :

3 - Y
Vi(z,y)+pVy(r,y) =0 < 3y y

p(l—a*—y?) =0

z(22% — p) =0, x =0, x =0,
== ¢ y(6y* —p) =0, <~ ¢ y=0, ou y: = &,
pr*+y*—1)=0 =0 pu>0et 2> +y?=1



v =3, v = g,
ou y =0, ou yQZ%u,
pw>0eta?+y?=1 pu>0etz?+y?=1
x =0, x=0, (2?2 =1, a? =3,
& ( y=0, ou y>=1, ou y =0, ou y? =1,
p=0 p=>6 p=2 p=3
z =0, (2=0 r==l1, x:i@
& ¢ y=0, ou y==1, ou y =0, ou y=+;
p=0 p==6 p=2 p=3
De (20) on déduit que f > % sur K. On a f(0,0) = 0, f(£1,0) = 1,

_ V3
F0,£1) =3 et f (173, +1

—
|

% = ming f.
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