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Corrigé du Probleme d’Analyse 2009

I. Formule de Jensen
1. (a) On a:

X2n_ 1 :HiZBI(X—eiZW) _ (XQ o 1)HZ;%\(X—€iZW)(X—e_H€Tﬂ) _

J/

-

=X2-2X cos(%)—‘rl

:(Xz—l)H’,;L%(X —2X cos (k )—i—l)
n

J/

-~

=:P(X)

ot les polynomes X —e¥ , k€ [[0,2n—1]], resp. X?—2X cos (7”) +1,
k € [[0,n — 1]], sont 1rreduct1b1es dans C, resp. dans R.

Soit 7 > 1. On remarque que 7 n’est pas racine de X?" — 1, et donc
Pi(r) # 0, Vk € [[0,n — 1]]. De plus:

P.(r)>1—2r+7r*=(r—1)*>0,
donc In Py (r) est bien défini dans R. On a:

n—1 _ (T,Qn — 1)
Zln Py(r) =InIl}Z; Py(r) = In IR

(b) Soit r > 1. On a: Vt € [0, 7]
1—2rcos(t) +r*>1—-2r+7r°=(r—1*>0

donc t +— In(1 — 27 cos(t) + r?) est bien définie et continue sur [0, 7).
Du Théoreme d’approximation des sommes de Darboux appliqué a la
subdivision zj, = £ k € [[1,n — 1]], de [0,1], on déduit:

N km
In(1—-2 t)+r¥)dt = lim —» In(1—2 2) =
/0 n( 7 cos(t)+1?) n—1>r—‘£loonz n( rcos( )—i—r)



2n
~ i T b
(a) n—m+oo N (7"2 - 1)
avec: ) )
- 2n — - e 2n —
" In(r 1) = 2In(r) + " In (1—7r7%")
1
—In(1—-r2) ~ — —
n n( " ) n—+oo NI n—too 0
ie. ]
lim —In(r*" — 1) = 21In(r).
Jm o~ n(r ) n(r)
De plus:
1
~In(r*-1) — 0.
n N—— n—-+oo
>0
Finalement:
T, (r’m—1)

\/0 1n(1—27’ COS(t)+T2)dt = n1—1>r—ir-loo E ln m =

i, T 2 1y i N 2 1) —
— ngrfoo - In(r 1) ngrfoo - In(r® — 1) = 2x In(r) (1)

De plus: Vt € [0, 7],

1—2rcos(t) +r2 = (1 —re®)(1 —re ™) = |1 — re"f> =

/ ln|1—re”|dt:2/ In|1 —re'|dt =
—7 0

= / In(|1 — re'?)dt = / In(1 — 2r cos(t) + r?)dt m 27 In(r).
0 0

(c) L’intégrale est singuliere au voisinage de ¢t = 0. Le calcul donne:

t
in (= teR.
sin <2> ‘ , Vte
[t oot
sin (—) ' dt =27 1n(2)+2/ In sin (—)dt.
2 ; 2

—_———
<0

I1—e" =2

Il en résulte:

/ In [1—e"|dt = 27 1n(2)+/ In

—T —T




Soit o« > 0. On a:

) [t ) sin (%) .
lim t*Insin 3 = lim to‘lnT + hm+talnt:O.

t—0t t—0t

Ceci étant vrai en particulier pour o €]01[, on en déduit par le critere
de Riemann que

T t T t
/ | In sin (—) |dt = —/ In sin (—> dt < 400
0 2 0 2

et on conclut pour 'existence avec le critere de comparaison des intégrales
de fonctions positives.

Soit t €]0,7]. On pose:

fi(r) =1 —re"|, Vr>1.
L’étude des variations de |f;|> montre que f; est croissante, > 0 sur
[1, +o0[. Par croissance de x +— Inx sur |0, 4+00[, on en déduit que r
In f;(r) est définie, croissante sur [1; 400[. Du théoréme de convergence
monotone, il résulte que:

lim In|1 — re|dt = / In|1 — e"|dt < +oo0.
0

T\1+ 0
On a:
" it L/ it|2 L/
Injl—eldt== [ In|l—e"]*dt== [ In(2—2cost)dt =
0 2 Jo 2 Jo
T 7r
= fim 5 3 InFult) = lim (R (1)
—1

avec: Vn > 1,

2n_1 1 2n_1
—(T ):— lim —(r ):n.

On en déduit:

/ 1n|1—eit]dt:2/ In|1—e"|dt = lim zln(n) = 0.
. 0 n—oo N



(d) On pose a = |ale’ et alors:

/ln\a—reit|dt:2ﬂln|a|+/ In

=27 In|al —|—/ In

—T

1= I gitt—a)

dt =
lal

1_L€it

lal

oll on a utilisé la périodicité de t — €.

dt = 2rlnl|a|l+ o7 ln — = 27 In(r).
(®)(©) |al

2. Par hypothese, |F(re)| > 0, Vt € [—m, 7], donc ¢ — In|F(re| est bien
définie et continue sur [—m, 7|, donc d’intégrale sur [—m, 7| bien définie.
On a: Vz € D,

G(z) + @(z)/—(G(O) + @(O)j)

|F'(2)]? A e
Hf 1— = e =2ReG(z) =2ReG(0)
[F(0)[? o
et donc: Vt € [—m, 7],
. P r . ,
In|F(re)] = n|F(0)] + Y In|l— —e"| 4+ 2Re(G(re')) — 2Re(G(0))

i=1
On remarque que par holomorphie de G:
L " Glretyat = 6(0)
— re =
2 ) .

ce qui entraine, par linéarité de 'intégrale:

1 T .
— G(rett)dt = G(0),
2 ) .

et donc [ g
oy Re(G(re'))dt = Re(G(0)).
7r —T

11 en résulte:

1
el 3 1n|F(re Hldt = In|F(0 |+Z /m dt

1——6




avec: Vi € [[1,p]],

™ 1 s
dt =5 [ g —re"|dt —Inja| = o :
27 J_ . la;]’

it
a;

In|1

o
Finalement:

1
o | ln|F(re Hldt =In|F(0 |—|—Zln

|a1|

II. Composantes connexes par arcs de C*

1. On a:
vie I, /W90 =1 = (f—-g¢)I) C 2inZ.

Comme [ est connexe, son image par f — g continue est une partie
connexe de C, donc réduite a un point puisque 2iwZ est discret.

2. (a) On remarque que t — p(e') est continue sur le compact [—A, A
comme composée d’applications continues, donc uniformément con-
tinue sur [—A, A]. Soit € > 0. Il existe n > 0 t.q.:

[t = sl <n=lp(e") —p(e")| <&, Vise[-A AL
Soit n € N* et soit k € {0,--- ,n —1}. On a: Vt € [-A, A],

'M_E _

A
Soit ng > 0 t.q. — < n. Alors:
Nyo

o () —e ()| <o vnzmo, V{0 01}, WEe[-4,4]

(b) S01 > ng choisi comme dans (a). Soit k € {0,--- ,n—1} et soit
€ [-A,A]. On a:
i(k+1)t ikt
o () e ()
[ n(t) = 1] = g < —
)90 <67>‘ (@) Min_ 4 4] ||
————
peC*



avec minj_4 4 || > 0 car p € C*.

On conclut en choisissant ¢ €]0, ming_4 4 |¢|[.

De ce qui précede, on déduit que uy,(t) € C\R™; Vt € [-A, A].
On définit donc une application vy, : [-A, A] — C en posant:

Upn(t) = Inwy (1), Vte|—A A
De plus, vy, est continue sur [—A, A] comme composée d’applications
continues et par construction: uy,(t) = e’ vt € [-A, A].

Quitte a remplacer ¢ par —p et 04 par t — im + 04(t), on peut
supposer que ¢(1) € C\ R™. Alors, il suffit de poser:

n—1

Oa(t) =Inp(1) + > va(t).

k=0

Soit 6 > 0 associé a ¢ comme précédemment. Soit (An)n>o €
10, +-00[ une suite strictement croissante vers +oc et soit (ny)n>o €
NN t.q.: ﬁ—g < 0. Par unicité de la détermination principale du
logarithme, on a:

6)ANH|[—AN,AJ\1}7 VN > 0.
On pose donc:
O(t) =0ay(t) si |t] < An.
De plus, si |t + 27| < Ay,
ny -1 (et
. pGte )

Oay(t+2m) =Inp(l) + In—2——~=
g p(Che™)

vt (k1) (B+1) ikt k
=Inp(l)+ Z Inp(e” = )+ 2im - degp —Inp(en ) — 2z7rﬁ degy | =
k=0

=04, (t) + 2imrdegp

Il en résulte:
O(t + 2m) = 0(t) + 2im deg .

Autres solutions:



(i) Soit A > 27 et soit n > 1 t.q. 4 <. On pose:

O(t) =04 <t — 27 <1 + [t ;f]))”m (1 + [t;ﬁAD deg .

(11) Soitd > 0 associé a ¢ comme précédemment. Soit (Ax)n>o €
10, 00N une suite strictement croissante vers 4+oo et soit
(nn)nso € NN t.q.: 2‘—8 < 4, et AN;—;‘N” <6, N>1. Soit
t € R. On pose:

oa(s) = p(es), VseS!, VAeR,

(ei(k+1)t)
Uf,n(t) ZIH%, 0<k<n-—1
palen)
er(t> St |t| < AO:

9(1&) = H(AN_l) + ZZQ[;l U;:Z};l(t — AN—l) St AN—l <t < AN,
O(—An_1) + S0 o N+ Ayoy) s —Ay <t < —Ax_y.

Par construction: 0 est continue sur R et 0 € R(p).

(iii) Une autre solution est obtenue en posant:

ooy = [ 50 S <
| 0:(t —2N7w)+2irNdeg(p) si 2N —-1r <t< 2N+ 1)w

ou deg(p) est calculé a partir de 0. Il reste a vérifier que 6
ainsi définie est continue sur R. Soit N € Z. Par construction:

O((2N + 1)7") = O0,(m) + 2im N deg(p) =

=0, (—7) + 2in(N + 1) deg(p) = 0((2N + 1)7 7).

3. (a) Par périodicité de I'’exponentielle complexe:

A2 — p(eft) = e’ = O(t 4 21) — O(t) € 2inZ, VteR.

Comme de plus t — w. est continue, on en déduit qu’elle

est contante, de valeur constante égale dans Z.

7



Soit 01,05 € R(p). Par définition:
N = o200 — (1) = 0,(t) — O,(t) € 2inZ, VtER.

Par continuité de #; — 65, on déduit que % est constante, de

valeur constante dans Z. Il en résulte: Vt € R,

T 20T 20w

=0
o(t + 27) — O(t)
i

Donc la quantité est indépendante du choix de

(6,1) € R(p) x R.

i) Le choix 6 : t — int convient et alors
O(t + 2m) — 0(t) = 2inm = deg(e,) = n.
ii) Par définition: 6 = 6, + 65, donc:

deg(p1p2) = deg(yp1) + deg(p2).

iii) On peut choisir: 6 : ¢ — In () ou In désigne la détermination
principale du Logarithme. On en déduit: deg(y) = 0.

1
On remarque que — € C* et P2 c ¢t On a:
¥1 Y1

Y2 1
deg | == = de + deg | —
g (%> o g(2) g (sol)

1 1
deg(eg) = 0 et eg=1=p;x— = deg| — | =—de .
g(eo) o 0 P} o 468 (sm) (1)

avec:

On en déduit:
©Y2
deg (a) = deg(p2) — deg(p1).

On a aussi:

‘@2(75) 1

t
<1:>¢2(t) eC\R~, VteR

e1(t) e1(t)

2w



4. Soit n € Z et soit ¢ € C;. Quitte a remplacer ¢ par pe

Il en résulte, par définition de L:

902(6“)
p1(e™)

d’ou, en particulier: deg(ps2) — deg(¢1) = 0.

Os(t) — 0,(t) = L , VteR
()

(d) Soit ¢ € C*, ¢ # 0, et soit (p:)e>o une suite de C* qui converge
vers ¢ pour la norme | - |. Par définition de C*, ming: |p| > 0,
donc il existe g > 0 t.q.:

[Pz = Ploo < min o], Ve €]0,e0].
Soit & €]0,e0[. On en déduit:

= — ol < min || < Jipf = deg(pe) = deg(p).

Comme ¢ — deg(p) est a valeurs discretes, cela signifie que que
cette application est continue sur (C*,| - |).

—1
o, on peut

supposer que n = 0. Soit § € R(p). Pour tout s € [0, 1], on définit Hy
sur S! en posant: .
Hy(e) = e VteR.

Par construction, Hy € C§, Vs € [0,1]. Soit s € [0,1] et soit [0,1] >

se — s. On a: Ve > 0,
e—0

‘Hss — Hs‘ = |e(5573)9 _ 1H689‘ < ’85 - SH6‘006|9‘00 0
e—0

ie. s — Hg, resp. s — Hi_g, est un chemin continu de (C*,| - |x)
reliant eg, resp. ¢, a @, resp. ep, dans Cj. On en déduit que deux
éléments quelconques @1, p2 € C; peuvent étre reliés par un chemin
continu contenu dans Cj et passant par e, i.e. Cj est connexe par arcs.

Dans la cas général out ¢ € C, on remarque que we, ' € C} et que
0 —n € R(pe; ). Pour tout s € [0, 1], on définit:

H,(e') = @O vt e R,



III.

. La suite (e,)nez étant une base hilbertienne de L?, la sous-famille

Alors Hy € Cj et s — Hge, € C! est un chemin continu contenu dans
C; reliant e, a varphi dans C;. On conclut comme dans le cas n = 0
que C est connexe par arcs.

Soit I' C C* une composante connexe par arcs de C* et soit @1, pg € I'.
Par hypothese, il existe un chemin continu ~ : [0,1] — T, t.q. 7(0) =
1, (1) = ¢2. On remarque que s — deg(y(s)) est continue comme
composée d’applications continues, a valeurs dans Z, donc constante.
Soit n = deg(y). Alors I' C C; et comme C; est connexe par arcs, on
en déduit que I' = C;..

Espace de Hardy H?

(€n)n>0 est orthonormée. Par définition de H?:

H*={fecl? f= Zf(n)en} = Vect{e,, n > 0}.

n>0

On en déduit que H? est un sous-espace fermé de L? de base hilberti-
enne (e,),>0. Par définition de II:

(f) =Y f(n)e,, VfeL

n>0

. Soit f € H? et soit n € N. On a: Vz € C,

|[F(n)="| < |flalz]"

avec | f|1 < oo car [—m, 7| est borné. La série majorante converge ssi
|z| < 1. On en déduit que le rayon de convergence de la série entiere

S f(n)z" est > 1.
Soit f € H?. Sa décomposition dans la base hilbertienne (e, ),>o 8’écrit:
f=Y fnen.
n>0

avec

> )P < +oc. (2)

n>0

10



3.

Soit R € [0, +00] le rayon de convergence de la série enticre 3 f(n)2"
Par définition:

1 s\ : W : n
}—%zlimsup|f(n)|ﬁzlimsup(|f(n)|2> = lim sup (|f(n)|2>

n—-+oo n—-+oo n—-+4oo

Soit (ng)r>o extraite de (n),>o t.q.:

i V(1) ﬂggilop\/ (1F )"

Par continuité de x — y/z, on en déduit:

1 m o)

— = 1 "k 1 > <4/l ( 2)" <1
7 = hm If )| \/,ngl If ny,) < \/Lnﬁgop |f(n)] = b
ile: R>1.

Par construction: Vr €]0, 1],

— =) fm)" = Vew = |fo = f3 =D If )Pl =1

n>0 n>0

avec:
lim [r" — 1 =0, Vn >0,

r—1-
et: . .
[F)Plr =1 < |f(n).

o<r<1

La série majorante S | f(n)|? étant convergente, on déduit du théoréme

de convergence dominée de Lebesgue séquentiel que:

lim |f, — fI3=0= lim |f, — fla.
r—1 r—1

()Sln(l—i—m)Sm
€ €

feH*CcL*c L.

(a) Soit € > 0. On a:

avec:

11



On en déduit:

/_:ln(l—i—Lﬂ)‘dt:/_ﬂl ( ‘f‘)dt</_ﬁ|f’dt<+oo

Finalement:
/ |In(|f(e™)] +¢)|dt < 27| Ine| —l—/ In ( ‘f’) ’ dt < +4o00.

—Tr —Tr

ie. In(|f|+¢)e L.
Soit r € [0, 1] et soit t € R. On remarque:

| In(z) — ()y_/y‘f‘_‘ ;yl, Vz,y € [, +oo[.

Il en résulte:

[ £:(e)] + 2) ~ (| ()] + )] < P SN

€
De la décomposition de f dans la base hilbertienne (e,,),>0 de H*:
=Y fnen,
n>0

on déduit, avec les notations de 2., que ' = f dans L? et que
f(0) = F(0). 11 en résulte:

in] F0) =0 [FO)| < - [ n|F(re")jit = %/_Wlnm(e“)uz

< %/ In(| f(e")] +&)dt < %/ In(]f(e")] +€)dt+u

<—/ In(|f( “\+g)dt+| f|2

On en déduit:

i FO) < timsup (5 [ (g + e+ L)

r—1-

2. r—1—

— lim (% /_ Ing f(e“>|+a)dt+@) _ % / In(|f (™) +&)dt

—T

12



(d) L’application x + Inz étant strictement croissante sur R*+, on
déduit du théoreme de convergence monotone de Lebesgue que:

£ S 1 " it T 1 " it
In| £(0)| glnari}glf%/_ﬂlnﬂf(e )\+g)dt_l1_r>r(1)%/_ﬂln(]f(e J[+e)dt

]‘ " it
=5 [ s

On pose: A
A={te[-mn] f(e') =0}

1 [" ,

Si A est de mesure de Lebesgue non nulle, alors by / In(|f(e")])dt =
™ —T

—o00, en contradiction avec f (0) # 0. Donc A est de mesure de

Lebesgue nulle.

IV. Opérateurs de Toeplitz

1. (a) On remarque que:

[ofl2 < l¢lool fl2 < 00
et donc of € L?. On en déduit que (¢ f) € H? est bien défini.
Soit f € H*\ {0}. On a:

T ()2 = (e f)l2 < [ fl2 < [plool fl2

donc

T ()2
/12

TNl < < Jploo < F00,

ie. T, € L(H?).
(b) Soit i,j € N. Par définition: Vn € Z,

pej(n) = /SOejen = /an = p(n—j).
On en déduit la décomposition de pe; dans L?:

pe; = ¢(n—j)en.

nel
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Il en résulte, par définition de la projection orthogonale sur H? C
L?
Ty(e;) =M(pe;) = Y p(n— j)e, =

neN

(0, Tley)) = / M(e;)e—s = pli — ).

On remarque que 7' : ¢ — T, est linéaire sur le C-ev C. On est
donc ramené a étudier Ker(T'). Soit ¢ € C t.q. T, = 0. En
particulier:

0= (e, Ty(e5)) = p(i—j), V.i,jeN.

Comme 'application (7, j) — i — j est surjective de N x N sur Z,
on en déduit que p(n) =0, Vn € Z, i.e.: ¢ = 0 par injectivité de
la transformation de Fourier sur C, et T" est injective.

Soit 7,7 € N. On a:

avec:

car la décomposition dans L? est une série normalement conver-
gente. On en déduit, par unicité de la décomposition dans L?:

$(n) = @(-n), VneL,

ce qui entraine:

(e1, Ta(ey)) = (i =) = (e, Tp(e)) = /%Tgo(ei) = ({To(e), ¢5) = {ei;
ie: T =T

On a:
/ u] = / l1f11gl < lolsel Flolgla < +o0

ie. ue L

14



Soit n € N. Par définition:
a(n) = / ofge—n = / ¢ fgen = (gen, pf)

avec:Vk € Z,
gen(k) = /gene_k = /gen_k =gk—n)=0 desque k<n.

= ge, € H%.

Il en résulte:
u(n) = (gen, T,(f)) = 0.
——

=0

On a: u = pfg avec g € Ker(T,) d’apres 1.(c). Le méme raison-
nement que dans (a) avec u remplacé par @ montre ue:

u(n) =0, VYn>0.

Il en résulte:
u(n) =u(—n) =0, Vn<O0.

ie. 4(n) =0, Vn < 0. Combiné avec (a), ce résultat entraaine
i(n)=0,Vn € Z,ie. u=0dans L' C L%

On suppose que T, et T, ne sont pas injectifs et que g € Ker(T;‘).
D’apres (b), u = 0 dans L. 1l en résulte que u(e®) = 0 p.p. dans
[—m, 7. Si f et g ne sont pas nuls, alors f(e™) # 0 et g(e™) # 0
p.p. dans [—m, 7] d’apres I11.3. 1l en résulte que (e”) = 0 p.p.
dans [—7, 7], i.e. ¢ = 0 dans S! par continuité, ce qui contredit
I'hypothese de départ. Donc I'un au moins des opérateurs T, et
17 est injectif.

On suppose que T;, n’est pas injectif. Alors T} est injectif d’apres
ce qui précede, ie. Ker(T%) = {0}. D’apres IIL1., H? est un
espace de Hilbert comme sev fermé de l'espace de L?. On en
déduit:

H? = {0}* = Ker(T;)" = Im(T},)"" = Im(T,)
i.e. I'image de T, est dense dans H?.
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V. Opérateurs compacts et opérateurs de Toeplitz

1.

(a) Soit Ty, Ty € K(H). On a: Ty(B) — T3(B) c  T(B)+

ThetTacompacts
T>(B) image du compact T (B) x Ty(B) par 'application (z,y) —
x +y a valeurs dans H? séparé, donc T} (B) + Ty(B) est compact.
On en déduit que T1(B) — T»(B) est compact comme fermé inclus
dans un compact. Donc T} — Ty € K(H) et K(H) est un sous-

groupe additif de L(H).

Soit T1, Ty € K(H) et soit (Yn)n>o € (11 —Tg)(B)N. Pour tout
n > 0, il existe x,, € B t.q.

1

= (T = To) ()| < ——.
i = (T3 = T) @)l < —

En particulier T} (z,) € T1(B) C T1(B) et T1(B) est compact par
hypothese, donc il existe une suite extraite (71(2y,(n)))n>0 conver-

gente vers z; € H. De méme, Th(zy, () € To(B) C To(B) avec

T5(B) compact par hypothese, donc il existe une suite extraite
(T5(@py0ps(n)) )n>0 convergente vers z, € H. Par construction:

Tl(xsolom(n)) - TQ(xsolom(n)) — 11—z € H.

n—-+00

11 en résulte:

Hymom(n)) — 2+ < Hycmosoz(n)) -1 (mgolosoz(n)) +T2<5U<p10<p2(n)) |+

+‘|T1(x$010502(n)) - T2(x¢10¢2(n)) —Z1+ ZQH
1
<
w10 pa(n)+1

+ ||T1<I9010<P2(n)> - T2<x<,010<,92(n)> -zt 22”

<

n+ 1 + “Tl(xgplogoQ(n)) - TQ(xwlo@Q(n)) — 21 + ZZH nj_oo O

le.:
y#’lowz(n)) — zn—zn € H

n——+00
Donc T' =T, € K(H) et K(H) est un sous-groupe additif de L(H ).

Soit T' € KC(H) et soit S € L(H). Soit (yn)n>0 € SoT(B)N et
s0it (Zn)n>0 € BY t.q.

1
W — SoT(x,)|| < ——, Yn>0.
v =S T(a)| < ——. W
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Comme T'(z,) € T(B) C T(B) avec T'(B) compact par hypothese,
il existe une suite extraite (T'(¥,(n)))n>0 convergente vers y € H.
Par continuité de S € L(H), on en déduit que

SOT(:LQP(”)) — S(y)EH.

n—-+00

et donc que Y,y — S(y) € H. Donc SoT € K(H).

n—-+o0o

Soit (yn)nzo €T o S(B)N et soit (l’n)nzo e BY t.q.
lyn — To S(z)|| < ——. ¥n>0
n— T o0 S(x, —, Vn2>0.

Y n+1

On a: .

IS (@n)ll < (151 = ﬁ €B, Vn=0.
Alors ||S||7'T o S(z,) € T(B) C T(B) avec T(B) compact par
hypothése, il existe une suite extraite (||S|| 77 0 S(zy(n)))n>0 con-
vergente vers y € H. On en déduit que

-1
||SH TOS(:C@(H)) n_ﬁ_oo Y e H.

et donc que Yy () = |S|ly € H. Donc T o S € K(H). Finale-
n—-+0oo
ment, K(H) est un idéal bilatere de L(H).

Soit T' € Ko(H). Alors T'(B) est une partie fermée de Im(7"). Soit
y € T(B) et soit (x,)n,>0 € BY t.q.

ly =Tzl — 0.

n—-+o0o

Alors:
T (x| < |||, VYn>0.

On en déduit:

= 1 <
Iyl = lm TGz < |7,

i.e. T(B) est une partie bornée de H. Finalement, T'(B) est fermé
et borné dans Im(7") qui est un ev de dimension finie, donc 7'(B)
est compact et 7' € IC(H). Il en résulte que Ko(H) C K(H).

17



(b)

Soit T € K(H) et soit € > 0. Soit 1. € K(H) t.q. ||T —1T.|| < e.
Par définition de KC(H), il existe une I. € N, xq,--- ,z;. € H t.q.

T.(B) C U= B.(x;)

ou B.(z;) := x; + €B est la boule fermée de rayon ¢ > 0 centrée
en x; € H. Soit x € B et soit z;, 0 <1 < I, t.q.

|T.(x) — x| <e.
Alors
1T () = il| < T = Tef| + [|Te() — al| < 2¢
i.e. T(B) C U By.(x;). Ceci étant vrai pour tout ¢ > 0, on en
déduit que T'(B) est compact, i.e. que T € K(H).

Soit @1, s € P et soit

pi=Y @iln)e,, i€{1,2}

nel

leurs décompositions respectives dans la base (e,),ez. Par hy-
pothese, ¢1(n) = 0, resp. ¢o(n) = 0, sauf pour un nombre fini
d’entiers n € Z. Soit f € H?. On a:

ToTou(f) = Torn () = D @1(m)a(n)(T., T, = To ) (),

n,me”Z

avec: Vk,l € 7,

el (k) = / Feres = / feor=Fli—0) = F =3 fk— ey

kEZ

Soit m,n € Z. De ce qui précede on déduit:

T, T (f) = WenT. () = 3 To (D) (k — m)ey =

k>0

—

= > T(HE-me= > flk—m-n)e
k>max(0,m)

k>max(0,m)

T€m+n<f) = Z f(k —m — n)e.

k>0
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11 reste:

- f(k—m—n)e, si m>0
T, T, =T, = ZOSk<m S k ,
(T T =T = { im0

1.e.:

(T,

€m

T., —T.,..)(f) € Vect{eg, -~ , e}, Ym,n € Z.

Comme ¢ et sy sontdes combinaisons linéares finies de (e, )pez, on
en déduit que 'opérateur T, T, — T, ,, a son image de dimension
finie, i.e. est dans KCo(H?).

Soit @1,y € C. D’apres le Théoreme de Weiertrass: C = fHoo.
Soit f € H?. On remarque que:

T, (f) =T, (f)l2 = [TI((1—=p2) f)l2 < [(p1—p2) fl2 < |1—pa|oo| fl2

le.:
||T<P1 - T902|| < |901 - 902|OO'
Soit € > 0 et soit ¢] € P, ¢5 € P t.q.:

lpi — ¥iloo <&, 1€ {1,2}.
Alors:
HT<P1T<P2 - T¢§T¢§H < g1 — 90§|00”T902|| + [p2 — 903‘00(”7101” +¢) <

S e(|To | + Tyl + )
| Tp100 — Tirs |l < o102 — 0105]00 < e(|01] + |02] +€)

Finalement:
1To1 Ty — Tiprgn — T Tos + T@’i‘s@é” < 2e(|a| + [p2| +¢€) < Ce.

Comme € > 0 est arbitraire, on en déduit de (a) que:

T<P1T<P2 - T501<P2 S ]CO(H2) - IC(H2) 1?)) ’C(H2>
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3.

(a)

Soit (7, )ns0 € Ker(I+K)NNBY. Alors: x, = —K(z,) = K(—x,)
avec —x, € B, Vn >0, donc z,, € K(B) C K(B). Par hypothese
sur K, K(B) est un compact donc il existe une suite extraite
(T p(n))n>0 convergente vers x € K (B). Par continuité de K et de
la norme, on a: * = —K(z) et x € B, i.e. x € Ker({ + K) N B.
Comme ceci est vrai pour toute suite (z,),>0 € Ker(I +K)NNBY,
on en déduit que la boule unité fermée de Ker(/+ K) est compacte

i.e. que Ker(I + K) est de dimension finie.
Soit y € Im(I + K) et soit (z,)n>0 € H t.q. z,+ K(z,) — v.

n—+0o0o
Pour tout n > 0, ([+K)(z,) = ([+K)(2),) avec 2/, € Ker(I+K)*
projection orthogonale de x, sur Ker(I + K)*. On suppose que

|zl,| — o0 et on pose:
n—-+o0o
x/
Uy, = | 7|, Vn > 0.
xn
Alors | K(z)]
X, + T,
I+ K)(u,)| < Zn T 28| 0.
|( + )(u )l — ’x;1| n—+00

De plus u, € B = K(u,) € K(B). Par compacité, il existe
une suite extraite (K (up(m)))n>0 convergente vers v € H et alors
Upm)y — —0t.q. Jv| = 1. Par construction, u, € Ker(I+K)* et

n—-+oo

Ker(/+K)* est fermé donc v € Ker(I+K)*. Par continuité de K:
—v—K(v) =0,1ie v € Ker(I +K). Donc v =0, ce qui contredit

lv] = 1. Donc la suite (2/,),>0 est bornée dans Ker(I + K) .
Soit M > 0 t.q. vy, = % € B. Par compacité de K(B), on

en déduit qu’il existe une suite extraite (K (y,,,))n>0 convergente

versy' € K(B). Alorsy ., — M~ 'y—y et al,,, — y—My =:2'.
Par continuité de K: 2/ + Ko’ =y € Im({ + K), i.e. Im(I + K)
est fermé dans H.

Soit (2,)n>0 € BY. Pour tout n > 0, on considere f, : I' — C,

r +— (xp,x). Soit ® = {f,, n € N} et soit x € I". On pose
®(z) = {fu(x), n € N}. On remarque que: Vn € N,

()] < || < 2]

donc ®(z) est borné dans C, ainsi que ®(z). Il en résulte que ®(z)
est un compact de C.

20



On a aussi: Vn > 0, Va,y € T,

[fn(@) = fu(y)] < |2 =y

donc @ est équicontinue sur I'. Du Théoreme d’Ascoli, on déduit
que @ est une partie compacte de C(I',C). Donc il existe une
suite extraite (fu(n))n>0 uniformément convergente sur I' vers f €
C(I',C).

En particulier la suite (fy() © K)n>o converge uniformément sur
B vers f o K. Pour tout n > 0, g, := fum) o K se prolonge
naturellement a H en un élément du dual H* de H en posant:

In(2) = (Tpm), K(2)), Ve H
et on a aussi:
Gn(z) = (K*Tp(ny, x), Yz € H.

En remarquant que:
|gnloo = sup |gn(z)| = sup ——=
zeB

on en déduit que (g, )n>0 est de Cauchy dans H*, donc convergente
vers g € H*, de la forme:

9(x) = (y,z), VoeH
ou y € H, d’apres le Théoreme de représentation de Riesz. On a:
190 = gl = | K" %) —yl, Y20

et donc la suite (K*y(,))n>0 est convergente dans H vers y € H.

On a:

Im(I + K)* = Ker(I + K*).
D’apres (¢), K* € K(H). Donc, en tremplacant K par K* dans
le raisonnement de la question et le raisonnement de (a), on en
dduit que Ker(I + K*) est de dimension finie, i.e que Im(I + K)
est de codimension finie égale a la dimension de Ker(I + K*).
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VI. Opérateurs de Fredholm et opérateurs de Toeplitz

1. (a) Comme V est fermé, le théoréme de projection orthogonale sur
les espaces de Hilbert donne:

H=VaVt

De méme: .

H=WoW

avec:

W = it = (WHtt = WL =t

car I'orthogonal est toujours fermé. Donc on a en fait:
H=WaoWH.

avec V C W = Wt c Vet dimV+ = codimV < +oo par
hypotheése, donc dim W+ < +oo. Soit (eg, - ,e,) une bon de
W+, complétée en une bon (e, ,e,), v > w, de VL. Comme
W est un sev fermé de H, c’est un espace de Hilbert. Soit (en)n>w
une base hilbertienne de W. De plus, W C V par hypothese, et
V est fermé. Donc W C V. On peut donc compléter (e,)nsy €n
une base hilbertienne (e,),>, de V. Finalement:

H = Vect{e,, n > v} @ Vect{eyi1, - ,e,} B Vect{ep, - ,ew},

-
=V =Wt
NS ~~ >

=Vi

avec en outre:
VCW CV@Vect{ewi1, -0} =W.

Nécessairement, par le théoreme de complétion d'une base, quitte
a modifier les premiers vecteurs de Vect{e, 1, - ,e,}, W est de
la forme:

W =V & Vect{eyy1, -+ ,ex} avec w+1<k<w

i.e. W est fermé. Donc k = vet W = W est fermé, de codimension
finie.
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(b) D’apres V.3.(a), dim Ker(/+K;) = dim Ker(5,7) < +o00. Comme
de plus Ker(T") C Ker(5,7), on en déduit que dim Ker(7") < 4o0.
D’apres V.3(b), Im(/ + K3) = Im(7'S;) est fermé, de codimension
finie d’apres V.3.(d). D’apres (a) appliqué avec V' = Im(T'S,) et
W = Im(T), on en déduit que Im(7") est fermé de codimension
finie. Finalement, T' € F(H).

2. Soit ¢ € C*. On remarque que T} = I. De V.2.(b), on déduit que
T, — I € K(H?) et Ty,T,—1€K(H?).

De VI.1.(b) appliqué avec T' = T, et S; = Sy = Ti/, on déduit que
T, € F(H?).

3. Ona: ST — I =T;'PT — I =Ty, 'T — I, par définition de P. Comme
Ker(T) est farmé, on a: H = Ker(T) & Ker(T)*. Soit x € H et soit
r =1 +2" € Ker(T) @ Ker(T)* la décomposition de x. On a:

T T(2) =T, ' T(2") = Ty'o(2") = 2" = Ty 'T(x)—x = —2’ € Ker(T).

x" eKer(T)+

Il en résulte que Im(ST — I) C Ker(T) avec dimKer(7) < +oo par
hypothese sur T, donc ST — I € Ko(H).

Par hypothese sur 7', Im(T') est fermé donc H = Im(T)* & Im(T"). On
a: TS — I =TT;'P—1=TyT,'P—~1=P—1. Soit x € H et soit
r =2 +2" € Im(T)* ® Im(T) la décomposition de z. On a:

Pr=2"= (P—1I)(z)=—2' € Im(T)".

Par hypothese sur T', Im(T)* est de dimension finie égale & codimIm(7'),
donc Im(T'S — I) C Im(T)* est de diemension finie, i.e. TS — I €

Ko(H).
4. (a) On remarque que
ISTIE< WS <1 et IS < [IHISIF <1

ce qui entraine que I + .SJ et I + JS sont inversibles.
La calcul direct montre que nécessairement:

K'=(I+SJ) 'K e L =LI+JS)™"
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Comme K € Ko(H), Im((I + SJ)"'K) est de méme dimension
finie que Im(K), i.e. K' € ICo(H).

De plus: Im(L") C Im(L) donc L' € Ky(H) par hypothese sur L.
On en déduit:

(I+SNH'S(T+J)—T=K €Ko(H)CK(H)

(T+ NHNSU+JS) ' —I=L cKo(H) C K(H).
De 1.(b) appliqué avec S; = (I +SJ)™1S et S, = S(I + JS)™,
on déduit que T'+ J € F(H).
Par hypothese: ST—1I € Ko(H) V.lC.(a) K(H)et TS € Ko(H) VlC.(a)
IC(H). De 1.(b), on déduit que S € F(H).
Il en résulte:

ind(S(T+ J)) = ind(S) + ind(T' + J) = ind((I + SJ)(I + K"))

=nd(7 +8J) +ind(7 + K) = ind(I + K') =0

ind(ST) = ind(S)+ind(7T") = ind(/+K) = 0.

1) i)

Finalement:

ind(S)+ind(7") = ind(S)+ind(T+J) = 0 = ind(T") = ind(T+.J) = —ind(95).

Soit f € H?. Soit n € Z. Le calcul montre que:

enf = Zf(k—n)ek

kEZ

d’ou on déduit: )
Ten(f) =Y f(k—n)ex.

k>0

Sin > 0, alors:

Ten(f) = fk = n)ex,

k>n

donc:

Im(7T,, )" = Vect{ex, 0 < k <n} = codimp:(T,,) = n.
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De plus:
Teo(f) =0 < f(k—n)=0, Vk>n

i.e.: KerT,, = {0}, et finalement: ind(7;,) =0 —n = —n.
Sin < 0, alors

T..(f)=>_ f(k—n)e,

k>0

donc Im(T,,)* = {0} et codimp=(T,,) = 0. De plus:

T.(f)=0 < f= Y [f(kex

0<k<|n|

donc dim Ker(T,,) = |n| = —n. Finalement: ind(7;,) = —n—0=
—n.

Dans tous les cas:

ind(T, ) = —n = —deg(e,), VneZ.
ind(7,) nII.3.(b) eg(en) n e

Soit n € Z. De 11.4 et de 4.(b), on déduit:
ind(7,) + deg(y) = ind(7,,) + deg(e,) =0, Ve eC,.
(b) Soit ¢ € C*. On a: Vn € N,

Tolen) = @k —n)ey.

k>0

Comme (e,,),>0 et une base hilbertienne de H? et que (k,n) — k—
n est surjective de N x N sur Z, on en déduit que Im(7},)* = {0},
i.e. codimp2(T,) = 0.

De plus

dim Ker(T,,) = ind(T,,) + codimy=(T,) — deg(y).

5.(a)

(c) Soit ¢ € C. De (b), on déduit que T, est inversible ssi deg(y) = 0.
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