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I Exercices préliminaires

1. Soit s = x + iy € C et soit t > 0. Par définition:

5= esln(t) — e(:erly)lnt — exlntezylnt = ‘ts‘ — ezlnt — T

2. (a) Soit z € [0,1]. On pose:

n 1 — (_x)n—i—l
v > = —_ k R R
20, Sia)i= Y (o)t =

k=0

Alors: 5
|[Sn(z)] < <1
1+«

On pose:

YN >1, Ry(x)=>)_ #

n>N

Il suffit de montrer que la suite des restes (Ry)n>1 converge uni-
formément vers 0 sur [0, 1]. Soit N > 1. On a:

RN<x> _ Z Sn(l‘) — Sn_l(ff) _ _SN_l(l') 1 Z nSn(fL’)

e n N = (n+1)

avec

et

Sn_(x)'gzi<+oo

’I’L(’I’L+ 1) n>1



(a)

On en déduit que que la suite des restes (Ry(x))n> converge

uniformément vers 0 sur [0,1] comme somme d’une suite uni-

formément convergente vers 0 sur [0,1] et du reste d’une série

uniformément convergente sur [0, 1].

—1)"x™
n

Pour tout n > 1, la somme partielle z +— 227:1 ( est une

fonction continue sur [0,1], donc la somme de la série ) (71)#

est continue sur [0, 1] comme limite uniforme sur [0, 1] d’une suite
de fonctions continues sur [0, 1].

On pose
1)
ay, = (=1) , Vn>1.
n
On a: Vn > 1,
|| n+1 notoo r
ie.r=1.

4. N -1z o e e
On remarque que la série entiere » % est la série primitive de
la série — > (—1)"2z". Comme la convergence sur le disque ouvert
de convergence est uniforme on en déduit par intégration terme a

terme de la série — Y~ (—1)"z" de somme = — — = que
Z (—=1)z" °odt

n>1
De (b), on déduit que

v € [0,1], ZM = —In(z +1).

n
n>1

N , . —1)ngn .
D’apres (a), la somme de la série > -, ( T)lm est une fonction

continue sur [0, 1]. On en déduit que

Z#: lim Z#z—ln@).

-
n>1 ot IS

On remarque que

Ve e [0,1], |z]=0={z}==x.



On en déduit l'allure du graphe de = — {z} — % qui montre que
la restriction de cette fonction a R \ Z est impaire. En effet, soit
z € R\ Z et soit n = |x]. Par définition:

n<r<nt+l <= —n-1l<-zr<-n=|—z|=-n-1=—|z|-1,

i.e.

Vo e R\ Z, L—xJ—I—%:—LxJ—%:—(Lﬂ‘F%),

d’ou il résulte:

1 1 1
Ve e R\Z, |—z] trtg =— (L:L“J —x+ —) = {—ZB}+§ = — <{:v} + 5)
On en déduit: Vn > 0,

an(x»—w{x}—%):O,

by (:1:' o {2} — %) 9 /0 1 (x - %) sin(2mnz)dz

1/2 1/2
= 2(—1)”/ ysin(?wny)dyzél(—l)”/ ysin(2mny)dy
- 0

y=a—3 1/2

1/2 n 1/2

— 4(—1

=4(-1)" [ﬁ cos(27my)} + (27m> /o cos(2mny)dy
0

-1
=—, si n#0.
™
Sin =0, alors by = 0.
L’ensemble des points de discontinuité de z — {x} est Z donc
cette fonction coincide avec la somme de sa série de Fourier sur

R\ Z i.e., compte tenu de (a):
1 1
{z} — il ; — sin(2mnzx).

On en déduit que la série ) -, —Lsin(27na) et simplement con-
vergente sur R \ Z de somme:

-

n>1

sin(2rnz) = {z} — %




4.

sinx

(a) L’application x +— est continue sur R*. De plus:

x
sin(z
lim (z) =1
x—0 x
sin . .
donc x — se prolonge en une application continue sur R et
x
i .
I'intégrale ——dx est définie comme l'intégrale d’une applica-

0
tion continue sur [0, 1].

Soit X > 1. En intégrant par parties, on obtient:

Xgingx cosx1X X cosz
1 X xr 1 1 X

‘cosx 1

avec

€T T z—+oo

X X
CoS T 1
/ ‘ 5 dz < / —de < 400
1 T 1
donc la limite

) X sinx T cosx
lim dr = cos1 — dr e R
X—o0 1 x 1

est bien définie comme somme d’une limite finie et d’une intégrale
généralisée convergente.

(b) L’application F' est holomorphe sur C\{0}, et 0 est un pole simple.
D’apres le Théoreme des Résidus:

0= / F(z)dx + / F(Re™)Rie™do+
le,R] 0

™

0
—l—/ F(x)dx+/ F(ee)eie®dd
[7R775}
:/ F(x)dx—i—/ F(Re™)Rie™do+
le,R] 0
+/ F(x)dx—/ F(ee)eie®®dd (1)
[-R,—¢] 0
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avec, par parité de x — cos x:

e R R R
/ cosxdx+/ cosxdx:_/ cosxdﬂH_/ Cosxdx:()
_p T - T . x . T
/_Esinxdx_i_/Rsinxdx:2/Rsinxdx
R X . T . T

R .
/ F(z)dz + / F(z)dz = 22'/ ST
[~R,—¢] [, R] e T

+00 3
= lim / F(x)dx +/ F(z)dx = 22'/ T
e—0, R—+o00 [e,R] [e,R] c x

De plus:
Z/ eiReiGdG‘ S/ efRsinGde
0 0

lim e % =0, Vo €0, 7|
R—+00

et sinf > 0 = e Fsn0 < 1 Vh ¢ [0, 7]. Du Théoreme de conver-
gence dominée, on déduit:

donc

/ F(Re"")Riei“’de’ =
0

avec

™

lim F(Re®)Rie®dd = 0.

R—+o00 0

De plus:
/ F(ee)eie®dd :z'/ e do
0 0
avec: ,
VO € [0,7], limie™" =i
e—0
et:
‘ieiaeie — e—asine <1
avec

/ df =1 < +00
0
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donc, d’apres le théoreme de convergence dominée:
s
lim [ F(ee®)eiedd = i
e=0 /g
En reportant dans (1) les résultats obtenus quand R — +oo et
€ — 0, on obtient:

JFOO . JFOO .
, sinx , sin T
0222/ d:v—z7r<:>/ dr = —.
0 0 2

i T

IT Autour de la transformée de MELLIN

1. On suppose I(f) # (. Soit alors o € (f). Si I(f) = {0}, alors If) est
un intervalle réduit au singleton {o}. Sinon, I(f) contient au moins
deux élements o1 # 09. Soit par exemple o1 < 09 et soit o € [0, 09).

Alors: Vt € RT,

to‘—l —(o—1)|1Int| (o—1)|Int|

=€ X[o,1] +¢€ X[1,400] <

< 6_(01_1”1“‘)([0,1] + 6(02_1)Hnt|X[1,+oo[ =17 X0, F 7 X oo
On en déduit:

+o00 1 +o0
U—ld 01—1d 02—1d
/O Ot < / )t + / Ot

400 400
< / |7 dE + / |F(0)]t7> dt < +o0.
0 0
Donc [o1,09] C I(f). On en déduit que If) est un intervalle de R.

2. Soit f € L?(]0,+oc[). On suppose que f = 0 p.p. sur |1, +oo[. Soit

c€R. Ona
+oo 1
/ ()]t dt = / | f(4)[t7 " dt.
0 0

Alors f € L2()0,+00]) = [, [f(#)[t7"dt < +oo dés quet'! € L2(]0, 1)),
i.e. des que 2(1 — o) < 1. On a

1
21-0) <1 <= 0> 5.

Donc: ]%,—i—oo[ C I(f).



3. Soit s € D(f) et soit s = o +dy. Par définition de D(f), o € I(f). On
a:

s—1 dt = o—1+1y dt = O‘*ld
/0 |f()E |dt /0 | f(t)¢ |dt /0 FO1 Nt < +oo

ocl(f)

donc M f(s) est absolument convergente donc convergente.

4. Soit 0 € R. On a
1
oel(ljpy) <~ O</ 7t <400 = 1-0<1 < 0>0.
0

ie. [(1}071}) :]0, +OO[
Soit s € D(1)9,1)). Par définition:

! t° 1 slng71 1 sint
M(Ljo)(s) =/ 7 hdt = {—} - {e ] = >~ lim -
0 0

S 0 S S t—0t S

avec, en posant s = o + 1y avec o > 0:

e’ Int eslnt

= lim = 0= lim
t—0+ |s| >0 t=0+ S

sint

e e(a—l—iy) Int

= lim =0.
t—0t+

lim
t—0+

S S

11 en résulte: )
M(Lpn)(s) = -, Vs € D(lp)-

5. Soit c € R. On a
400
v e I(Thf) / POt < +oo
0

+oo o—1 ( +o0
g _y o—1
s [ )T Lo = [l < e
= o e l(f).
ie. I(Tnf) =I(f).
Soit s € D(f). De ce qui précede, on déduit que s € D(T)f). On a

+o0 o0 s—1
M(Trf)(s) = f()\t)ts_ldt =, ; fy) (%) %

0 y=A

= AT M(f)(s)
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III Fonction zeta de Riemann

1. (a)

Soit s =0 + iy € C.
1

/rLS

1

no+wy

Vn > 1,

nU

D’apres le critére sur les séries de Riemann, la série ) n%, converge
. , . , . 1 (_1)"

ssi 0 > 1. On en déduit que les séries ZF et ZT sont

absolument convergentes donc convergentes des que o > 1, i.e. que

les séries de fonctions s — Y5 o) 2 et s> o (_nls) convergent

simplement sur le demi-plan {s € C, Re(s) > 1}.

Soit a > 1 et soit s = 0 4+ iy avec o > a. Alors: VN > 1,

1 1 1
P D D D

n>N n>N n>N

1 1
<Y S

n>N n>N

—1)"
PR

n>N

D’apres (a), la série Y - converge. Soit € > 0 et soit ng > 0 t.q.

1
VN > 1, N2n0:>2—§5.
na

n>N

Alors

VN > 1, N2n0:><‘v’s€(c, Re(s) > a =

resp.:

VN > 1, N2n0:><V3€(C, Re(s) > a =

autrement dit, les séries > = et Y % sont uniformément con-
vergentes sur le demi-plan P, := {s € C, Re(s) > a}, donc uni-
formément convergentes sur tout compact de ce demi-plan. On

8



en déduit que leurs sommes sont homlomorphes sur P, comme
sommes de séries de fonctions holomorphes uniformément conver-
gentes sur tout compact de P,. Ceci étant vrai pour tout a > 1,
on en déduit que les fonctions ¢ et G sont holomorphes sur P;.

2. Soit s € P;. Par définition de la somme de séries convergentes:

1 (=1 2
(OD+C& =3 | S+ | =X a
n>1 —_—— n>1
#0 <= n=0 mod (2)
1 1 1

Tl el
n=z

¢(s).

= 60 = (3 1) ) = ) = 125600

Remarque : Autre solution: Les fonctions ¢ et G étant les sommes de
séries uniformément convergentes sur Py, on peut les réordonner pour
écrire: Vs € Py,

n=0 mod (2) n=1 mod (2)
1 1
RS S S
n=0 mod (2), n=1 mod (2)
1 1 1 1
S Y LSO Y = ()~ G,
n=0 mod (2) n=1 mod (2)

D’autre part:

ns 28 2
n=0 mod (2)
1 2371
= 66 = (g~ 1)< = €)= oy )



3. (a) Soit s € Cetsoit N >1. On a

n=1 n=1 n=1
AR AR
- Z ns—eBe(n) o Z ns—eBE(n - 1> -
n=1 n=1
N N-—1
1 1
- Z ns—aBa(n) o (n + 1)5—5 5(71) -
n=1 n=0

Be<n)< Lo >+( B.(N)

ns—e (n_|_ 1)878 N+ 1)8*6 -

Bl (nr ), B

— (n+1)5—= ns—e W -
< B.(n) 1\ B.(N)
“Sat () )

1
(b) On remarque que = N, 0. D’apres le théoreme sur les séries al-
k—4o00
ternées, on en déduit que la série alternée > (_kle)k est convergente,
i.e. que la suite (B:(n))n,>0 converge, ce qui permet de définir G

sur R} en posant

Ve >0, G(e)= lim B.(n).

n——+0oo
Soit s =0 +iy € P.. On a: VN > 1,
C

— 0
(n+1)77¢ No+oo

B:(N)
‘(N 1)

IN

On remarque que: Vn > 1,

n—1 1 1
Be(2m) = ((2k Y1 (2k+ 2)8)

k=0

10



avec 1 1
Vk > 1 — 0.
=Y @kr1r (@kt2r

On en déduit que G(g) = lim,,_, 1, B:(2n) est la limite d’une suite
croissante & termes > 0 et donc que G(g) > B:(2) =1 — 5= > 0.

De plus

(142) 1o ety eoaliet)
n

R0 RGO R

En particulier:

) (n+1)5=¢ 1 1
lim ———=1=> ——— ~
n—+oo  MSTE (n+1)%7% notoo ns—¢

Il en résulte:

B.(n) <(1+1)”_1> G (s—9) _ Gl

(n+1)s—= n n—too NSTE n ns—etl

avec
1

nsfz-:Jrl

1
- n0'75+1

avec s € P. =0 —e+ 1> 1. On en déduit que la série Eﬁ
est absolument convergente donc convergente, puis que la série

L, B.(n) 1\"°
de terme général ————— 1+ - — 1 | est convergente.
(n+1)s—= n

Finalement, Vs € P.,

. B.(N)
im — =
N—+o00 (N + 1)3_5

<= £ < E g (+2) )

n=1

11



(¢) i Soitt e R etsoitu>0. Ona

(1 +u) — 1] = [0+ 1| = Z o (ln(l—l—u))
n>1

Z (In(1 4 w))" = eltn+u 1.

n>1

On pose
Vu > —1, f(u) =m0 1 ¢y,

Alors f est une fonction de classe C* sur | —1, 400 de dérivée
définie par:

t t
Vuel € 1400l f'u) = i = 1L
On en déduit: Vu €]0, +o0], f’(u) < 0= f(u) < f(0) =
ie.:
Vu €]0, 400, eMm+w _ 1 < |t|u.
Finalement:

Vu €0, +oof, [(1+u) — 1| < M0+ _ 1 < |tju.
ii. Soit = € [0, 1] et soit u > 0. On a
|(1 + u)x o 1| _ |€azln(1+u) . 1| — 6xln(1+u) —1.

En remplagant |t| par 2 dans le raisonnement de la question i.,
on conclut:

(14 u)® — 1| = 0+ 1 < g

iii. Si o =¢, alors s —e = it et alors:

1 s—e 1 it
(1+—) 1| = (1+—) —1
n n

Sinon, on remarque que: Vr € RT, V0 € R,

<
Pon

(2)

[re —1|? = (rcos 0—1)*4+r*(sin 0)* = r*~2rcos +1 < (r—1)?

12



= |re? — 1) < |r — 1.

En posant r = (1 + %)a_a et # = t, on obtient, en remarquant

que o — ¢ € [0, 1],
1 o—¢ 1 it
=l14+— 1+-) —1
n n

1 s—¢
(e0) -

n

1 o—¢
(1+3) 1

n

De (2) et (3) on déduit que dans tous les cas:

1 s—e
‘(H_) .
n

(d) Soit a > 0 et soit € €]0,a[. De (b) on déduit: a > ¢ =

Vs € Py, sepeéG(s):Z%<<1+%>5—5_1>'

n>1

<

o—¢
<

1
< < —
ii. n <3>

3

S1+|15|

n

avec, d’apres (c) iii., en posant s = o + it:

(-

On en déduit que sur tout compact de P, de la forme

(1+ )
SO =

Kr={s=0c+iteC,a<o<1+e [t|<R}, R>0

(002

avec a—e+1 > 1, donc G(s) est la somme d’une série de fonctions
holomorphes uniformément convergente sur Kr, donc G est holo-
morphe sur tout compact de P,. = {s € C, Re(s) € [a,a + €]},
donc holomorphe sur P,.. De 1.(b), on déduit que G est holo-
morphe sur {s € C, Re(s) > 0}.

on a:

(1+ R)

no—c+l :

<C

Vs € Kg,

13



4. D’apres 3., 'application s — 2571G(s) est holomorphe sur le demi-plan
Po. De plus:

1-271=0 = 2] = (5-1)In2=0 < s=1
donc 2. montre que ¢ est méromorphe sur Py et admet s = 1 pour
unique pole. De plus

2s—1 _ 1 e(571)1112 -1
: _ T _ (s—1)In2 _
E_r)r%—s_l £1_I>I%—S_1 In2e ‘5:1 In2#0

i.e. s =1 est un pole simple de (. On en déduit:

Res,_1( = hm(s —1)¢(s) = lim MZS’lG(s) = —%12) )

IV Fonction partie fractionnaire

1
n+1'n

1. (a) Soithletsoith] } On a

1
n+1

1 1 1
<r< — <— n§—<n+1:>{—J:n.
n A xXr

On en déduit: p(z) =
En particulier: p (%) = 0.
Soit z > 1. Alors L €]0,1[= |[2| = 0. On en déduit:
1
Vo €]l 400, plx)= =
(b) Voir la figure.

(c) Soit C, le domaine de continuité de p. D’apres (a), p est continue
sur |1, +o00[ ainsi que sur } Pl —] Vn > 1. Donc

1 1
,—[u]1,+oo[c C,

Un —
Zl}n%—l n

14



avec: Vn > 1,

donc

De plus, d’apres (a): p(]1, +oo[) =]0,1] et

n > 1, p(]nL%D —[0,1]

Finalement p(]0, +oo[) = [0, 1] et p est bornée.

2. Par définition de p:
400 400 dr 1 +o0
A = B It
1 . T,

15



De plus: p(]0, +o00]) = [0, 1[=

1 1
/ |p(z)]Pdx < / dr = 1.
0 0

lol; <1+1=2 <= [Ipll. < V2.

Finalement:

3. Soit s=c+ite Caveco <1. On a

“+oo —+00 “+oo dl? —+00 dl
/1 L B N =

avec

+o0 +o0 dzr
2—J>2—1:1:>/ |p(x)xs_1|dx:/ 5= < +00
1 T

i.e. z+ p(x)x*~! est intégrable sur |1 + oo[. On a

o0 xsfl —+00
Li(s) = / ¥ 2 dr =
1 s—1|;
avec
oc<l= lim [z = lim 277" =0
r—r+00 r—r+00
donc lim,_, ;o 257 = 0.
On conclut que:
I(s)= —— s Re(s)<1
1\8) = 1—s S1 e(s .

4. (a) Soit s=c+it€Caveco>0. Onal0<p<1=

1 1 1
/ \p(2)z ! |de = / p(x)x” tdr < / 27 tdx
0 0 0

avec lim,_,g+ 27 = 0 car ¢ > 0, donc

1

== < +o0,
o

1 . CCU
S— d <_
/0 p()edr < ©

0

16



ie. x> p(z)rs?

Soit a > 0 et soit s =0 +it € C t.q. 0 > a. On a: Vz €]0, 1],

|p()a* ™Y = p(x)a” ! = p(a)e TN < p(z)e= 0Dl = p(z)z!

a—1

est intégrable sur |0, 1].

et le raisonnement précédent monte que x — p(z)x*"" est intégrable
sur |0, 1], donc d’apres le Théoréme d’holomorphie des fonctions
intégrales, s — I5(s) est holomorphe sur tout compact de la forme
{s € C, a <Re(s) < R},0<a< R. On en déduit que s — I(s)
est holomorphe sur le demi-plan {s € C, Re(s) > 0}.

Soit s=c+ite€ Caveco >1. On a:

/1 25| = /1 27 e = l
0 0 o

olnzx =0

1

0

avec

c>0= lim 27 = lim e
z—0t z—0*t

d/n |$S 1|__

donc fol/n 2°"tdx est bien défini, Vn > 1. On a:

donc )

:—<—|—oo

s|¥/m g 11

1/n .
[ ean= T =Y = @)

S ns S
n>1 n>1 n

2/ sm—zz/ vl

n>1 k>n Y 1/ (k+1)

avec:

13 B) BIRESZES 3 ol BEATE

n>1 k>n v 1/(k+1) k>1 1<n<k k+1)
1/n
= E / 27t = ((U) < +o0.
o>1
n>1

17



Du Théoreme de Fubini-Tonelli, on déduit:

Z/ Sldm—ZZ/ e

n>1 n>1 k>n Y 1/ (k+1)
1/k 1/k 1)1
= Zk/ 2 ldr = Z/ { J *ldr = / {—J ¥ dx
>1 /(k+1) >1 Y1/ (k+1) T o LT

Il en résulte:

1 1 1
/ p(x)x* dax :/ ¥ 2 dx —/ —| 2t =
0 0 o LT

25 e C(S)

S

n>1
s ! .
— ((z) = p— —s/ p(x)z® dx.
0

(c) D’apres I11.4., ¢ se prolonge en une fonction méromorphe sur le
demi-plan {s € C, Re(s) > 0} dont I'expression est donnée par

(a)~(b):

((x) = 1 8/0 p(x)z*tdr si Re(s) > 0.

Compte tenu de (a), ¢ admet 1 pour unique pole dans le demi-plan
{s € C, Re(s) > 0}. De plus:

Res(|s=1 = Res i
8 p—

avec

S

5
= Res(|s=1 = Res
S _

~Y
s—1s=1s5—1

5. De 3. et 4.(a) on déduit que |0, 1[C I(p).
Soit s € C t.q. 0 < Re(s) < 1. D’apres 3. et 4.(c):

(s) = 2 s /0 o) dt = s /1 T o dt = —sMp(s)

= Mp(s) = —ﬂ.

S
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V Distance de 1)) a un espace de fonctions

1. Soit f € By, f(z) = 20, eaTop.
Soit z €]1,4+00[. D’apres le raisonnement de IV.1.(a),

N
Vn>1 nzx>n>1= f(z)= C—nlef(l).

nr T
n=1

On en déduit: 4
Vi €]l vool, f(x) = 2Qs(0).

Il en résulte

Fligoof =0 <= Q;(1) =0 < f € By.

2. (a) Par définition: f = 25:1 ¢nThp € By avec

N _{cl—qu) sion=1,

" e, si n>1

1
Soit x > 1. Alors p(x) = — et d’apres 1.: f € By = f(x) =
x —~
%Qf(l). Il en résulte: f(x) =0. De 1., on déduit que f € By.

(b) On a
00 +oo 2 400 T
[ = [ - [T g,0)p -
1|+
=, QM = QD).
(¢) On a:

400 1 +o00
R 72 2
|t = [ = e [ P
1 ~
o [ 1= fPar Q)P
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1
= 1)[? 2de+1).
QP ([ Ik +1)
De plus:

400 1 +oo
/ \f = 1]0,1]|2d$=/ |f — 1|2d:L'+/ |f|Pdx
0 0 1

1
o [\ =1kde+ QP

On en déduit:

+oo +oo B
2 / 1 = 1o — / f— flde =
0 0

(] - 1P @) - 1esp ( [ oPde+ 1)
—2 [ -apar+i@r (1- [ i)

1
22/|f—u%x20
0

+oo 5 +oo
|- drar<e [0 - o
0 0

On en déduit:
1f = Boulls < 1f = Flla+ If = Holla

< V2| f = Lolla + If = Loyl = (V2+ DI f = Lol

1.e.:

3. Soit s € C avec 0 < Re(s) < 1 et soit f € By.
Par définition de By, fe By = f € By. Soit alors f = 25:1 CnThp.
Par définition de E;V, f|]17+oo[ =0, donc

/0 F(o)er—tde = Mf(s) = 3 eaM(Top)(5)
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115, Z %Mp(s) = Q(s)Mp(s)
QS

4. Soit f € By. De 3., on déduit que

1 1 1 1 1
/Ofxﬂ_ldx:0:/ (f—l)xﬂ_ldx—l—/ xﬁ_ldx:/ (f—l)xﬁ_ldqu%j

0 0 0 .

avec
z—0t

donc
O:/ fxﬁldx:/ (f_l)x,@ﬂder_
0 0 3

l.e.:

1 L
B = _/ (f — 1)z da.
0
Onen déduit:

1

1
= f_ 1 / I‘ﬂ—l de
|5| < 10, 1]”2 ; | |

2Re(8)—2 IQRe 1
”f - 1]01 ||2 22Re( dxr = ||f 1]() 1]”2 ( )

avec
2Re(B) > 1 = lim p2Re(B)-1 _
z—0t

donc )
<|If = Loyl 1 _ = Tolla
Iﬁ! B 2Re(B) — 1 2Re(f) —

1.e.:
2Re(B) —1 _ -
T < If = Loallz-
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- 72
5. On suppose que 1o € BNL . On suppose de plus qu’il existe § € C
avec 1+ < Re(B) <1 t.q. ¢(B) =0. D’apres 4.:

2Re —1 ~
Vf € Bn, + <|[f = Lolle-
On en déduit:
2Re(B) — 1 _ <
VNN T« _
0< |B| = fIGI}BfN Hf 1]0,1]“2

en contradiction avec

_L2 . ~
lpy € By = fle%fN 1f = Loall2 =0

VI Applications linéaires de L*(]0, +oo)

1.

(a)

La linéarité de Dy est immédiate. Soit f € L?(]0, +oc[) On a:

+0o0 “+oo
| parPis = [ olfnPde = 1 < +oc
0 0 -

Ox

donc Dy est une application linéaire de L%(]0, +o0]) dans L%(]0, +o0]).
On remarque que 'application Ay : x — Oz est une bijection de
10, 4+-00[ sur 0, +oo[ d’inverse A, = A;jp. On a

1
Dyf =g < Vifohy=g < fZWQOAue:Dwg-

On a: V0 > 0, V0’ > 0, Vf € L*(]0, +o0])
DyoDy/ f = vV0Dy folg = VOV fo(Agoly) = VOO folgy = Dy f

ie.

Vo > 0, Vo' > 0, DgoDg = Dg oDy= Dygy. (5)
En particulier: Dy = id.
Compte tenu de (a), on en déduit que I'application D :]0, +oo[—
L2(:]0, +00]), 8 — Dy, est un morphisme de groupes de (]0, +oo[, x)
dans I’ensemble des applications ]0, +oo[— R muni de la com-
position (f,g) — fog. Son image {Dg, 8 > 0} est donc un
sous-groupe de I'ensemble des applications |0, +oo[— R et ce sous-
groupe est commutatif d’apres (5).
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2. (a) La linéarité de J est immédiate.
Soit f € L*(]0, +oo[). On a

+o0 +oo
/ ume=/ f (@) Pdea?.
0 0

Le changement de variable y = %, dy = —%, donne:

+o0 400
| vs@pds= [ 5Py = 11 < +o0
0 0

ie. || Jfll2 =fll2 < +oc. On en déduit, J étant linéaire, que .J
est un endomorphisme continu de L?(]0, +00[) de norme:

lle= sup 27

f€L2(]0,400]) ||f||2 B
(b) Soit I'application A* :]0, +-00[—]0, +oo[, z — 1. Alors
Vf € L2(J0,+o0), Jf=AF- foAl
On en déduit, par linéarité de J: V8 > 0, Vf € L*(]0, +o0|),
JDof = J(VOf o Ag) = VOJI(f o Ag)
puis, par définition de J et par associativité de la composition:
JDof = VOAE- f o (Ago Af)

De plus:
f 0 #
Vo >0, (Ago A)(z) = — = (Ao Ayp)(x)
ie. ApgoAf =Ato Aijg =

JDyf = \@Aﬁ~fo (Ati o) = VOAR- (fOAﬁ) oMyjg =

1
= ﬁAﬁ ¢} Al/@ . (f o Aﬁ) o A1/6’ = Dl/@‘]f

ie. JD@ = Dl/gJ.
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3. (a) Soit f € L*(]0,4+o00[) NC(]0, +o0]). Soit X > 1 et soit £ €]0,1].
La régularité C(]0, +oo[) de f permet d’intégrer par parties dans

/ﬁ ) % /0 " rdt
/0 "l

U'(z) = Q/Oxf(t)dtf(x), V(z) = _%

d’ou on déduit:
X 1 T
/ f(t)dt / f(t)dt
0 T |Jo

/gX% doe = — —
'+LX§f@XAmﬂﬂﬁM?

2

dz

en posant

Ux) = , Vir) = —.

Alors:

2 2|X

+

3

avec: Vx €]0,4o00],

1 x 2 T
o< | [ s < [ 7ok < < +oo
0 0
donc
1 x 2 x
lim sup — / fodt| < lim/ FOPdt =0
z—0t T |Jo z—=0% Jo
le.:
1] (" 2
lim — t)dt| = 0.
I | [ 1o
De plus,

2
< |Ifll5 < +o0

11 /X
lim sup — ‘/ f(t)dt
0

X—+o0 X
X
/ oy
0

Il en résulte: VX > 1,

/Oxé /Omf(t)dt

2 1 2 X 92 x
dx:—y —|—/0 ;f(m)/o f(t)dtdx
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(b)

(a)

-l—/o 2f(z)H f(x)dx

[ s 2

X
<9 / F@)Hf(x)dw < 2| fll2| H £

X
o< [Pl = —

d’ow:
X
78—t [ |H@)Pde < 2] ) H 1
—+oo /o

= || H fll2 < 2[| f[]2- (6)

La linéarité de H étant immédiate, on en déduit que H est un
endomorphisme de L?(]0, +o00[) dans L?(]0, +-00]), continu d’apres

(6).

Soit f € L*(]0, +oc]). Pour presque tout z € R, on peut défnir la
transformée de Fourier de Xjo oo f:

(X]O,—f—oo[f)(Z’ﬂ'[E li lim / f —217rmud

T—+oo

et alors

—_— 2 T
2Re(X10,400f) (27) £ lim 2f(u) cos(2mzu)du =: G(x).

T—+o0 0

Par construction de la transformée de Fourier, G € L*(R).

Par construction de G:

ICFI2 = G112 = 4 / Re(xjogoaif) (2m0)|2de < 4 / oo f (2P =

9 S
z / oo/ (4) 2y = 4 / st/ (D)I2dE =

y:Emc T

+oo
_y / F(0)2dt = 4]| £

ie. |Cfll2 < 2||fll2- On en déduit que C' est un endomorphisme
continue de L?(]0,4+o00[) de norme:

e = s A6z

serz@orooh Ifll2 ~
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(a) L’application V est linéaire continue de L?(]0, +o0[) dans L*(]0, +oc])
comme composée de telles applications.

(b) Soit f € L*(]0, +oo[) et soit x > 0. Par définition de V:

V@)= (H - 1)Cf) = /0 (CTF ) — CIf(2)) du —

avec: Vx > 0:

+001

CIf(x) =2 /0 T ) cos(2mru)du = 2 /O f (%) cos(2mzu)du

u

+o0 1 2
= 2/ —f(v) cos <ﬂ> dv
v=1/u 0 v v

donc: Yu,x > 0,

CIf(u) — O f(z) = /0 - 0 <cos (2”7“) ~ cos (%T‘”» dv

On en déduit: Vo > 0,

V() = /;OO %f@) /0 (Cos (2”7“) ~ cos (2”750)) dudv
_ /;oo %f@) (%Sm (%Tx) ~ 2 cos (%Tx)) dv
_s ;w (v) (%sin (%Tx) - %cos (%Tx» dv.

Dautre part, on pose:

VE>0, o) = Snz(t)
et alors: Vi > 0,
sin(2t
wit) = T2 oo

On en déduit

d (sin(2mz/v)\ d 2w\ d 2rr\  dwx |, (27w
@(—m/v )‘%2/’(7)_2%“0(7)_ =P\



avec: Vt > 0,

donc: Vv > 0,

d (sin(27rx/v)) 2 (27r:c) 1. (27?3:)
—|—F— ) =——cos| — |+ —smn| — |.
dv wx /v v v T v

En comparant avec 'expression de V f(z), on obtient:

sin(27rx/v)) n

x /v

viw = [ o (

0

Soit € > 0. On a
VDy=(H—1)CJDg 2?)) (H — I)C’Dl/gJ

Soit f € L?(]0,+oo[). On a, pour presque tout = € R:

CDyf(x) =2 +OO Dy f(u) cos(2mau)du = 2 - VO f(Ou) cos(2mzu)du
0 0

“+oo
= %/0 f(y) cos (27r%y> dy = D1sCf(x)

donc CDy = Dy C.
Il en résulte:

VDy = (H —I)CDy 9 = (H — I)DyCJ

avec, pour presque tout x > 0: Vf € L*(]0, +o0[),

HDyf(x) = / " Dyf(t)dt = @ / (ot

1 O dy \/5 Ox
Tz ), 105 %/0 f(0t)dy = DyH ()

i.e. HDy = DgH. Donc

VDy = (H — I)DyC.J = Dy(H — I)C.J = D,V.
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(d)

i. Soit n > 1 et soit  €]0, +oo[\ {1,n}. On a

avec: Vj € [[1,n —1]], Vz € } % ﬂ,
1 . 1 ) 1 .
J<=<j+l = || =ji=plx)==—]
T T T
On en déduit:
p(x)l]l/n,l](z) L1/m, 1] Zﬂ]l/ (j+1) 1/3 )
Si x €]1 + ool, alors, d’apres IV.1.(a) on a
1 -1
pla)=—=—— Z 1141175 (%)
et en particulier:
p(‘r)]—]l,n[(l’) = 1n[ Z]l]l/ (j+1) 1/] )
Dans tous les cas:
p(‘r)]—]l/n,n}(x) = l/nn] Z]l]l/ (j+1) 1/] )

Par définition de J:

1 1 1
J1 n,n =-1 n,n -] =-1 nn
(11 /nm) () J1/m.n) (Q;) —Li/nai(2)

X
te. (Jlymm) (@) = p(@)Lym(@) sia & {5,n}
Finalement: Yz €]0, oo\ {,n}.
P(@) 11 jnny(2) = (S L1 mm)( Zﬂn/ (+1).1/4(2)-
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11.

D’apres i., plji/nn) est somme de fonctions a support com-
pact, continues sur leur support.

Soit x €]0, +oo[\ {1, n}.

D’apres (b), par linéarté de V on a :

n—1
V(oL ma) (@) = V(I ) (@) = 3V (L1sgan),1/5) ()
Jj=1
" 1d (sin(2rx/v)
Vipl ) (z) = | —— (2RO
(Pl mm) () & /l/nvdv ( p— ) vt
_nz_lj/l/j i(sin(?wm/v))dv
=" Sy dv mx/v
On pose:
W0, ) = sin(27zx /v)
x /v

Alors: ¢ € CY(]0, +oo[) =

nz:lj/l/j i(Sin(Qm/v))dv:nz:lj/l/j S

=" Jygey o\ mfv 1/(G+1)
n—1 n—1 n
1 1
X (5) -+ (53)) - 22 (5)-20-02 ()
, J J+1 — = J

> (5) - (5) -

Dans le terme

j=1

sin(2mjz)  sin(2mna)

M

IWHA T
J=1 J

n 1 :
/ 1d (sm(wa/v)) o
1/n ¥ dv mx/v

on integre par parties pour obtenir:

[ L (el gy Ly (L) [
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_ sin(27x/n)  sin(27na) /” o(v)
= — + —dv.
/n

™ T

Il en résulte:

V(pLjymm)(z) = _

™ T

sin(2rz/n)  sin(2wnx) /" o(v)
+

zn: sin(2mjx) N sin(2mnx)

Tix T
i=1 J

_ sin(27z/n) N /" sin 27rx/v Z sin 27Tj£L‘

T \n T i
avec
/” sin(27rm/v)dv _ /" sin(27my)d 1 " Sin(u)du

/n TV y=1/v J1/n XY u=2rzy TL Jy/m U
donc:

sin(2rz/n) 1 /2””‘” sin(u sin 27[73:

V(pl n,n = T

(PLy1nm) () ) 2_:

1 ) 2T 2
1 (sin <ﬂ> +/ sin(u) Z sin( 7Tj£L‘ )
T n 2wz /n

iii. Soit z €]0, +oco[\N*. De i., on déduit, compte tenu de 1.3 et
I.4., que

o0 sin(u X sin(2mjx
lim V(plyj/nn)(z) = L (/0 Ldu—zw>

n—-+00 T
x u st ]

SRLIEY G) — (Jp)(e).

la série étant convergente dans R\ Z, donc dans ]0, +oo[\N*
en particulier.
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iv. D’apres (a), |||V]]] < 400 et on a donc

IV Lmma) = Vel < VI ma) = plla = 0
i.e. V(plji/nn) — Vp dans L*(]0, +o0]).
Soit ¢ € C.(]0, +o0[). On en déduit:

—+00

o0
lim V(ply1jnm))pda = / Vped.
0

n—-+o0o 0

Par définition de C.(]0, +-00]), il existe 0 < a < bt.q. ©[j0,.4+-00]\[a,p] =

0. Soit ng > 0, p > 0 t.q. [a,b] N N* = [[ng, no + p]]. D’apres
i,

400 b no
/ V(pL/nm)pde = / V(pLynmpde = / V(pLjijnm) pda+
0 a a

no+p—1 ki1
+ /
k

k=ng
no+p—1 g1

p n
. _:)roo Z / i Jppdr + Z /
k=0"v% k=no “F

b 400
:/ Jppdx :/ Jppdz.
a 0

En comparant avec ce qui précede, on obtient:

+o0 +o0
/ Vppdr = / Jppdz.
0 0

Par densité de C.(]0, +oo[) dans L?(]0, +00]), on en déduit que
Vp = Jp p.p. dans |0, +o0|.

b
V(pLj1/nm)ed + / V(L1 nn))pda

no+p

b
Jppdx + / Jppdx

no+p

VII Convergence d’une suite de UyBy vers 1y

1. Soit n > 1, n =n*---n* la décompositin en facteurs premiers de n,
a; > 1. Si Zle a; = k, alors p(n) = (=1)*. Sinon, p(n) = 0.

Sin=1, alors >, pu(d) = p(l) =1.
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On suppose n > 1. Par définition de p, on peut restreindre la somme
2 _djn #(d) aux termes dont la contribution est non nulle, i.e.:

Sould) =p)+> 3w =1+ o)

din m=1d=n;, =N, m=1

2. Soit y > 1. On a:

Soum) |2 = 3 um) |2 = 3 ut) Yo 1=

n>1 1<n<y 1<n<y k<y/n
= > > un) =) > pn)=1+ Y Y umn)=1
1<n<y m=nk<y m<y n|m 1<m<y n|m

Siy € [0,1], alors

LQJ =0, Vn21=>2,u(n) LgJ =0

n n
n>1

3. (a) Soit N € N*. On a

N
Sy = —Zp(n)Tnp € By
n=1

par définition de By.
(b) Soit x > 0. Si z > 1, alors

1
Vn>1, nx>xz>1= p(hr)=—
nw

donc

R

n=1 n>1

SN(I) = —

SR



Si z €]0, 1], alors

1
donc — > 1=
x 2.

1

Soit £ > 0. On a

avec: Vn > 1,
VT, = LVD = LD %
RV S EXC RV
donc 1 1
Vi = %Dan VL5 (d)iv. %Dnjp.

Il en résulte:

~—

V(o) = S Y aap)na) = 3 ulm) (Tp)na) = 371

n=1 n n=1 ne
- i@mx— ) =3 ) 3 () 2
n=1 nr n=1 n=1 ne .
On en déduit:
1/N 1 2
9 o ay
/0 VSx(@)dr = /0 VSN( N) =
N & ) [y |
AN A | Y
Y ; n LNJ
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avec: Vy € [0, 1],

Vi e [[1, N]], og% %<1;»L”—]5J=0
donc
/N 1 & ’ 1| ’
| wsvapa -5 [ S| o= |3t

On suppose qu’il existe S € L2(]0,+o0[) t.q. Sy NI S. da,s
—+00
L*(]0, 4+00]). Alors: VN > 1,

1 T10,1/3V Snll2 < 110,00V (S — S)l2 + [[L0,1/81V S |2

avec

1N
||1[0,1/N]VSH§=/O |VS(x)|?dx — 0.

N—+400

De plus:
1/N
oV (Sx=S)IF = [ IVSx(e)-VS@)Pdr < [VSx-VSE < ClSv=SIE
Finalement
1/N
Jim_aamV Syl = Jim [ [VSua@) =0

en contradiction avec:

N

D nln

1
N
n=1

w

N—H—oo

34



