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Exercice 1

Soit n € N* et soit A une matrice carrée d’ordre n de coefficients :
a si i=7j,
Ai5 = b si ] =1 — 1,
c si j=i+1,

oua,b,ceR.

1. On suppose A inversible. Montrer que A s’écrit de facon unique sous
la forme : A = LU ou L et U sont bi-diagonales, avec L triangulaire
inférieure de diagonale unité et U triangulaire supérieure.

2. En déduire le nombre d’opérations nécessaires pour la résolution de Ax = b.

Exercice 2

Soit & résoudre :
Az =b (1)

ou A € R™™ et ou b € R™ sont donnés et supposés connus exactement.
On suppose que z est calculé par une méthode d’élimination donnant z; # x

solution exacte de
(A4+AA)zy =0

ol la matrice AA vérifie |A7|||AA| < 3 pour une norme matricielle subor-
donnée donnée. On considere alors le schéma itératif :

T =0b— A.Z‘k, AAzxy, = Tk, Lkl =Tk + Aﬂjk, k> 1. (2)
1. Montrer que
ez — o < LAMIBAL g,
1—[[AZHIAA]

2. En déduire que lalgorithme (2) converge.

Exercice 3

Soit A € R™™™ de rang r = min(n,m) et soit A = UXVT la décomposition
en valeurs propres singulieres de A dans laquelle X3 est diagonale de coefficients
diagonaux o1 > 09 > --- > 0, > 0, U et V sont orthogonales d’ordres n et m
resp.



Soit k < r. On note X la matrice diagonale d’ordre v de coefficients :
01, 70-1670"" 70

et on pose A, = UL, VT.

1. Montrer que :

_ | Az||2
A= Aglls = 011 =
[ kll2 = okt1 dim P A 1|2

Ona:
|A = Apllz = |U(E — diag(o1, -+, 04,0, ,0))VT]]y =

= ||U(d1ag(0, -0, Ok+15""" 7UT))VT||2 = Ok+1

Soit F' C R™ un sev de dimension n — k et soit Pr la projection orthogo-
nale sur F. Il existe une famille o;,,---0;,_, t.q.

APp =USpVT Pp

ou X est diagonale de coefficients :

) o si 1=1,,

(ZF)Z’L { 0 si Z€{21, 7in—k}
On en déduit :
|APF|2 = 03,
avec 0;, minimal lorsque Y = diag(0,---,0, 0441, ,0.), i.e. lorsque
Uil = Ok+1-
2. Soit B € R™*"™ de rang k. Montrer que

Ok+1 S min ||A—BH2
rang(B)=k

Soit B € R™*™ de rang k. En particulier dimKer(B) =n — k =

A A-B
Ok+1 £ max | 4zl> = max 7‘“ )zl < ||A — B2.
z€Ker(B) ||1'||2 z€Ker(B) Hl’”g
3. En déduire que
= i A-B
Th+1 ranrgr(l}i’%:k || ||2

On remarque que

min ||A— B2
rang(B)=k

est atteint pour B = Ay.



Exercice 4

Soit A € R™*" et soit b € R™. Soit x € R™ solution de Ax = b au sens des
moindres carrés.

1. Montrer qu’il existe Q € R™*™ symétrique orthogonale et T € R™ ™

triangulaire supérieure d’ordre n t.q. :

T
QA= --- ot 0 € R™M=™*™ désigne la matrice nulle.
0

La résolution de Az = b au sens des moindres carrés correspond au cas
m > n. On suppose que n coincide avec le rang de A. On note A; le
jéme vecteur colonne de A. Soit (€1, - ,&,) la base orthonormée de R™
déduite de (A, -+, A,) par le procédé d’orthonormalisation de Gramm-
Schmidt, et soit ) la matrice orthogonale de vecteurs colonnes €1, - - - , &y,.
Par construction,

Vect{e1, -+ ,er} = Vect{Ay,cdots, Ay}, k=1,---n
ce qui entraine que la matrice QT A est triangulaire supérieure, soit
QTA=R.

2. En déduire un schéma de calcul de x.

On commence par remarquer que x est solution du probleme de minimi-
sation :

inf
x € R"L

Az —b||3
—_——
=:f(z)
ou f:Rn — R est différentiable de différentielle f/ : R™ — R t.q. :

|Az — 0|3 = inf ||Ay — b3 = /=0
yeR™

On a: Vh € R”,
f(z+h) = f(x)+2(Ax—b)-Ah+||AR|3 = f(x)+2AT (Az — b) - h+||Ah||?
=:f,(h)
d’ot1 on déduit :
fl=0 = AT(Az —b) =0 < ATAz = ATp

avec AT A € R"™ de méme rang que A, i.e. ici inversible.
De la décompistion A = QR on déduit :

RTRz = RTQ"b.
S~
=TTT



Exercice 5

1. Soit A € M, (R). Donner un algorithme permettant de décomposer A
sous la forme : A = QR avec @ € M, (R) orthogonale et R € M,,(R)
triangulaire supérieure.

2. On pose :
A1:A7 QlZQa RIZR
Apy1 = RiQr = Qre1 R, k2> 1.
Montrer que Agyq est semblable a Ay et donc a A, k > 1.

3. On pose : P, = Q1Q2---Qr, Sy = ReRp_1---Ry, k > 1. Montrer
que AF = PSSy, k> 1.

4. On note Ay, ---, A\, les valeurs propres de A et on suppose que
Al > [Ao] > - > A

(a) Soit D la matrice diagonale de coefficients D;; = A\;, i = 1,--- ,n.
Montrer que si L est triangulaire inférieure de diagonale unité alors

lim D*¥LD*=1,.

k—+o0

(b) Montrer que si Q, @, resp. R, R’, sont des matrices orthogonales,
resp. triangulaires supérieures, liées par la relation QR = Q'R’, alors
il existe une matrice E diagonale de coefficients diagonaux F;; €
{-1,1}, t.q. Q7 'Q=RR ' =E.

(¢) Montrer qu’il existe une matrice orthogonale @ et des matrices trian-
gulaires supérieures R, S t.q.

A* = QBL,RD*S avec lim By =I,.
k—+oo

(d) Montrer que la suite (Ay)k>1 converge vers une limite & préciser.

Par hypothese sur A, il existe X inversible qui diagonalise A et alors :

A = XD*X ' =QxRxD¥Lx-1Rx-1 =
N———

=Xx-1
=QxRxD"Lx 1D "Ry'RxDFRx
=B, — 1
k—+oco

(a)

olt Lx-1 est triangulaire inférieure de diagonale unité. Soit By =
QrRy. Alors : o
lim QkRk =1
k—+o0

avec quHg = 1 donc il existe Q orthogonale t.q. limy 4o Qr = Q
puis R t.q. limg 400 Ry = Ravec QR=1=Q = R =1, donc :

A" = QxQuRyRxD*Rx -1 = P,.S),



3 QxQr = PiEy, RyRxD*Rx-1 = E,S;
avec Fj diagonale d’éléments diagonaux +1. Il en résulte :
Ay = RiQp = Si.S, 1 Pt Py = ExRiRx DR (Qr—1Ri—1) ' Qi By,

~ ELRxDR'Ey

k—+

5. En déduire un algorithme de calcul des valeurs propres de A.

6. Montrer que si A est symétrique il en est de méme des matrices Ay,
k > 1. En déduire une amélioration de I'algorithme



