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1 Introduction

Dans toute cette partie, on se limitera & des problémes de minimisation en dimension finie. Notons que
des problemes posés en dimension infinie peuvent souvent étre approchés par des problemes de dimension

finie apres discrétisation.

Cadre : K C RY fermé non vide (ensemble des points admissibles)
J : K — R fonction cotit ou critere, différentiable.

But : trouver (ici, approcher) u vérifiant

{ ue kK
J(u) = inf,ex J(v)

Si K = RY, on parle de minimisation sans contrainte.

Exemples

Les probléemes de minimisation sont omniprésents dans les applications :

e en physique, chimie, biologie, rechercher un équilibre est souvent équivalent a minimiser une

énergie; — ex : public2009-B1.pdf (forme d’une molécule)

e en économie, de nombreux modeles conduisent & minimiser un risque, ou un coit (ou maximiser

un profit) — ex : public2018-B5.pdf

Citons d’autres exemples liés & des problématiques mathématiques.

e Résoudre des systémes linéaires symétriques définis positifs; en effet, si A € SHT(R) et b € RV,

alors résoudre le systeme Ax = b est équivalent & minimiser la fonction

J(y) = %(Ay,w — (b, y)-

(En effet, J est convexe et V.J(y) = Ay — b,Vy € RY))

Résolution d’un systeme d’équations au sens des moindres carrés, par exemple pour un probleme
d’identification de parametres. En effet, les modeles physiques conduisent parfois a des systéemes
d’équations de la forme f;(z1,---2,) = 0, 1 < ¢ < n. Les imprécisions sur les données peuvent
conduire a ce que ces systemes n’aient pas de solution exacte. On cherche alors a les résoudre au
sens des moindres carrés, i.e. on cherche T € RP qui minimise la fonction

n

J(z) =) (filz))?

=1

Calcul de valeurs propres d’une matrice symétrique (cf théoremes de Rayleigh-Ritz et Courant-
Fischer).



2 Algorithmes de minimisation sans contrainte

Dans cette partie, K = R et J est différentiable partout, ce qui, du point de vue des applications, est
souvent vérifié. Pour garantir ’existence et 'unicité d’une solution, et obtenir facilement la convergence
des algorithmes, on se place dans le cas (trés restrictif!) ot J est fortement convexe (on dit aussi a-
convexe), au sens de la définition ci-dessous.

Définition 2.1. Forte convexité

Soit V' un espace de Hilbert, (-,-) un produit scalaire sur V. Soit K C V' un convexe. Une fonction
f: K — R est dite fortement convexe ou uniformément convexe ou a-convexe ou a-elliptique s'il
existe o > 0 t.q. :

Q@
V(z,y) € K*,vt € [0,1], f(tz+ (1 —t)y) <tf(e) + (1 —1)f(y) - St =tz - yll*.
Remarques (admises provisoirement, voir prochain cours) :
e Ce cas inclut en particulier le cas des fonctions quadratiques & matrice symétrique définie positive.
e On a alors existence et unicité de la solution u au probleme (1), et elle est caractérisée par

VJ(u) =0.

On veut trouver un algorithme itératif pour approcher la solution u. Pour toute cette partie, on pourra
consulter les livres [1, 2, 3|. Les références [4, 5, 6] sont proposées en complément ou pour les preuves de
certains résultats plus pointus qui ne sont pas détaillés ici.

2.1 Méthode de Newton (ou Newton-Raphson)

Ce n’est pas a proprement parler une méthode d’optimisation, mais elle peut permettre de déterminer
les points critiques du critere. Dans le cas convexe, on obtient exactement les points de minimum.

Rappel : supposons qu’on veuille résoudre numériquement un systeme d’équations non-linéaires de la
forme f(u) =0, ot f: RN — R est de classe C2. On suppose que, dans un ouvert donné, la solution
u existe, est unique, et vérifie que D f(u) est inversible. On peut alors approcher u par 1’algorithme de
Newton, qui s’écrit sous forme condensée :

20 e RV,
LA s

En pratique, I’algorithme se présente ainsi :

Algorithme 2.2. Méthode de Newton

e Démarrage. Choisir z° € RY, < suffisamment proche > de la solution ;
. E'tape k.

- Calculer A* = Df(2%)

- Résoudre AFvF = f(z*

v

- Poser zFt1 = xF — ¢k

)



Si J est a-convexe et de classe C3, on peut appliquer cet algorithme & f = V.J pour déterminer le
point critique. On a alors convergence vers la solution u, si u® est assez proche de w...

e Avantages : convergence quadratique, i.e. trés rapide en pratique,

¢ Inconvénients : coiit de calcul (déterminer et inverser la matrice hessienne!), résultat de conver-
gence local seulement, hypotheses restrictives... Dans le cas non convexe, I’algorithme peut conver-
ger vers un point critique qui n’est pas un minimum !

¢ En pratique : cet algorithme est utilisable en petite dimension et pour des fonctions assez simples.
Des variantes existent pour réduire le coiit de calcul (méthodes de quasi-Newton) mais la conver-
gence quadratique est perdue. Ces méthodes sont cependant tres utilisées dans les applications car
elles restent performantes.

2.2 Méthodes de descente : idée générale

Algorithme 2.3. Méthodes de descente : algorithme général

e Démarrage. On se donne u arbitraire,
e FEtape (n > 0). u™ étant supposé connu, on définit
- une direction de descente d" # 0 (le choix dépendra de la méthode),
- le pas optimal associé ™ défini par
Ju" = pd") = inf J(u" — pd™).
HER
(i.e. on résout un probléme de minimisation en une dimension, appelé “recherche linéaire”).
- On pose alors u"*1 = ™ — pnd".

Définition 2.4. Convergence d’une méthode de descente

On dira que la méthode converge si, pour tout choix de u® € RY, la suite (u™) ainsi construite
converge vers u, solution du probleme (1).

Dans toutes les méthodes de descente ci-apres, les résultats de convergence seront montrés dans le
cadre de ’hypothese ci-dessous.

Hypothése (H) : la fonction J : RY — R sera supposée différentiable et fortement convexe; on
suppose de plus que le gradient de J est localement lipschitzien. Typiquement ces hypotheses sont vérifiées
si J est une fonction quadratique associée a une matrice symétrique définie positive.

2.3 Méthode de relaxation

Elle consiste a choisir successivement les directions de descente paralleles aux différents axes, i.e.
dn = €n mod N- C’est probablement 'algorithme le plus intuitif. En pratique, les premieéres étapes de
I’algorithme se présentent sous la forme suivante :



Algorithme 2.5. Méthode de relaxation

u’ = (u(l)vug’ 7U9V)
utt = (ub,ud, - uly) tel que J(ubt) :mi]%(](z,ug,"' ,ud)
S
U’LN = (U%,U%, 7u}V) tel que J(ULN) :glelﬂg‘](u}?u; ’ZE)
ut = (ud,ul, - uly) tel que J(utt) = rxnei]gg](m,u;,-“ S U)

Sous les hypotheéses considérées, on peut montrer que 'algorithme converge (voir par exemple [1, 4]).
Cependant, les directions des axes restent arbitraires et ne prennent pas en compte les spécificités de la
fonction a minimiser. On peut donc s’attendre a ce que des algorithmes plus performants existent.

Dans le cas d’une fonction quadratique, on peut montrer que la méthode de relaxation est équivalente
a la méthode de Gauss-Seidel pour résoudre le systéme linéaire associé.

2.4 Gradient a pas optimal

Elle consiste a choisir la direction de descente d” = VJ(u™). Ce choix n’est pas anodin : localement,
au voisinage de u", c’est la direction de plus forte pente, i.e. dans laquelle J croit le plus vite pour des
pas p infinitésimaux (ou décroit le plus vite si p est négatif). L’algorithme prend la forme :

Algorithme 2.6. Gradient a pas optimal.

e Démarrage. On se donne u® arbitraire,

e Etape n. On calcule 7" = V.J(u").
- Sir™ = 0 alors u™ = w et I'algorithme s’arréte.
- Sinon, on calcule le pas optimal p™ défini par

Jn_nn:'fj n_ n.
(u™ = p"r") inf (u™ — pr™)

NN

On pose alors 4"t = u™ — pnrn.

Remarque 2.7‘ Caractérisation du pas optimal

Si on définit f(p) = J(u™ — ur™), alors f est fortement convexe, dérivable, donc admet un unique point de
minimum p™ qui est caractérisé par f/(u™) = 0. Or on a

fl(/,L) — _<vJ(u7l _ MT,TL)’T,TL>.

Donc f/(u"™) = 0 = (r™*1 7). Ainsi, la condition d’optimalité donne I'orthogonalité de deux directions de
descente consécutives.




Dans les cas simples, notamment pour une fonction quadratique, le calcul du pas optimal peut se faire
explicitement. Voir page 7 pour le cas des fonctions quadratiques.

2.4.1 Convergence sous I’hypothése (H)

Théoreme 2.8. Convergence : gradient a pas optimal

Sous I'hypothése (H), I'algorithme de gradient a pas optimal converge. De plus, on a I'estimation
d'erreur

1
| < —||VJ@W).
lu® = ull < ~[IVJ (@)

Preuve : (voir par exemple [1, 3]).
étape 1 : (u™) est bornée.
Par construction, la suite (J(u"))nen est décroissante, et minorée, donc elle converge. Or J est coercive
car fortement convexe. Ainsi, la convergence de J(u™) implique que la suite (u™) est bornée : il existe
donc M > 0 tel que
Yn € N, |lu™|| < M, et ||ul]] < M.

étape 2 : u"t! — " tend vers 0.
La fonction J étant fortement convexe, on peut écrire :

J(") = T 2 (VI w4 D -

Or on a vu en remarque que (VJ(u" 1), u™ —u™1) = (r**1 ymprm) = 0. D’ot on déduit :

[u™h —u* < = (T (") = T (")) = 0.

SN

étape 3 : VJ(u") tend vers 0.
Ona:

||VJ(U”)||2 <VJ(U”)7 VJ(U”) _ VJ(U7L+1)>
VI VI (") = T

IV T (u™)[Cor[lu™ — um |

IN A

ou C) est la constante de Lipschitz de VJ sur la boule de rayon M. On en déduit le résultat en divisant
par ||[VJ(u™)| et en faisant tendre n vers +oo.

étape 4 : u" tend vers u.
On utilise encore une fois la forte convexité de J :

alu =l < (VJI(u") = VI(u),u" —u) < [|VI(u")]|[[u" — ul|.

Ainsi, on a bien la convergence avec la majoration d’erreur annoncée.



2.4.2 Cas d’une fonction quadratique

Ici, le pas optimal peut étre calculé explicitement. En effet, prenons

T) = 3 (Ay.) — (b.y)

avec A symétrique définie positive. Alors, u™ étant supposé connu, on a : ™ = Au™ —b. Si on pose comme
précédemment : f(p) = J(u™ — pr™), on a :

flw) = —(A@W" — ™) =b,r")
= —(r" — pAr" r™).

Donc f/(u™) = 0 équivaut &
o L2
<AT7L’T7L> :

(Notons que le quotient est bien défini si 7™ # 0 puisque A est définie positive.)

Théoreme 2.9. Estimation d’erreur : cas quadratique

Dans le cas d’une fonction quadratique, la convergence de |'algorithme de gradient a pas optimal
est géométrique, et on a |'estimation

(Ae™, e™) < (et an
(Aeb,e0) — \c+1 ’

oll ¢ = ’}\—IIV désigne le conditionnement de la matrice A pour la norme usuelle, et e = u™ — u
désigne |'erreur a I'étape n.

0

Remarque 2.10 | Vitesse de convergence

e Pour justifier une convergence géométrique, on doit montrer une estimation du type |le™|| < k™[|e"|. Ici,
il se trouve que la norme euclidienne standard ne permet pas d'obtenir facilement une telle estimation,
il est plus facile de travailler avec les normes induites par le produit scalaire associé a la matrice A.
Notons que toutes les normes sont équivalentes, de sorte que I'estimation annoncée suffit a assurer la
convergence géométrique.

e Le résultat montre que la vitesse de convergence dépend du conditionnement de la matrice A. La
fonction ¢ — ﬁ_ﬁ est croissante sur [0, 4+o00], donc le résultat montre que la convergence sera a priori
plus rapide pour une matrice bien conditionnée (i.e. si ¢ est petit). En particulier, on peut se convaincre
aisément que pour ¢ = 1 (i.e. si A est scalaire), la méthode converge en une seule itération. Par contre,
si ¢ est trés grand, |'algorithme aura probablement beaucoup de mal a converger et ne doit pas étre
envisagé sans un préconditionnement.

e Si on compare cette méthode a celle de Newton, on voit que la convergence est ici plus lente
(géométrique au lieu de quadratique); par contre, elle est globale, i.e. indépendante du choix de u°.




Ce résultat repose sur l'estimation de Kantorovitch, que Pon admettra ici (voir [5] pour une démons-
tration de ce lemme).

Lemme 2.11. Estimation de Kantorovitch

Soit A une matrice symétrique définie positive, de conditionnement ¢ = );\—Ilv Alors on a, pour tout
r € RY,

ol < Az )4 02) <  (Ver 72) el

Preuve du théoreme :
Remarquons que pour tout n, Ae™ = Au™ — Au = Au™ — b =1r". On a donc

<A6n+1,€n+1> — <Aen+1 n_‘u r >

— <A€n+176n> _ Mn<rn+1’rn>

= (Ae™ em)

= (Ae",e™) — pu"(Ar™, e™)

= (Aem ) —
En utilisant la relation (2) on obtient

(et P )
(Aen,en) K (Aen,en) (Arm )y (Aem, en)’
On a de plus, d’apres I'inégalité de Kantorovitch,
1 2
(Ar™ r™)(Ae™, e™) = (Ar™, r") (r", A7) < 1 (\f—i- \[> |74

Finalement, on obtient

(Aerttentt) Allrm ¢ ctet-2 <c 1)2
(Aem,en) (\/E+c_1/2)2 rofls ctet+2 0 \e+l

L’inégalité annoncée s’en déduit immédiatement.

2.4.3 Remarques pratiques
i Test d’arrét : quand décide-t-on qu’on a convergé ?

e ler choix : on stoppe les itérations si ||u*+! —u*| < 7, typiquement 7 = 106||u’||. Cela évite
d’accumuler des itérations qui ne modifient pas la solution trouvée. Pb : on ne peut pas en
général controler lerreur. Si A est mal conditionnée, il se peut qu’on soit encore loin de la
solution exacte.

e 2¢me choix : on stoppe les itérations si |VJ(u¥)|| < 7, typiquement 7 = 1075||V.J(u®)||.
Avantage : si J est a-convexe, on a un controle de lerreur car

1 1
o~ ull € =V @) = VI =~V w")].



ii Recherche linéaire : comment calculer le pas optimal en pratique 7

e Soit on peut le déterminer explicitement en résolvant exactement 1'équation f'(u™) = 0 (ex.
cas quadratique)

e Soit on doit l'approcher par une méthode du type de celles proposées a la section 3.2 (ex :
section dorée). En pratique, un petit nombre d’itérations de la méthode 1D (une dizaine) peut
suffire.

e Des variantes existent, moins coiiteuses : sélection de pas d’Armijo (voir [4]). Dans ce cas, on
se contente de calculer un pas qui garantisse la convergence de 'algorithme, méme s’il n’est
pas optimal.

iii Calcul du gradient : Lorsqu’un calcul direct est trop difficile, on peut le calculer par différences

finies. Préférer un gradient exact quand c’est simple.

iv Cas ou les hypothéses du théoréme ne sont pas satisfaites : on gere au mieux! On utilisera
souvent l'algo. du gradient méme si on ne sait pas montrer qu’il converge vers la solution... En

général, il marche bien malgré tout (méthode de descente).

Si J n’est pas convexe : on se rameéne (si c’est possible) & un compact sur lequel il y a un seul

point critique qui est bien un point de minimum.

Si J n’est pas différentiable (par exemple = — |z|) : des variantes de la méthode du gradient

existent, largement hors programme ; voir [4].

2.5 Meéthode de gradient a pas fixe

Il s’agit d’une variante de la méthode précédente, dans laquelle on garde un pas p fixé pour toutes les
itérations. Attention, ce n’est pas une méthode de descente! En particulier, selon la taille du parametre
i, la suite J(u™) n’est pas nécessairement décroissante...

L’algorithme prend la forme tres simple :

Algorithme 2.12. Gradient a pas fixe

On fixe un parameétre u > 0.
e Démarrage. On choisit u® € RV,
e Etape n. On pose u™ ! = u™ — uVJ(u").

Notons que, le pas n’étant plus optimal, on perd ici 'orthogonalité des directions de descente succes-

sives!

2.5.1

Convergence : cas général

On a le résultat de convergence suivant :

Sous I'hypothese (H), I'algorithme converge pour tout p > 0 assez petit vers la solution de (1). En
particulier, la convergence a lieu pour tout

ol C désigne la constante de Lipschitz de V.J sur la boule fermée B = B(u, [|u — u°|)).

Théoreme 2.13. Convergence : gradient a pas fixe

2«
u€:|0a612|:,




Remarque : dans la littérature, le théoreme est en général démontré sous 'hypothese que le gradient
est globalement C-lipschitzien. L’avantage est que cela donne un intervalle explicite sur p qui assure la
convergence. Par contre, supposer que la fonction J est a la fois a-convexe et a gradient globalement
lipschitzien est tres restrictif. En particulier, on a :

Ja-convexe = Yu,w,(VJ(v) = VJ(w),v —w) > a|v—w|?
VJ C-lipschitzien = VYo, w, (VJ(v) - VJ(w),v —w) < C|lv —w|?.

Ces deux hypotheses réunies impliquent en particulier C' > «. Notons que ces deux hypotheses sont
vérifiées pour une fonction quadratique associée & une matrice définie positive (on a alors C = Ay > a =

).

Preuve du théoreme :
On note toujours e = u™ — u lerreur a ’étape n. On va vérifier par récurrence que, pour tout n > 0,
u™ € B. Cest vrai pour n = 0. Soit n > 0 fixé et supposons que u™ € B. Alors on a l'inégalité
[VJ(u™) — VJ(u)|| < C|le™||. Montrons que u"*! € B. On a :

J s S pVJ(u™) = e" — u(VJ(u") — VJ(u))
||€n+1H2 _ “en“Z —2u(e™, VJ(u™) — VJ(u)) + ,LLQHVJ(u”) - VJ(U)||2
< (1= 2uat p2C)er 2
Or le choix de
2a
12 S :|0, E |:

assure & la fois que u™*1 € B, ce qui acheve la récurrence, et que la suite (||e”||) décroit vers 0 avec vitesse
géométrique.
2.5.2 Cas des fonctions quadratiques

Soit J quadratique de hessienne A symétrique définie positive. Alors, quitte a changer 'origine, et a
se placer dans la base de diagonalisation de A, J prend la forme

| X
J(z) = 52)\296?
i=1

On suppose les valeurs propres rangées par ordre croissant : 0 < A; < ... < Ay. L’algorithme se réécrit
sous la forme
u?ﬂ =ul(l—XNp), 1<i<N,n>0.

L’algorithme converge si et seulement si

2
Vi,—1l<1l—- lpu<l, deld<pu<—

AN
Cet intervalle contient (strictement si A\; < A,) Uintervalle donné par le théoréme précédent, & savoir
2M\
AN

On peut chercher a choisir le meilleur pas p possible, en minimisant
F() = max(|1 = pAl, 1< i < ).
Un graphe permet de s’assurer que f(u) est minimal pour la valeur

2

ST

10



2.6 Meéthode de gradient conjugué pour une fonction quadratique

Cette méthode a été proposée par Hestenes et Stiefel en 1952 pour les fonctions quadratiques. Des
extensions ont été proposées ensuite pour des fonctions a-convexes plus générales, mais nous ne les
présenterons pas ici.

2.6.1 Définition abstraite et convergence

Dans la méthode de gradient a pas optimal, le choix de la direction de descente est motivé par le
fait que c’est la direction optimale pour des petits pas. Cependant, le pas peut parfois étre grand, de
sorte que la direction du gradient peut s’avérer mauvaise (surtout pour des matrices mal conditionnées)
et conduire a une convergence tres lente. L’idée de la méthode du gradient conjugué est de choisir une
meilleure direction de descente, par un algorithme qui a de la mémoire. Ainsi, au lieu de considérer
uniquement la direction du gradient au point u™, on choisira la direction de descente en considérant
également les gradients aux points précédents de I’algorithme 2, - -, u™.

L’algorithme abstrait s’écrit

choisir  u® € RV,

Yn >0, G"=Vect(VJ(u"),0<i<mn) (3)
u" ! = Argmin J(v)
veun+Gn

Remarque 2.14 | Comparaison avec le gradient a pas optimal

En comparaison, I'algorithme de gradient a pas optimal s'écrirait :

choisir  u? € RV,
Vn >0, F"=Vect(VJ(u"))

u" Tt = Argmin J(v)
/L)Eu'IL_['_FTL

On peut remarquer que
e dans les deux cas, I'argmin est bien défini si J est fortement convexe;
e 'espace G™ étant plus gros que F™, I'itéré u™*! construit par la méthode du gradient conjugué est
au moins aussi bon que celui construit par la méthode du gradient a pas optimal. Reste a savoir si on
dispose d'un algorithme efficace pour le calculer! Ce sera I'objet du paragraphe suivant.

Comme on l’a fait dans le cas de la méthode de gradient a pas optimal, on peut chercher a écrire la
caractérisation du point de minimum u"*!. L’ensemble G™ + u™ étant convexe (c’est un espace affine),
le point de minimum est caractérisé par

u"t e u" 4+ G, (VJ(u" ), w) = 0,Yw € G™.

ce qui se réécrit
(VJ(u™), VJI(ur) =0, 0< k <n. (4)
On obtient une propriété d’orthogonalité plus forte que pour le gradient a pas optimal : le gradient a

chaque étape est orthogonal a tous les gradients précédents. En particulier :
e Si VJ(u™) =0, alors u™ = u et lalgorihme s’arréte ;

11



e siVk € {0, ,n}, VJ(uF) # 0 alors la famille (V.J(u°),--- ,VJ(u")) forme une base de G", donc
dimG" =n+1. Or G* C RV,
On en déduit le théoreme suivant.

Théoreme 2.15. Convergence : algorithme de gradient conjugué

Quel que soit le point u® choisi, I'algorithme converge en N itérations au plus vers la solution
exacte de (1), i.e. Ik < N,u* = u.

Remarque 2.16‘ Convergence en un nombre fini d'itérations.

En théorie, c'est trés séduisant : cet algorithme peut étre vu comme une méthode directe pour résoudre
les systemes linéaires symétriques définis positifs. En pratique, il y a quand-méme quelques bémols :

e d'abord, I'algorithme présenté ci-dessus reste abstrait; il faut donc s'assurer qu'on est effectivement
capable de calculer simplement les itérées successives ;

e comme pour toute méthode numérique, les erreurs d'arrondi sont inévitables dans le calcul pratique;

e cette méthode est souvent utilisée pour des systémes de trés grosse dimension (I = 10°) provenant par
exemple de la discrétisation d'une EDP. Dans ce cas, on n'a pas forcément envie de faire IV itérations
pour avoir un résultat;

e enfin, il faudrait comparer la méthode aux autres méthodes directes, en particulier en terme de colit
de l'implémentation numérique et de propagation des erreurs d'arrondi. Voir page 14 pour quelques
éléments de réponse.

2.6.2 Reformulation comme méthode de descente

On va voir que l'algorithme abstrait présenté ci-dessus se reformule en une méthode de descente ou
les directions et le pas sont assez faciles a calculer a chaque itération. Le point-clé est que les directions
de descente de la méthode sont conjuguées deux a deux (d’ou le nom de la méthode), au sens défini
ci-dessous.

Définition 2.17. Directions conjuguées

Soit A une matrice symétrique définie positive. Deux vecteurs z et y sont dits conjugués par rapport
a A s'ils sont orthogonaux pour le produit scalaire associé a A, i.e.

(Az,y) = (z, Ay) = 0.

Proposition 2.18. Les directions de descente sont conjuguées 2 a 2.

On note p* = uF*t1 — ¥ 0 < k les directions de descente consécutives de la méthode du gradient

conjugué. Alors on a, pour tous 0 < k < I, (p¥, Ap') = 0. Autrement dit, les directions de descente
de cette méthode sont conjuguées 2 a 2.
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Preuve : Soit I > 0 fixé et 0 < k < [. Alors on a
(Ap', VI(h)) = (Au'™ — Adl, VI(uP)) = (VI (') = VJI(u'), VJI(u") =0
d’aprés la propriété (4). On en déduit que Ap' € (G'~1)+ donc (p*, Ap') = 0.

Cette propriété permet d’obtenir une stratégie pour calculer les directions de descente successives.

e La premiére direction d° est naturellement celle du gradient : d° = V.J(u?).

e & l'étape k > 1, la direction d* est telle que (d°,--- ,d") est une base A-conjuguée de G*. Or on
connait une base de G* qui est fournie par les V.J(u'), I < k. On peut donc déterminer d* par un
procédé de Gram-Schmidt pour le produit scalaire associé & A. Un calcul simple montre que cela
conduit a la formule suivante :

o IVIEH)?

_ dkfl k )
Vi nE? VI

k

Sachant que uF*1 — u* doit étre colinéaire a ce d*, et que u**! est le point de minimum de .J sur un
ensemble plus gros que u* + Rd¥, alors il vérifie nécessairement :

uFt = Argmin J(v).
veur +RdF

Ainsi, une fois connue la direction de “descente”, u**! peut s’obtenir en calculant le pas optimal dans
cette direction. On cherche donc u* tel que

J(uP + pkdky = min J(uF + pd"),
I

ce qui donne
(VI (u¥ = p*d*),d") =0
et finalement
k_ (VI(uh),d")
(AdF, dF)

On aboutit finalement a ’algorithme pratique suivant.

Algorithme 2.19. Gradient conjugué : algorithme pratique

o Démarrage. On choisit u° € RY, et on calcule 7 = Au® — b.
e FEtape k > 0. On suppose u¥, 7% connus.
- Sirk =0, c'est fini.
- Sinon, on pose
2 k gk
k_ .k [l k—1 k _ Aqk k_<T7d> k+1 _ .k Kk k k+1 _ .k k. k
d—r—|—Wd ,U—Ad,u—m,u =u"—p d*, r =rP—p v".

En pratique, & cause des erreurs d’arrondi, on s’arrétera lorsque la norme de r* sera inférieure & un
seuil fixé. Grace a la forte convexité de J, cela garantit que l’erreur est assez petite.
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2.6.3 Avantages

On peut chercher & comparer le cotut numérique de cette méthode avec celui des autres méthodes
directes. Regardons le cofit de I'étape k. On suppose u* et r* connus.
e calcul de ||7*||? : N multiplications, N — 1 additions;
calcul de d* : N multiplications, N additions, 1 division;
calcul de v* = Ad* : N? multiplications, N2 additions ;
calcul de p* : 2N multiplications, 2N — 2 additions, 1 division ;
calcul de w**1 : N multiplications, N additions ;
o calcul de r**1 : N multiplications, N additions.
Au total, si on considere N itérations avant la convergence, on a au maximum 2N?3 + O(N?) opérations.
La méthode semble donc moins intéressante que celle du pivot de Gauss (de l'ordre de 2N3/3 opérations)
ou celle de Cholesky qui est possible ici car la matrice est symétrique définie positive.
Notons cependant que la matrice A n’intervient que par le calcul des vecteurs v* = Ad¥*, ce qui permet
de réduire le cout de calcul dans le cas des matrices creuses, et également de limiter la place mémoire.

On a regardé ci-dessus la méthode du gradient conjugué comme une méthode directe. La plupart du
temps, il est plus pertinent de la regarder comme une méthode itérative; on ne cherchera donc pas a
faire N itérations, mais on s’arrétera lorsque ’écart a la solution exacte sera suffisamment petite. Pour la
comparer & la méthode du gradient & pas optimal (par exemple), on a besoin d’une estimation de ’erreur.
On peut montrer I’estimation suivante (voir par exemple [6]).

Théoreme 2.20. Estimation d’erreur : algorithme de gradient conjugué
Pour tout n, on a I'estimation d'erreur suivante :
<Aen’en><4 \ﬁ—l 2n
(AeY,e0) — \e+1 ’

ol ¢ = A}\—If désigne le conditionnement de la matrice A pour la norme usuelle, et e” = u™ — u
désigne |'erreur a I'étape n.

0

Il est intéressant de comparer cette estimation avec celle obtenue dans le cas du gradient a pas optimal,
voir théoreme 2.9. Dans les deux cas, la convergence est géométrique, avec une raison qui croit avec le
conditionnement de A. Cependant, pour des matrices mal conditionnées, la convergence est beaucoup
plus rapide par la méthode du gradient conjugué.
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3 Méthodes de minimisation sous contraintes

3.1 Rappel : minimisation sous contraintes

Proposition 3.1. Condition nécessaire d’Euler

Soit K fermé de RY, J différentiable sur K, uw € K point de minimum local de J sur K. Alors on
a:
Vw € K(u),(VJ(u),w) >0

ol K (u) désigne I'ensembles des directions admissibles en w :

K(u):{wERN,Hen—>0+,3wn—>w,u+enwn € K.}

Cas particuliers :

i K ={veRY g(v) =0} avec g différentiable. Si K est une sous-variété de R, alors K (u) est
I'espace vectoriel tangent & K en u, et la proposition redonne le théoreme des extrema liés, i.e.
VJ(u) est orthogonal a la variété;

ii K= {veRN g(v) <0} avec g différentiable. Sous '’hypotheése de qualification des contraintes,
on a

K(u) = {h € RY,¥i € I(u), (Vgi(u), h) < 0}

ou I(u) désigne I'ensemble des contraintes actives en u. Ainsi la proposition redonne ’existence
de multiplicateurs de Lagrange (condition nécessaire de Karush-Kuhn-Tucker).

ili K convexe, alors

K(u)={Av—u),ve K,A e Rt}

Si de plus, J est convexe, on en déduit la condition nécessaire et suffisante :
u point de minimum global de J sur K <= (VJ(u),v —u) > 0,Vv € K.

3.2 Algorithmes en dimension 1

On pose K = [a,b]. On dit que J est unimodale sur cet intervalle si :

e clle admet un minimum au point z* € [a, b],
e clle est strictement monotone sur [a, z*] et sur [z*,D].
(C’est par exemple le cas lorsque z* est un point de minimum de J strictement convexe sur [a,b].) On
présente ici des méthodes pour déterminer x* = Argmin(J) lorsque J est unimodale.
Dans les algorithmes ci-dessous, les signes = correspondent a des affectations de variables, qui écrasent
la valeur précédente de la variable.

3.2.1 Méthode de dichotomie
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Algorithme 3.2. Minimisation par dichotomie

b
e Démarrage. On calcule J (a—21—> et on prend « = a, 5 = b.

. Etape k. On suppose que J atteint son minimum en z* € [, 8]. On calcule v = OZT—’_B,
I T (2 e g (P22 puis
2 2
—siJ(a+7) J(7), on prend &' = a, B =7,
- sinon si J< ) ,onprend o =~, g =4,
- sinonon prend o/ = ——, B = ﬁ;_A/
e On recommence I'étape k jusqu'a ce que |8 — af < 2z Alors le réel

z = Argmin(J(a), J(B), J(y)) vérifie : |z — z*| < e.

3.2.2 Méthode de la section dorée

1
Onsedonne’ye} { 6= —.
I—vy

Algorithme 3.3. Minimisation par trisection

e Démarrage. On calcule « = a+~(b—a), f=a+(1—7)(b—a), J1 = J(a), Jo = J(B).

. E‘tape k.
-SiJi < Jg,onprenda’ =a, V=0, f/=a, &/ =a +5B' —d), Jo=J,J1 = J(d),
-sinononprenda =a, ¥ =b, o/ =0, f'=b+6(a/ =V), J1 = J2, Jo=J(B).

e On arréte des que max(|8 —al,|b—a]) <e.

En général, on souhaite que ’ensemble des {a, a, 3,b} reste homothétique au cours des étapes. Ceci
permet de controler la vitesse a laquelle la taille de 'intervalle décroit vers 0. On impose donc

b—p8 B—-a . 1—2y
= i€y = .
b—a B-a’ TTaC o
L’unique valeur de v €]0,1/2[ ayant cette propriété est
3-v5 1 1+5
= i.e. =
2 11—~ 2

Notons que ¢ est appelé nombre d’or, ce qui justifie ’appellation <« méthode de la section dorée >. La
justification de l'algorithme est identique au cas de la dichotomie.

Notons que dans cette méthode, la taille de 'intervalle décroit moins vite que dans la dichotomie,
mais on a besoin de moins d’évaluations de la fonction J (une seule par étape), ce qui la rend en général
plus intéressante.
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On suppose maintenant que l’ensemble des points admissibles est un sous-ensemble strict de RY.
Deux stratégies sont possibles pour approcher numériquement les solutions :
e ou bien se ramener & un probléme sans contrainte, et appliquer les algorithmes déja présentés,
c’est I'idée de la méthode de pénalisation ci-apres;
e ou bien trouver de nouveaux algorithmes capables de prendre en compte ces contraintes, c’est le
cas des méthodes de gradient avec projection (voir page 18) et des méthodes de dualité (voir page
20).

3.3 Meéthode de pénalisation

Une approche souvent efficace consiste a modifier la fonction cott en ”pénalisant” le non-respect des
contraintes. Il s’agit en quelque sorte d’autoriser tous les points de R™V, mais en mettant un cofit prohibitif
sur ceux qui ne sont pas dans K. On applique ensuite un algorithme de minimisation sans contrainte
pour la nouvelle fonction-cofit.

Cette méthode est particulierement utilisée pour des contraintes sous forme d’égalités ou d’inégalités.
Prenons le cas ou

K = {z e RY g(z) <0} (5)

ot g : RV — RP est une fonction de classe C! et ot I'inégalité g(x) < 0 doit étre comprise composante
par composante. Au passage, on peut noter que toute contrainte égalité peut se réécrire sous cette forme
en remarquant que

f@)=0 < g(z) <0, otg=(f,—f)".

Définition 3.4. Méthode de pénalisation

On fixe € > 0, et on définit la fonction colit pénalisée par
IR +(.))2
Je(z) = J(z) + - > (g (@))%, (6)
i=1

ol g (z) = max(g;(x),0) désigne la partie positive de g;. Le probléme pénalisé associé a (1) est
alors le probleme sans contrainte :

ue € RV,
Je(ue) = mingepn Je(v)

(7)

On a le théoréme suivant.

Théoréme 3.5. Méthode de pénalisation

Soit J une fonction fortement convexe et différentiable sur RY, et K de la forme (5), avec g
convexe et continue. On suppose K non vide. Alors on a :

e le probleme (1) a une unique solution u;

e pour tout € > 0, le probleme (7) a une unique solution, et elle vérifie

lim u, = u.
e—0
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Remarque 3.6 | Utilisation pratique de la pénalisation

e En pratique, lorsqu’on veut utiliser la méthode de pénalisation, on fixe € > 0 (assez petit) et on résout le

probléme (7) par une méthode de gradient par exemple. On calcule donc u, que I'on considére comme
une bonne approximation de w. |l est conseillé de calculer g(u.) pour vérifier que la contrainte est assez
bien vérifiée... Si ce n'est pas le cas, on prendra un € plus petit et on recommencera le calcul.

e Une difficulté majeure avec le probleme (7) est qu'il est généralement mal conditionné si e est petit,

de sorte que les méthodes usuelles vont mal converger pour le calcul de ...

Preuve du théoreme :

L’existence et 1'unicité de u proviennent de la forte convexité de J. De plus, J. est également stric-
tement convexe (somme de fonctions convexes) et coercive, d’ol I'existence et I'unicité de wu.. Il reste &
montrer la convergence quand € tend vers 0.

3.4

¢ Montrons d’abord que la famille (u.) est bornée. Pour cela, on remarque que la famille {J(u,), e >

0} est majorée. En effet,
J(ue) < Je(ue) < Je(u) = J(u).
11 suffit alors d’utiliser la coercivité de J. On en déduit qu’il existe R > 0 tel que Ve €]0, 1], u. €
B(0,R).
Par compacité de cette boule, il existe une sous-suite convergente :

Jep, = 0, ue, — Us.

11 reste & montrer que u, = u. Tout d’abord on vérifie que u, € K, i.e. g(us) = 0. Ceci s’obtient
par passage a la limite a partir de I'inégalité

0 < g(ue,) < ex(J(u) = J(uey)).

11 suffit maintenant de montrer que J(u.) < J(u) et on aura bien u, = u par unicité du point de
minimum sur K. L’inégalité J(u.) < J(u) découle par passage a la limite de

‘](usk) < Jek(uek) < Je, (u) = J(u).

On a montré que la famille (u.) est bornée et a une unique valeur d’adhérence, donc elle converge
vers u quand € tend vers 0.

Méthode de gradient avec projection

On suppose ici que K est un convexe fermé non vide, par exemple de la forme (5) avec g convexe
continue. Cette fois, la stratégie consiste a adapter 1'algorithme de gradient & pas fixe pour prendre en
compte la contrainte. L’idée assez intuitive est la suivante : partant de u® € K, on fait un petit pas dans
la direction opposée au gradient. Si apres ce pas on est toujours dans K, on continue. Si on sort de K,
on projette le point obtenu sur K, et on réitere a partir de ce nouveau point. L’algorithme prend donc la
forme simple :
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Algorithme 3.7. Gradient a pas fixe avec projection

On fixe un parameétre u > 0.

e Démarrage. On choisit u° € K.

e étape k. On pose uf*! = Py (uF — uVJ(u¥)),
ou Py désigne la projection sur le convexe fermé K.

Remarque 3.8 | Rappel : Projection sur un convexe fermé

Rappelons que dans un espace euclidien (ou hilbertien) la projection sur un convexe fermé non vide est
bien définie, i.e.
vz € RY,3ly € K, t.q.|ly — x| = min ||z — z||.
zeEK

De plus, y est caractérisé par
Vze K,(y—z,2z—1y) > 0.

Enfin, on rappelle que I'opérateur de projection est 1-lipschitzien, i.e.

Vo,w € RY, || P — Prw| < [lo — w]|.

On a le théoreme de convergence ci-dessous.

Théoreme 3.9. Convergence. Gradient a pas fixe avec projection.

Soit J a-convexe et différentiable sur K, avec VJ C-lipschitzien. Alors, pour tout yu vérifiant

2

I'algorithme de gradient avec projection converge vers la solution de (1).

La preuve est presque identique a celle de la méthode du gradient a pas fixe sans projection. On a vu
que si p est dans Uintervalle annoncé, la fonction x — x — uVJ(x) est strictement contractante. De plus,
la projection sur K est 1-lipschitzienne, donc @ : x +— Pg(x — pVJ(x)) est strictement contractante. La
suite (u*) converge donc vers I'unique point fixe de ®. Il reste & vérifier que cette limite est égale & u, i.e.
que u est bien le point fixe de ®. Pour cela, on rappelle que u est caractérisé par I'inéquation d’Euler

(VJ(u),v —u) > 0,Yv € K,

ce qui se réécrit
(u—(u—puVJI),v—u) >0,Vv € K.

On reconnait la caractérisation du projeté sur K :
u= Pg(u—puVJ(u)) = ®(u).

Ainsi, on a bien u = limg_, 4 o u”.
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Remarque 3.10 | Utilisation pratique

En pratique, la difficulté pour appliquer cette méthode consiste a calculer I'opérateur de projection P.
Un calcul explicite est possible dans les cas suivants :
e cas ou K est un produit fini d'intervalles fermés

N
K:H[aiabi]v —o0 < a; < b; < +oo.
i=1

Dans ce cas, y = Pg(x) est défini par
y; = min(b;, max(x;, a;)).

e cas ol K est une boule
K={zcR"Y, ||z —al <r}.
. T—a
Dans ce cas, y = Pg(z) est défini pary =a+r vl
Dans le cas général, on n’a pas de formule explicite et le calcul du projeté est un probleme de difficulté compa-
rable au probleme (1) ! Une alternative a ce calcul consiste a utiliser une méthode de dualité, pour se ramener

a un probléeme ou I'ensemble des contraintes est un pavé.

3.5 Meéthodes de dualité, algorithme d’Uzawa

L’idée générale des méthodes de dualité consiste & se ramener a un probleme ou les contraintes
sont dans le convexe (RT)P, de fagon & pouvoir calculer facilement lopérateur de projection associé.
L’utilisation de ces méthodes est restreinte au cas (trés fréquent) ot ’ensemble des points admissibles est
de la forme (5), avec les g; convexes et dérivables.

On se contente ici de donner les gandes idées des méthodes de dualité, les détails étant essentiellement
en dehors du programme de ’agreg. On pourra consulter pour plus de précisions les références [1], [3].

3.5.1 Lagrangien et point selle

e Le lagrangien du probleme est la fonction £ définie par
P
Vo € RNaVN € (R+)p>£(v»ﬂ) = J(’U) + Zﬂzgz(v)
i=1

e Siwu est solution de (1) et si les contraintes sont qualifiées en u, alors le théoreme de Karush, Kuhn
et Tucker donne lexistence d’un multiplicateur A € (R*)? tel que

{ VoL(u,A) =VJ(u)+ >, A\iVgi(u) = 0 (8)
Yoo digi(u) = 0.

Or pour tous A; > 0, v — L(v,\) est convexe donc annulation du gradient par rapport a A
implique que u est un point de minimum global de £(-, A). De plus, on a aussi

Vi e (R, L(u, p) = J(u) + Zﬂigi(u) < J(u) = L(u, A).

Finalement, on a montré que (u, ) est un point selle du lagrangien sur RY x (RT)P, au sens de la
définition ci-dessous.
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Définition 3.11. Point-selle du lagrangien
On dit que le point (u, \) est un point-selle du lagrangien L s'il vérifie la propriété ci-dessous :
Vo e RV Ve (RY)P,  L(u,p) < L(u,\) < L(v, \).

Réciproquement, si (u, A) est un point-selle du lagrangien, alors on en déduit aisément :
e ueK,
o i1 digi(u) =0,
e u est solution de (1).
(La preuve est laissée en exercice.)

3.5.2 Probléme primal, probléeme dual

A travers l'introduction du lagrangien, on voit que les variables v (dite variable primale) et u (variable
duale) jouent un réle similaire, et que résoudre le probleme (1) est en quelque sorte équivalent & trouver
un point selle du lagrangien. En inversant I'ordre des deux variables, on peut définir deux problemes
d’inf-sup associés a cette recherche de point-selle, qui sont respectivement les problémes primal et dual.

Définition 3.12. Probleme primal.

On note, pour tout v € K,

= _f Jw)sive K
Tw) = #eiﬁg)p‘c(v’“) B { +00 sinon.

On appelle probléme primal le probleéme (1) réécrit sous la forme
u e RN,
J(u) = inf,cpn J(v) = inf, sup,, L(v, 1)

On pourrait penser que cette formulation va permettre d’appliquer un algorithme de minimisation
sans contrainte, puisqu’on s’est ramené & v € R™. Mais c¢’est illusoire : en fait, les contraintes sont cachées
dans le fait que la fonction J est infinie en dehors de K. Autrement dit, les algorithmes classiques ne
peuvent pas fonctionner pour minimiser J puisque cette fonction n’est méme pas continue sur RV ! Le
probléme dual va étre défini en échangeant le sup et l'inf.

Définition 3.13. Probleme dual.

On pose, pour p € (RT)P,
G(p) = inf L(v,p).
(u) = inf L{v,p)
Le probléme dual associé a (1) est alors défini par

{ Ae (RJF):D’ (9)
G(A) = sup,cr+y» G(n) = sup,, inf, L(v, 1)
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Notons que la fonction G est concave (comme infimum d’une famille de fonctions linéaires en p). De
plus, elle est majorée et atteint son max d’apres la propriété de point-selle. Le probleme dual a donc
(au moins) une solution, et on ne peut pas en général se prononcer sur I'unicité. Cependant, 'avantage
du probleme dual est que les contraintes y sont plus simples & gérer : en particulier, on peut calculer
explicitement et tres simplement I'opérateur de projection. La méthode de dualité que nous allons définir
repose sur le résultat suivant.

Proposition 3.14. Dualité en optimisation convexe

On fait les hypotheéses suivantes.
i les fonctions J, g;, 1 <7 < p sont convexes, dérivables;
i u est solution du probleme primal (1);
iii les contraintes sont qualifiées au point wu.

Alors il existe un multiplicateur A > 0, qui est solution du probleme dual, et tel que (u, \) soit un
point-selle du lagrangien. En particulier, on a

p p
Z Aigi(u) =0, VJ(u)+ Z AiVgi(u) = 0.
i=1 i=1

Preuve : le seul point & démontrer est le fait que A soit solution du probleme dual. Pour cela, on utilise
le lemme ci-dessous.

Lemme 3.15. Dualité et point-selle.

On a équivalence entre :
e (u, ) est un point-selle de £ ;
o J(u)=G(\).

De plus, on a alors :

J(w) = inf J(v)=G\) = max G(u),

veERN ne(R+)P

autrement dit u est solution du probléeme primal et \ est solution du probleme dual.

_ Preuve du lemme : L’équivalence est claire : si (u, \) est un point-selle, alors on a immédiatement
J(u) = L(u, \) = G(N). Réciproquement, on a toujours

G\ = igfﬁ(v, \) < L(u,\) < sup L(u, p) = J(u).

14
Si G(\) = J(u) alors toutes les inégalités ci-dessus sont des égalités donc on a en particulier
inf £L(v, ) = L(u, A) = sup L(u, ),
v
”w
ce qui signifie que (u, \) est un point-selle. On a déja vu que ceci implique que u est solution de probléme
primal. Il reste & montrer que A est solution du probleme dual. Pour cela, on remarque que, pour tout

pe (RM)P,
G(p) = inf L(v, p) < L{u, p) < L(u, A) = G(N).
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Ceci termine la preuve du lemme et de la proposition.

Définition 3.16. Méthode de dualité en optimisation

On se place dans les hypotheses de la proposition 3.5. On peut alors adopter la stragégie suivante.
o Calculer A solution du probléeme dual (9);
e Calculer u point de minimum de la fonction £(-, \) sur RV,

Alors (u, \) est un point-selle du lagrangien donc w est solution du probleme primal.

L’avantage de cette méthode est de transformer un probléeme de minimisation ou les contraintes sont
éventuellement complexes en un probleme de maximisation avec contraintes de positivité, qui sont donc
plus faciles a gérer, et un probléme de minimisation sans contrainte.

3.5.3 Utilisation pratique et algorithme d’Uzawa

Pour la mise en ceuvre numérique de la méthode de dualité, on peut donc chercher a appliquer une
méthode de gradient avec projection pour le probleme dual. Ceci suppose que la fonction G soit dérivable
et qu’on sache calculer son gradient. On montre le résultat suivant.

Lemme 3.17. Gradient de la fonction duale

On suppose que

e les fonctions g; sont convexes, C! et que les Vg; sont bornés,

e J est fortement convexe et C'!.
Alors, la fonction G est dérivable et vérifie, pour tout i, G'(1) = g(u,), ol u, est I'unique point
de minimum de L(-, u).

Sous les hypotheses du lemme, on peut mettre en ceuvre la stratégie de dualité de la maniere suivante.

Algorithme 3.18. Algorithme d’Uzawa.

On fixe un parametre p > 0.
e Démarrage. On fixe \° € (RT)P.
e étape k. \F étant connu, on calcule u* tel que
L(u*, \F) = min L(v, \F)

vERN
Puis on pose
MNHL = Py (AF + pg(ub)).

Sous les hypotheses du lemme 3.17, on montre que pour tout choix de A\°, la suite (u™) ainsi construite
converge vers 'unique solution de (1). Par contre, en général, la suite (\,,) ne converge pas car il n’y a
pas unicité des solutions pour le probleme dual.
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