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TP11 — Différences finies pour I'équation des ondes

Le probléme

Considérons le probleme suivant : étant données deux fonctions v et w définies sur l'intervalle [0, 1] et
soumises a certaines hypotheses de régularité, ainsi qu'une donnée f définie sur [0, 1] X R, on recherche
u(x, t) solution réguliére de

Ortu(x, t) — c?Oxxu(x, t) =f(x,t) pour 0 <x <1, t>0,
u(0,t)=u(l,t) =0 pour t >0, (P)
u(x,0)=w(x) et O:u(x,0) =v(x) pour 0 < x < 1.

Le parameétre réel ¢ > 0 est la vitesse des ondes dans le milieu considéré, supposée dans ce travall
constante (en temps) et uniforme (en espace).

But du travail

La séance vise a mettre en place, pour résoudre de facon approchée le probléme (E]) une méthode
numérique basée sur une approximation par différences finies. Nous observerons les propriétés de stabilité
de cette méthode et ménerons une étude numérique de la convergence en fonction des parameétres de
discrétisation.

Mise en ceuvre et notations

Soit J € N*, on note alors h = 1/(J + 1) le pas en espace et x; = jh, j =0,1,...,J+ 1 les abscisses
de discrétisation en espace. On introduit par ailleurs 7 > 0 un pas de discrétisation en temps, et t, = nT
avec n € N les abscisses de discrétisation en temps.

Le schéma numérique considéré détermine, itérativement selon les valeurs successives de I'entier n, le
vecteur noté U" = (an)]_sl'é_j € R7 ou, dans un certain sens, u? approche la quantité u(x;, tn). Le schéma
prend la forme suivante :

Ul =w, Ut =W+ 7V +(1/2)72 (F(0) — c2AW) ,

_ S)
Un+1 —_oyn yn 1 (
LA =F(t), =12,
-
avec
o W € R de composantes w(x;), pour j=1,...,J
o V € R’ de composantes v(xj), pour j=1,...,J
o F(t,) € R’ de composantes f(x;, t,), pour j=1,...,J
o A€ My(R) la matrice tridiagonale suivante :
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Travail 3 mener

<

o

Expliquer formellement la construction du schéma.

Mettre en place un programme de baseE] avec ¢ = 1 et les données suivantes : v(x) = 0, w(x) =
sin(mx) et f(x,t) =0, pour lesquelles la solution exacte est connue : u(x, t) = cos(mt)sin(mx).
Comparer la solution obtenue numériquement a I'instant physique t = 1 avec la solution exacte a
ce méme instant. On pourra par exemple choisir les paramétres J =20, 7 = 0.01 et N = 100.

Tester ce méme programme pour d'autres données v, w et f cette fois-ci toutes non-triviales et
pour lesquelles la solution exacte demeure néanmoins connue.

Une fois le schéma mis en place et validé par les tests précédents, le rendre portable en I'intégrant
a une fonction.

Pratiquer quelques tests numériques en choisissant différents paramétres de discrétisation h, 7 et
observer le caractére instable du schéma.

Etablir numériquement la convergence du schéma a I'ordre 2 pour des paramétres satisfaisant a
la condition CFL de stabilité ct/h < 1.

Résoudre le probleme pour les données suivantes :

w(x) = e250(x—1/3)* v(x) = 25 o—1000(x—2/3)2

Une représentation de la solution u(x,t) en fonction de x et t peut s'obtenir a I'aide de la
commande plt.imshow de la librairie matplotlib.pyplot (voir la documentation).

Prolongements

Quelques idées pour aller plus loin.

o

Veérifier que |'ordre de convergence est dégradé lorsque la donnée initiale discréte U du schéma ()
est remplacée par W47V ou par W. On prendra garde que les symétries particuliéres des solutions
exactes et numériques considérées peuvent réduire de facon ponctuelle les erreurs numériques.

Mettre en place un schéma numérique pour le probléeme (E]) associé a d'autres conditions aux
limites. On pourra par exemple considérer des conditions de bord mixtes Dirichlet et Neumann
inhomogene : u(0,t) =0 et Oxu(l,t) = a.

On pourra également considérer le cas périodique : u(x, t) = u(x + 1, t) pour tout x et résoudre
sur une période.

1. Pour réduire les difficultés et faciliter le débogage le jour de I'épreuve, on recommande d’'envisager d'abord une
programmation «inline » i.e. sans fonctions pour les « gros algorithmes » , validée d'abord sur un cas élémentaire puis
seulement encapsulée si besoin dans une fonction.



