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1 Analyse de convergence

Nous allons utiliser la transformée de Fourier discrète en espace pour mener à bien une analyse de
convergence `2. Rappelons que si U = (uj)j∈[[0,Nx−1]] est un vecteur de transformée de Fourier discrète
C = (ck)k∈[[0,Nx−1]], c’est-à-dire que

ck =
1

Nx

Nx−1∑
j=0

uj e
−ik 2π j

Nx , k ∈ [[0, Nx − 1]] ,

alors
‖(c0, · · · , cNx−1)‖`2([[0,Nx−1]]) =

1√
Nx
‖(u0, · · · , uNx−1)‖`2([[0,Nx−1]]) .

Notez que si U est la discrétisation d’une fonction u sur [0, 1] alors

lim
Nx→∞

1√
Nx
‖(u0, · · · , uNx−1)‖`2([[0,Nx−1]]) = ‖u‖L2(0,1) .

1.1 Schéma à gauche

Commençons par analyser le schéma

un+1
j = unj − a

∆t

∆x

(
unj − unj−1

)
. (DFg)

Du côté de Fourier discret cela devient

Cn+1
k =

(
1− a ∆t

∆x

(
1− e−ik 2π

Nx

))
Cnk .

La stabilité utile pour l’analyse de convergence est celle de stabilité par rapport aux erreurs dans l’équa-
tion, mais via la formule de variation de la constante discrète cela équivaut à l’étude de stabilité par
rapport aux données initiales. Pour une analyse de convergence `2 on cherche donc à savoir sous quelle
contrainte sur ∆t et ∆x (autorisant à prendre une limite (∆t,∆x)→ (0, 0)) il existe une constante CT
telle que pour tout (∆t,∆x) vérifiant la contrainte, pour toute donnée initiale U0 = (u0

0, · · · , u0
Nx−1), la

solution du schéma ci-dessus vérifie,

1√
Nx
‖(un0 , · · · , unNx−1)‖`2([[0,Nx−1]]) ≤ CT

1√
Nx
‖(u0

0, · · · , u0
Nx−1)‖`2([[0,Nx−1]]) , 0 ≤ n∆t ≤ T .

L’analyse de Fourier ci-dessus montre que la condition équivaut à(
1− a ∆t

∆x

(
1− e−ik 2π

Nx

))n
≤ CT , 0 ≤ n∆t ≤ T , 0 ≤ k ≤ Nx − 1 .
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En se focalisant sur le cas où la limite (∆t,∆x) → (0, 0) est prise avec ∆t/∆x fixé, et en posant
λ := a∆t/∆x, l’existence d’une constante CT pour un T > 0 est équivalente à∣∣∣1− λ (1− e−iξ

)∣∣∣ ≤ 1 , 0 ≤ ξ ≤ 2π ,

et dans ce cas on peut prendre CT = 1 pour tout T > 0. Un peu de géométrie élémentaire montre que
la condition de stabilité se résout en

λ ≤ 1 ,

connue comme condition de Courant–Friedrichs–Lewy.
Pour compléter l’analyse de convergence, intéressons-nous à la question de la consistance. Soit u : [0, T ]×
R/Z→ R résolvant

∂tu+ a∂xu = 0 .

Considérons Unj = u(n∆t, j∆x), et les valeurs de la transformée de Fourier discrète associée Cnk . Alors

Cn+1
k = e−ik 2π

Nx
λ Cnk

de sorte que

Cn+1
k −

(
1− λ

(
1− e−ik 2π

Nx

))
Cnk =

(
e−ik 2π

Nx
λ −

(
1− λ

(
1− e−ik 2π

Nx

)))
Cnk

avec

e−ik 2π
Nx

aλ −
(

1− λ
(

1− e−ik 2π
Nx

))
= e−ik 2π a∆t − 1 + ik 2π a∆t+ λ

(
1− ik 2π∆x− e−ik 2π∆x

)
= O

(
k2 ∆t (∆t+ ∆x)

)
.

Ainsi pour certaines constantes C, C ′∥∥∥(Cn+1
k −

(
1− λ

(
1− e−ik 2π

Nx

))
Cnk
)
k

∥∥∥
`2([[0,Nx−1]])

≤ C ∆t (∆t+ ∆x)
∥∥(k2 Cnk

)
k

∥∥
`2([[0,Nx−1]])

≤ C ′∆t (∆t+ ∆x) ‖∂3
xu(n∆t, ·)‖L2(0,1) .

En combinant avec l’estimation de stabilité, on déduit que si λ ≤ 1, et que U résout le schéma avec
u0
j = U0

j , alors

‖(unk − Unk )k‖`2([[0,Nx−1]]) ≤ C ′ T (∆t+ ∆x) ‖∂3
xu‖L∞(0,T ;L2(0,1)) , 0 ≤ n∆t ≤ T .

On a ainsi montré un convergence à l’ordre 1 dans `2 sous la condition CFL λ ≤ 1. Rappelons que si on
le souhaite on peut transformer cette estimation en une estimation entre fonctions sur [0, T ] × [0, 1] en
interpolant les valeurs discrètes de U .

1.2 Autres schémas

Pour les autres schémas contentons-nous de nous intéresser à la stabilité.
Le schéma à droite

un+1
j = unj − a

∆t

∆x

(
unj+1 − unj

)
(DFd)

devient côté Fourier

Cn+1
k =

(
1− a ∆t

∆x

(
eik 2π

Nx − 1
))

Cnk .
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En se focalisant encore une fois sur le cas où la limite (∆t,∆x) → (0, 0) est prise avec ∆t/∆x fixé, la
condition de stabilité devient ∣∣∣1− λ (eiξ − 1

)∣∣∣ ≤ 1 , 0 ≤ ξ ≤ 2π .

Un peu de géométrie élémentaire montre cette fois que la condition n’est jamais vérifiée.
De même, le schéma centré

un+1
j = unj − a

∆t

2∆x

(
unj+1 − unj−1

)
(C)

se récrit en Fourier

Cn+1
k =

(
1− i a

∆t

∆x
sin

(
k

2π

Nx

))
Cnk .

La même analyse de stabilité conduit à la condition de stabilité

|1− iλ sin(ξ)| ≤ 1 , 0 ≤ ξ ≤ 2π ,

qui n’est jamais vérifiée.
L’analyse de stabilité du schéma de Lax-Wendroff conduit à une condition de stabilité moins immédiate
à résoudre mais qui équivaut à λ ≤ 1.

2 Exemple de code

////////////////////////////
// Transport //
////////////////////////////

Nx = 2000 ; //Nombre de pas spat iaux
hx=1/Nx ; //Pas spa t i a l , pe r i ode f i x e e a 1
a=0.25; // Vites se , i c i supposee >0
T=1; //Temps f i n a l
lambda=0.9; //CFL
ht = hx/( a∗ lambda ) ; //Pas temporel
Nt= f l o o r (T/ht ) ; //Nombre de pas tempore l s

// Donnee i n i t i a l e

x=hx ∗ ( 1 :Nx ) ;
//Trigo
//u0=cos (6∗%pi ∗x ) ;
// Ca r a c t e r i s t i qu e
u0=ze ro s (1 ,Nx ) ;
nx=f l o o r (Nx/10 ) ;
u0 (1 ,3∗nx : ( 5∗ nx))=ones (1 ,2∗nx+1);

s c f ( 1 ) ;
c l f ( ) ;
p l o t (x , u0 ) ;
x l ab e l ( ’ Espace ’ ) ;
y l ab e l ( ’ Valeur ’ ) ;
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t i t l e ( ’ Donnee i n i t i a l e ’ ) ;

v=u0 ;
U=[v ] ; / / s i l ’ on souha i t e s t o cke r toute s l e s va l eu r s
f o r i =1:Nt
//a gauche

w=[v (1 ,Nx) v ( 1 , 1 : (Nx−1) ) ] ; // a gauche
v=(1−lambda )∗v+lambda∗w;// a gauche

//a d r o i t e
// w=[v ( 1 , 2 :Nx) v ( 1 , 1 ) ] ; / / a d r o i t e
// v=(1+lambda )∗v−lambda∗w;// a d r o i t e
// cent r e
// w=[v (1 ,Nx) v ( 1 , 1 : (Nx−1) ) ] ; // cent r e
// z=[v ( 1 , 2 :Nx) v ( 1 , 1 ) ] ; / / cent r e
// v=v−(lambda /2)∗ ( z−w) ; / / cent r e
//Lax−Wendroff
// w=[v (1 ,Nx) v ( 1 , 1 : (Nx−1) ) ] ; //Lax−Wendroff
// z=[v ( 1 , 2 :Nx) v ( 1 , 1 ) ] ; / / Lax−Wendroff
// v=v∗(1− lambda^2)−(( lambda−lambda^2)/2)∗ z+(( lambda+lambda^2)/2)∗w;//Lax−Wendroff
//

U=[U; v ] ; / / s i l ’ on souha i t e s t o cke r toute s l e s va l eu r s
end

s c f ( 2 ) ;
c l f ( ) ;
p l o t (x , v ) ;
x l ab e l ( ’ Espace ’ ) ;
y l ab e l ( ’ Valeur ’ ) ;
t i t l e ( ’Temps f i n a l , lambda=’+ s t r i n g ( lambda ) ) ;

s c f ( 3 ) ;
c l f ( ) ;
t=ht ∗ ( 0 : Nt ) ;
c o l o rba r (min (U) ,max(U) ) ;
Sgrayp lot (x , t ,U’ ) ;
x l ab e l ( ’ Espace ’ ) ;
y l ab e l ( ’Temps ’ ) ;
t i t l e ( ’ L ignes de niveau de U, lambda=’+ s t r i n g ( lambda ) ) ;
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