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Convolution sur le circle unité
Quelques dates et quelques acteurs

Fourier 1820 : introduction des séries de Fourier dans le traité
“Théorie Analytique de la Chaleur”

@ Dirichlet 1829 : démonstration du théoréme qui porte son nom
@ Poisson 1830 : introduction et étude du noyau de Poisson

@ Dubois-Raymond 1873 : construction d’'une fonction continue
avec série de Fourier divergente

@ Fejer 1900 : démonstration du théoréme qui porte son nom
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Convolution sur le circle unité

Préliminaires sur le cercle unité

Soit

s':=R/2nz|

Alors

@ S' est un groupe abélien

@ S' est un espace métrique pour la distance

d(61 +27€Z,92 +27CZ) = min{|61 — 62 +2I77'l7‘ ne Z}

@ S' est un groupe topologique compact.

En fait,
U:={zeC:|z|=1} =8" ™ 042nZ

est un isomorphisme de groupes et un homéomorphisme.
Soit f: S' — C une fonction. Alors il existe une unique fonction

f:-R—=C

qui est 2m-périodique et telle que fop :7, ol p:R— R/Zest
I'application quotient.
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Convolution sur le circle unité

Fonctions sur le cercle unité

Soit f : 8! — C une fonction et 7 : R — C la fonction correspondante.
Alors

@ f est continue & f est continue.

o festdeclasse CK < festde classe C¥ pour k € N.
définition
@ Pour 64,0, avec 0 < 0, — 64 < 27, on définit

/ " 1(0)d0 = - / "o

61 27 Jo,

en particulier,

/51 f(0)do := 21n/02n7(x)dx.

On identifiera 7 : S' — C avec la fonction 2n—périodique7: R—C.
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Convolution sur le circle unité

Espaces LP sur le cercle

Pour p € [1, 4], soit
LP(S") = {f:S" — C: f mesurable et L” — intégrable}

muni de la norme || - ||, pour laquelle

3= [ 1pax= - [T IGoPa.
On définit également
L=(8") = {f:S' — C: f mesurable et bornée presque partout }
muni de la norme

|| f||c = sup.ess.|f| =inf{K : |f| < K presque partout }.
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Convolution sur le circle unité

Quelques remarques

Remarques

@ Ona

c(s") c L=(s") c LP(s") c L9(s") c L'(s"),

pour tous g < p.
Preuve : Le fait que LP(S") c LI(S") découle du fait que 141 estintégrable.
2 2
o PourfeL'(S")etac R, ona ["f(x)dx = [ZT°" f(x)dx.
Preuve : Comme [372% f = [Of4 (% fq [aF2Mf— _ (874 [2Tf 4 (32T ¢ | sufit de montrer que [&727f = [&1.

Clest le cas : f"+2“ f(x)ax : = , J§ f(t+2m)dt = [§ f(t)dt, par 2n-périodicité de f.
t=x—2m]

@ Pourac Retfec LP(S"), soit T,f : S' — C définie par
Tof(x) = f(a+x). On a: 1,f € LP(S") et ||Taf||p = || f]lp-

Preuve : Le fait que t4f est 2n-périodique est évident; on a

@R taf(x)dx = 027'/(X+a)dx[ = EE2T (1Yot = [T £(t)at.
t=x+
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Convolution sur le circle unité

Continuité des translations

Proposition 1
Soit f € LP(S") et p € [1,+oo]. Alors

@ l'application R — LP(S'), x — 1, f est continue.

Preuve : Comme ||Ta4xf — Txf||p = | Tx (taf — f)||p = ||Taf — f| p, il suffit de montrer la 1ére assertion. Comme C(S") est
dense dans LP(S") et que T4 est isométrique, il suffit considérer le cas ot f € C(S'). Ona

4
Itaf —fllp = o JE | f(x+ a) — f(x)|Pax < SUPxe(o,2n] (X +a) — f(x)|P; Massertion découle de la continuité uniforme de f.
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Convolution sur le circle unité

Convolution sur le cercle

Soient f,g € L'(S").

Proposition 3

La fonction t — f(x — t)g(t) est dans L' (S') pour presque tout x € R.

Preuve :comme f et g sont intégrables sur [0, 27], la fonction (x,t) — f(x — t)g(t) est integrable sur [0,27] x [0,27]. Lassertion
découle alors du théoréme de Fubini.

Définition

Soient f,g € L'(S"). Le produit de convolution f*g:S' — C est
défini par

frg(x) = ,;t/oz f(x — t)g(t)dt

On observe que ce produit est commutatif : f* g = g*f, car

JE" f(x—t)g(t)at = X2 f(u)g(x — u)du = [EF F(u)g(x — u)du.
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Convolution sur le circle unité

Quelques propriétés du produit de convolution

Proposition 4

Soient f € L'(S") et g € LP(S") pour p € [1, +]. Alors
e fxge LP(S").
o [I7xgllp < lfll1]lgllo

Preuve : Le cas p = 4o étant évident, on peut supposer que p < +oe. Par homogénéité, on peut aussi supposer que ||f|ly = 1.
Par Inégalité de Jensen, on a alors (& |f(x — t)[|g(t) |dt)P < [&™|f(x — t)||g(t)[Pdt et donc

f Pd<—/ // <z //f P
e [ i golPon (/7 = olatoner)”or - Dllg(0Pet

= — f(x)| t)[Pat
=i e [0
SLUEL
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Convolution sur le circle unité

Quelques propriétés du produit de convolution

Corollaire

L (S‘) est une algeébre pour le produit de convolution et on a
lF*gll+ <|Ifll1]lgll+ pour tout f,g € L'(S"). (On dit que L'(S") est
une algéebre de Banach commutative.)

Remarque
Soient f € L(S") et g € L=(S"). Alors fxg € C(S").

Preuve :On a ||Ta(f*g) — f*glleo = ||(Taf — f) * gllo < ||Taf — f[|1]|g]lcc —>a—0 O-
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Séries de Fourier

Coefficients de Fourier

Soit f € L'(S"). Pour n € Z, on définit le n-iéme coefficient de
Fourier c,(f) de f par

1

on(f) = — /0 (e et

2n
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Séries de Fourier

Quelques régles de calcul sur les coefficients de Fourier

On définit e, € C(S") par e,(t) = ™.

Proposition 5

Soient f,g € L'(S'),ac R,n € Z. Alors
1) ca(F) = c_n(f) ot () = f(—t).

) cn(f) = c_n(f)

) cn(Taf) = €™cn(f)
4) fxep=cy(f)en
)

)

si f est continue et C' par morceaux, alors c,(f') = inc,(f).

v

Preuve : Vérifications immédiates ; par exemple, pour (5) : écrivons [0,21] = U;;zj laj,a11]avec0=ag < aj <---a =2metf
.aj. aj. - .
C' sur [aj,a)4+1]. On ajal.’Jr1 f(t)e " dt = [f(t)e”"’]aj.“ +lnja/+1 f(t)e~ M dt et donc

on(f) = 2‘7[ [1(t)e 25 + incn() = inca().
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Séries de Fourier

Lemme de Riemann-Lebesgue

Théoreme 1 (Lemme de Riemann-Lebesgue)

Soienta< bet f € L'([a,b]). Alors, on a

b )
lim / f(x)e™dx =0
[t/ a

ainsi que limjy_, o J2(x) cos(Ax)dx = 0 et
limia e 2 F(X)sin(Ax)ax =0

Preuve : 1l suffit de montrer la premiére formule.
Soit Ay € R avec |Ay| — +-o0. On définit des formes linéaires

b p
on: L' ([a,6]) = C, m/ f(t)e™tat.
a

On a |@n(f)| < ||f|l1 pour tout f € L' ([a, b]) et donc ||@n|| < 1.
Soit / = [c, d] avec I C [a, b]. Alors
eitnd _ giknc

d
_ int gy —
(Pn(U)*/c etmdt = n(d—0)

etdonc [9n(1/)| < 2/[An|(d —c). Dol :|@n(1/)| —n—4o0 0.
Or Vect{1;: I C [a,b]} est dense dans L' ([a,b]) et sup,, [|@n|| < 1. Il s'ensuit que [@n(f)| —n—s-+w 0, pour tout f € L' ([a,b]).
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Séries de Fourier

Coefficients de Fourier et homomorphisme d’algebres

On note
co(Z) :={(un)pez: lim u,=0}.
|| —-e0
C’est une algébre pour le produit usuel de suites ; on munit cy(Z) de la
norme ||uf|e = suppez|Un| POUr U = (Un)nez-
Pour f € L'(S"), on définit Y(f) := (ca(f))nez-

Proposition 7

@ y: f+ () est un homomorphisme d’algébres entre L'(S") et
Co(Z)
@ 7yest continue et ||y|| = 1.

Preuve : Le fait que Y(f) € cy(Z) découle du Lemme de Riemann-Lebesgue. La linéarité de y est claire. Le fait que
Y(f+g) = ¥(f)¥(g) pour f,g € L' (S') est une conséquence de la Proposition 5 (6).

Comme [cn(f)| < ||f||1. il est clair que ||| < 1. Pour f =1g1, ona co(f) =1, donc ||y(f)]| = 1 etil s'ensuit que ||y|| = 1.

Remarque : Nous verrons plus tard que 'homomorphisme 7y : L (S1 ) — ¢o(Z) est injectif mais n'est pas surjectif.
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Séries de Fourier

Unités approchées dans L1(S")

Proposition 6

L'(S") ne posséde pas d’élément unité.

Preuve : Supposons, par 'absurde, que L' (S') posséde un élément unité f, € L' (S'). Alors, pour tout f € L' (S'), ona
fo + f=f etdonc cp(fy)cn(f) = cn(f), c-a-d (cn(fo) — 1)cn(f) = 0 pour tout n € Z.

Pour f = em, on a cn(f) = 8mn (symbole de Kronecker) et il s’ensuit que cn(fy) = 1 pour tout n € Z. Ceci contredit le Lemme de
Riemann-Lebesgue.

Par contre, L'(S'") posséde des unités approchées.

Définition

Une unité approchée dans L'(S") est une suite (fy)n>1 dans L'(S')
avec les propriétés suivantes :

(U1) fy(t) >0, pour tout t € S" et N > 1;
1
(U2) gffn fn(t)dt =1 pour tout N > 1;

(U3) pour tout 8 > 0, on a limy_s.. (f:,f f(t)dt+ [ fN(t)dt) —o0.

V.

Bachir Bekka Séries de Fourier




Séries de Fourier

De |utilité des unités approchées.

La proposition suivante est le résultat-clé sur les unités approchées.

Proposition 7

Soit (fy)n>1 une unité approchée dans L'(S"). Alors

@ pour tout p € [1,+oo[ et tout f € LP(S'), on a
5 £ — £l p —Noses O;

@ tout f € C(S"), ona ||fy* f — f||ec —N_se0 O.

Preuve : Pour tout x € S', on a (fiy * f — £)(x) ([72) 21771: ST i (O[F(x — 1) — F(x)]dt = 21—75 ST tn(8)(T—tf — F)(x)dt; dou

1 T P T 1 T P
o a1t 000|067 (o (Ot Nt ax <

on||fy + f—flh = [T <
Jensen

1 .
I o ZRt(OTif = () Paliax = [% fu(6)][e—ef — ok

Soit € > 0. Par la continuité de t — T_f (Proposition 1), il existe 8 > 0 tel que ||T—¢f — fHﬁ < & pour tout [t| < 8. Par (U3), il
existe Np tel que f:,? fv(t)at+ J3 fy(t)dt < & pour tout N > No. On a alors, pour tout N' > Np,

3 1 1
2n|fy + F—fl[h < / s HIN(I)HT,Mf fl|pdt + o< ﬂfN(t)HL,f— 1Bt < e+ 2P]|f][5.

Ceci montre que ||fy * f — fl[p = N300 O.

De méme, si f € C(S'), on montre en utilisant la continuité uniforme de f que || fiy * f — f[|e —N_sc0 0.
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Séries de Fourier

Une remarque

Remarque

Il est facile de construire des unités approchées : pour N > 1, soit fy la
fonction 2n-périodique sur R définie sur [—m, ] par

o AN s xe [=1/N 1N
M) =16 si xe[-mm \[-1/N,1/N]

On vérifie immédiatement que (fy)n est une unité approchée de
L'(sh.
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Séries de Fourier
Noyaux

Soit fy € L'(S"). Alors fy définit un opérateur linéaire
Cy, : LP(S') — LP(S") donné par la convolution avec f :

VFe LP(SY): Ch(f) = fo*f.

Lopérateur Cy, est continu de norme < ||f||1. On dit que f; est le
noyau de 'opérateur Cy,; en fait, le noyau de Cy, est plutét la fonction
(x,t) — fo(x — t) définie sur le produit cartésien S' x S' et Cy, est
I'opérateur intégral correspondant.
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Séries de Fourier

Polynémes trigonométriques

On note
Trig(S') := Vect{e,: n€ Z},

I'espace des polyndmes trigonométriques.

o Trig(S') estunidéal de L'(S").

@ Supposons que Trig(S') contient une unité approché (fy)n pour
L'(S"). Soit f € LP(S") pour p € [1,+20] ou bien f € C(S")).
Alors fy x f € Trig(S") et ||fy * f — f||, —N—s O OU bien
|| fnv* f — f|]eo —> N0 O €n particulier Trig(S') est dense dans
LP(S") (pour la norme || - ||p) et dans C(S") (pour la norme | - ||«)

Preuve : La premiére assertion découle du fait que, pour tout f € L' (S1 )etneZ, onafxep=cy(f)en (Proposition 5).

La deuxiéme assertion découle de la premiere et de la Proposition 9.
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Séries de Fourier

Noyau de Dirichlet et série de Fourier

@ Pour un entier N > 0, soit

N
Dv= ) ejcTrig(s),
n=—N
le noyau de Dirichlet.
@ Pour f € L'(S") et N >0, on note

N

SN0 = Y arlNend) = 3 crletes!,

n=—N n=—N

la N-iéme somme partielle de la série de Fourier de f.
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Séries de Fourier

Noyaux de Dirichlet et séries de Fourier

Question fondamentale

Peut on reconstituer f (disons continue) a partir de sa série de Fourier
S()(t) =X .. cn(f)e™; en dautres termes : a-t-on f = S(f)?

Il'y a un lien simple mais basique entre Dy est Sy.

Proposition 9

Pour f€ L'(S") et N >0,0na

| Sw(f) = Dy.|

Preuve : Sy(f) = YN__cn(flen=XN__\ fxen=Ff+Dy=Dyx*f.
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Séries de Fourier

Quelques propriétés du noyau de Dirichlet

La vie serait parfaite, si les Dy formaient une unité approchée de
L'(S"). Ce n’est malheureusement pas le cas....

Proposition 10

@ Dy est pair;

1 T
— Dn(t)dt = 1;
o % Du(t)

o Du(x)= S'”[ZII::(JF)ZHpourtoutx;éOetDN(o))=2N+1.
~ ;—nffn|DN(t)|dt2 %In(N).
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Séries de Fourier

Quelques propriétés du noyau de Dirichlet

sin(( /2)x)

8 /\ s'ii t’121
sin((2 41/2)x)

6 //.\\ sin(z/2)

sin((341/2)x)
sin(z/2)

sin((4 4+1/2)x)
sin(z/2)

R

N

el
NE]

Bachir Bekka Séries de Fourier



Séries de Fourier

Quelques propriétés du noyau de Dirichlet : preuves

(1) et (2) sont immédiats.
(3) Il est clair que Dn(0) = 2N+ 1. Soit x € [, 7], x # 0. Alors,
comme e* # 1,0na

AN o 2N o1 — N
— inx __ ,—iNx inx _ —iNx ! &
DN(X)_”;NG ° n;)e —° 1—eX
i(2N+1)x—1 iNX ( pi(N+1)x _ o—iNx
:e_iqu :e—iNXe (e( ) —e€ )
ex —1 eix/2(eix/2 _ e,ix/g)
g (e/(N+1)x _ giNxy B ol(N+1/2)x _ g—i(N+1/2)x
- (e™/2 —e=ix/2) eix/2 _ g—ix/2
i 1
_sin(N+3)x
sin%

2
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Séries de Fourier

Quelques propriétés du noyau de Dirichlet : preuves

(4) En utilisant |la parité de Dy et fait que siny < y pour 0 <y <T, on

a
1 (7 1 (" 1 (®|sin(N+ 1)t
— Dn(t)|dt=— Dn(t)|dt = — 2/ gt
x| IonOlat= [ 10w(0) n/o
/7‘ sm N+ \dt B /(N+(1/2))T‘|smx|
[x (N+(1/2))t] T X

Z2‘/Nfc|s|nx|dx:2ﬁ"‘/kn ’sz‘dX
7 Jo X T, =J(k—1) X
4 N
— sinx|dx = — Io N.
n/; kn/k 1)z [sinx] us ; w8

Pour la derniere égalité, on a utilisé le fait que
f(’f(n_ﬂn |sinx|dx = [y sinxdx = 2.
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Séries de Fourier

Un corollaire important

On observe que la Proposition précédente montre que
|Dn||1 —N—se0 +oo. Voici une conséquence importante de ce fait.

Corollaire

Il existe une fonction f € C(S') telle que sup,~o |Sn(f)(0)] = +oo; en
particulier, (Sn(f)(0))n est divergente.

Preuve : On considére la forme linéaire g : C(S') — C donnée par

an() = 5= | O(f()at = Dy 1(0) = Su(N(0):

Comme || D * oo < || D1 /[l @ est continue sur (C(S"), |- [l=) et [lon| < || D ll1-

Posons fo = D /(& + | D). Alors f, € C(S") et ||fa||e- < 1. De plus, on(fn) = o JE DN ()2 /(4 + |Dn()]) ot et done
1 S

@n(fn) e oo [Tz 1D (D)ldt = [[Owll1- Il sensuit que [[@nll = || D[+

Supposons par 'absurde que (@n(f))n est bornée pour tout f € C(S'). Alors, par le Théoréme de Banach-Steinhaus, la suite

([lon|l)n est bornée. Comme ||@n || = ||Dnl[1 —N—soo +o2, Ceci est une contradiction.
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Séries de Fourier

Convergence ponctuelle : Théoreme de Dirichlet

Theoreme 2 (Théoréeme de Dirichlet)

Soit f : S' — C continue par morceaux et x € R. On suppose que
. f(Xo+h)—f(Xo+) . f(Xo—h)—f(Xo—)
limp_0,n>0 et limp_0 >0 s
existent. Alors Sy(f) converge en xp et
1
SN(f)(Xo) = E [f(Xo+) aF f(Xo—)].
Preuve : Soit g := Ty, f. Alors g(0%) = f(x3"),g(07) = f(xy ), limp0,n50 th(oﬂ etlimp_0,n>0 L;g(m
existent et Syg(0) = Syf(xp) pour tout N. On peut donc supposer que xp = 0.
Comme 21—7[ ST Dn(x)dx = 1 et comme Dy est pair, on a @ = 21—7[ J& #(04) D (x)dx; il s'ensuit que
T T T _ +
2'7/0 £(x) Dy (x)dx — ’(OTJ’) - 2'7[/0 (F(x) — (0™ )) Dy (x)dx = 217;/0 w ﬁsin[(/\ur %)X]dxA

f-rot) _x

Par hypothese sur f, la fonction x — se prolonge en une fonction continue @ sur [0, 7]. On a donc

x sin(%)
1 x f(0+) 1 . 4 o !
o1 Jo' f(x)Dn(x)ax — 5 T Jo @(x)sin[(N+ 5 )x]dx et il découle du Lemme de Riemann-Lebesgue que
1 (0o 1 f(0—
o J§ () DN (x)dX =Ny (TJF On démontre de maniére similaire que o SO F(X) DN (X)dX = N—soo %
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Séries de Fourier
Noyaux de Fejer

Définition
Pour un entier N > 0, soit

F, D, Dy) € Trig(S'
N = N+1(o+ -+ Dy) € Trig(S'),

le noyau de Fejer.

Le N-iéme noyau de Fejer est donc la moyenne arithmétique des
N+ 1 premiers noyaux de Dirichlet. Les noyaux de Fejer ont
I'avantage de former une unité approchée de L'(S").
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Séries de Fourier

Quelques propriétés du noyau de Fejer

Proposition 13

]
(1) Pourtout f€ L'(S"),ona: Fy*f= N—Hzﬁzo Sn(f);

’

2) — [T Fn(t)dt=1;

(2) Zﬂ:f‘“ n(t)

. (N+1)x \ 2

Sin

3) Fn(x) = 2

B e N+1\ sin(3)
Fn(0)) = N+ 1. En particulier, Fy > 0;

(4) pour tout § > 0, on a limy_se. ( I3 En(t)dt+ fF FN(t)dt> —o0.

pour tout x # 0 et

v
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Séries de Fourier

Quelques propriétés du noyau de Fejer : preuves

(1) est évident car Dy f = Sy(f).
1 1
(2)Ona (N+1 )ﬁ ST Fn(x)dx = e YN oS Dn(x)dx = N+1.

1
Soit x # 0. Alors

in(nil .
ERoDalr) = Eo "8 = g (£ o) =
Im( fﬁzﬂ) _ 1 Im< e/2e <N+1>X/22isin((/v+1)x/2)> _

sin % 1—eX T sing e/22jsin(x/2)

sin((N+1)x/2) 1 Im(e/(N+1)x/2) = (M)Z

sin 2 sm2

N
—Y 2n+1=N+1.
N 1Zn_0

(4) Pour 8 < |x| < m, on a avec (2),

1 1 \? 1 1)’
A0 = N (sin(;)> = N1 (sin(g)>

et donc sups . |x<z FN(X) —>N—eo 0. D'OU f5_ 1y Fn(X)OX —N—seo O.
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Séries de Fourier

Quelques propriétés du noyau de Fejer
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Séries de Fourier

Convergence uniforme et au sens LP : Théoréme de Fejer

Theoreme 3 (Théoreme de Fejer)

@ Pour tout p € [1,+oo] et tout f € LP(S'), on a
| Fn* f— £l p = Nosoo O;

@ Pourtout f € C(S"), on a ||Fy*f — f|lec —N_se0 O.

Preuve : Par la Proposition 13, (Fy)x est une unité approchée de L' (S) ; I'assertion découle donc immédiatement de la

Proposition 5.

Bachir Bekka Séries de Fourier



Séries de Fourier

Quelques conséquences du Théoreme de Fejer

On rappelle que Trig(S') = Vect{e, n € Z} est 'algébre des
polynémes trigonométriques.

Corollaire 1

@ Trig(S') = Vect{e, n € Z} est dense C(S") pour la norme || - ||

@ Trig(S') = Vect{e, n € Z} dans LP(S") pour la norme LP, pour
tout p € [1,4-oo[.

Preuve : On a Fy € Trig(S") pour tout N et donc (Proposition 8) Fy * f € Trig(S') pour tout f € L' (S). Lassertion découle

alors du Théoreme de Fejer.
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Séries de Fourier

Quelques conséquences du Théoreme de Fejer

On rappelle que y: L'(S') — ¢(Z) est 'homomorphisme d’algébres
donné par Y(f) = (¢n(f))nez-

Corollaire 2

v: LY(S") — co(2) est injectif.

Preuve : Soit f € L'(S") tel que Y(f) = 0, c-a-d cn(f) = 0 pour tout n € Z. Alors Syf = Dy * f = 0 et donc

1
Fnyxf= NTT Zﬁ:o Dy * f = 0 pour tout N. On a donc f = 0 par le Théoréeme de Fejer.
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Séries de Fourier

Une rema

Lhomomorphisme v: L'(S') — ¢y(Z) nest pas surjectif.

Preuve : Supposons, par I'absurde, que ¥ est surjectif. Alors, y est bijective, par ce qui précéde. Comme ¢o(Z) est un espace de
Banach, Y : ¢p (z) — L (S1 ) est continue, par le Théoréme des isomorphismes de Banach. Ceci signifie qu'il existe C > 0 tel

que
viel'(8"): |flly < Cllv(H)]l = CSUFZ’\Cn(f)\~
ne!

Ceci est absurde : d'une part, on a || Dy |1 —N—e +o0; d'autre part, ¢y(Dy) =1 si =N < n < N et ch(Dy) = 0 sinon de sorte

que [[¥(Dn) |l = 1.
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Séries de Fourier

Le Théoreme de Weiestrass comme conséquence du

Théoréme de Fejer

Theoreme 4 (Théoreme de Weierstrass)

Soit f € C([0, 1]). Alors il existe une suite de polynémes Py : R — C
telle que ||Pn — f||eo —*N—s0 O.

Preuve : Soit € > 0. Soit g : R — C la fonction continue et 2-périodique définie sur [—1,1] par g(x) = f(|x|). Par le Théoréme de

Féjer,il existea_p,...,an € Ctels que [g(x) —X7__ ake"’k"\ <e/2pourtoutx eR.Ona Y, (n;f) —m—se0 €15

uniformément sur tout intervalle borné. Pour tout k € { n,...,n}, il existe donc m(k) € N tel que

vx € [-1,1]: <e/(4n+2)(lax| +1)-

!

mz (mikx)! _ gikx
j=0

Posons P(x) :=Y7__,ak Z;":(g) ("’/#y Soit x € [0,1]. Alors
[P(x) = f(x)| = [P(x) = g(x)]

P Z ax emkx Tikx
k=-n

<

—g(x)

Z lax| Z (mkx) _ glikx

+e/2

< Z e/(4n+2)+e/2<e.
k=-n
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Théorie L des séries de Fourier
Théorie L? des séries de Fourier

On rappelle que L2(S‘) est un espace de Hilbert pour le produit
scalaire

vf,g € L3(S"): {flg) = ;n/ozn f(t)g(t)dt.

Le lien entre séries de Fourier et ce produit scalaire est 'observation
suivante.

Observation

Pour tout f € L2(S') et n € Z, on a : | cy(f) = (f|en).

La proposition cruciale suivante est une autre conséquence du
Théoreme de Fejer.

Proposition 14
{en: n € Z} est une base hilbertienne de L2(S").

Preuve : {en|em) = 8pm et, par le Théoréme de Fejer, Vect{en : n € Z} est dense dans L?(S").
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Théorie L des séries de Fourier
Formule de Parseval

Corolllaire (Formule de Parseval)

@ Pourtout f € L2(S"), on a ||f|l2 = Lpez lcn(F)|? et
”SN(f) - ng —>N—soo 0.
@ Pour tous f,g € L2(S"), on a {f|g) = ¥ pez cn(f)cm(g)-

Preuve : Ceci découle immédiatement du fait que {en : n € Z} est une base hilbertienne de L2(S") et que cn(f) = (f|en).
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Théorie L des séries de Fourier

Séries de Fourier de fonctions C'

Corollaire (Convergence uniforme des séries de Fourier de
fonctions C')

Soit f € C'(S"). Alors (¢,(f))nez est dans £1(Z) ; en particulier,
I|SN(F) — fllo —>N—se0 O.

Preuve : Comme ¢y (f') = inca(f), on a |ca(f)| = |cn(f')/n| pour n # 0. Or (cn(f'))ncz est dans (3(Z), car

' € ¢(8") C L2(S"). Comme (1/n) ez est également dans (2(Z*), l'assertion s'en déduit.
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Théorie L des séries de Fourier

Noyau de Poisson

Définition
Fixons un nombre réel r € [0,1[. Le noyau de Poisson P, est la
fonction 2w-périodique définie

Vx €R: P Z r‘n|e’nx Zr e INX+1+Z,,H Inx'

n—=-—oo

On observera que les séries définissant P, convergent normalement
et donc uniformément sur R; en particulier P, € C(S).
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Théorie L des séries de Fourier

Quelques propriétés du noyau de Poisson

La proposition suivante montre que (P,),E[OJ[ est une unité approchée
dans L'(S").

Proposition 15

(1) Pr(x) 1= our tout x € R
g 2rcosx + r? 2 i

(2) P/(x) >0 pour tout x €R.

:1_
1 x .
(3) gf_nP,(t)dt—L

(4) pour tout > 0, on a lim,_;_ (f:,f P(t)dt+ [T P,(t)dt) —o0.

v
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Théorie L des séries de Fourier

Quelques propriétés du noyau de Poisson : preuves

L) re —ix reix
—/nx n /nx
= +14+ ) r — 1+ .
nZ:: Z 1—re—¥ 1—reX

( iX __ ) (1_re ix_ _’X—{—r)—l—(re”‘—rz)
1—re=X—reX+r2

_ 1—1r2
 1—2rcosx+r?’

(2) Lassertion découle de (1), du fait que 0 < r < 1 et du fait que
1—2rcosx+r2>1-2r+rP=(1-r)®>0.
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Théorie L des séries de Fourier

Quelques propriétés du noyau de Poisson : preuves

(3) En utilisant la convergence uniforme de la série définissant P,, on a

—/ P/(x)dx = |”‘/ e™dx = Z r|”|8,,0
n=—oo -

n—-—oo

(4)Onat—2rcosx+r?=(1—rcosx)?+r?sinx > (1 —rcosx)? >
(1 —|cosx|)?; d’ou, pour & < |x| <,

1—1r° < 1—r°
(1 —|cosx|)? — (1 —|cosd|)?

0< P (x) <

et donc P,(x) —,—1— 0, uniformément pour § < |x| < m. Lassertion
en découle.
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Théorie L des séries de Fourier
Approximation de Poisson

Theoreme 5 (Théoreme de Poisson)

@ Pour tout p € [1,4oo[ et tout f € LP(S"), on a

@ Pourtout f € C(S'),ona||P;*f—flle —>r1- 0.

Preuve : Par la Proposition 15, (P;), est une unité approchée de L (S1 ) ; lassertion découle donc immédiatement de la

Proposition 5.

Remarque

Il est clair que P, appartient a I'adhérence de Trig(S") pour la norme
|| - || Le Théoréme 4 implique donc (de nouveau) que Trig(S') est
dense dans C(S1 ). Ceci est d’autant plus remarquable que le noyau
de Poisson ainsi que le Théoréme 4 sont antérieurs au Théoréme de
Fejer de 70 ans!
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Théorie L des séries de Fourier

Remarques sur les procédés de sommation de séries

Soit (uUn)n>0 Une suite de nombres complexes, et Sy = YV, u, la
N-iéme somme partielle.

(1) On dit que Y, un converge vers S silimy Sy = S;

(2) on dit que Y, u, converge au sens de Cesaro (ou C-converge)
y (So+---+Sn)=S;

(3) on dit que Y, u, converge au sens d’Abel (ou A-converge) vers S
si Y., unr" converge pour tout 0 < r < 1 vers un nombre A(r)et si
Iim,%1, A(f) =S.

On peut montrer (exercice!) que :

Y . un converge = Y, u, C-converge = Y, u, A-converge.

vers Ssilimy
N
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Théorie L des séries de Fourier

Remarques sur les procédés de sommation de séries

Les implications réciproques sont fausses en général :

(1) ¥, un C-converge # Y, u, converge ; par exemple, soit

up = (—1)". Alors Y, u, ne converge pas, mais Y., u, C-converge vers
1/2.

(2) Y, up A-converge - Y, un C-converge : par exemple, soit
up=(—1)"(n+1). Alors

Y +1  si Nestpair
Sy = N1 . . .
—=5— si Nestimpair

Y, un n’est pas C-convergente, car Sp+ - - - + Sy = 0 si Nest impair et
So+-~-+SN:g + 1 si Nest pair.

Cependant, comme

Entnr” = Eio(—1)"(n+1)r" = = Xy (—1)"(n+1)r" " = — ks,
Y, un est A-convergente vers —1/4.
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Théorie L des séries de Fourier

Sommation de séries de Fourier au sens de Cesaro

Soit f € L'(S") et S(f)(x) = ¥, c,(f)e™ sa série de Fourier en x € R.
On rappelle que Dy * f(x) = Sn(f)(x) et que

]
Fn*f(x) = ——(Do+ -+ + Dn) * f(x)), de sorte que

N]i— 1
Fut 1(x) = 17 (So()(X) + -+ Swf(x).
Ainsi Y, cn(f)e™ est C-convergente vers f(x), par le Théoréme de

Fejer.
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Théorie L des séries de Fourier

Sommation de séries de Fourier au sens d’Abel

Soit f € L'(S') et 0 < r < 1. Soit x € R. Comme la série
Yoo . rinle(x=t) est normalement convergente, on a

n > .
Py # f(x) = / (1) Y et

U] n—-—co

=) r|”‘e'”"/ f(t)e "Mt

n—=-—oo 77'51[

= Z rInlc,(f)e™.

n=-—oo

On voit donc que Y, c,(f)e™ est A-convergente vers f(x), par le
Théoreme de Poisson.
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Quelques liens entre séries de Fourier et anal

Séries de Fourier a partir de séries entieres

Soit F(z) = Y i_ anz" une série entiére de rayon de convergence
R € [0,4-c0].
Pour tout 0 < r < R, on définit f, € C(S") par

Vx € R:| f.(x) = F(re™).

Proposition 16

r"a, sin>0

Onajlcy(f,) =
nlf) 0 sin<o

Preuve : Comme ¥i°_, ax 2" converge uniformément sur {z€ C: 2| < r},ona

o (,),L T F(re”() —inxd 7i T k ikx —inxd
n(fr) = - e X = 27!.—71(,;’02“ e")e ix

2n .
Ty k/n i(k—n)x 1 v k
=Y ar ¢ dx=— Y axrendy,
27 o - 21 4o
=r"ap.
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Quelques liens entre séries de Fourier et anal

Inégalités de Cauchy par les séries de Fourier

Soit F(z) = Y ;_ anz" une série entiere de rayon de convergence
R € [0, +oo].

Corollaire 1 (Inégalités de Cauchy)
PourtoutneNet0<r<R,ona

F©)| <7 n max|F(2)].

Preuve : Pour tout 0 < r < R, soit f € C(S") définie par f;(x) = F(re*). On a

YneZ:|ca(fr)| < max|fy(x)| = max|F(z)].
xeR |z|=r

Comme cp(fr) = r"ap par la Proposition 16, il s'ensuit que

max,—, |F(z)|
an| < |z| nr (2) )
r

F(n)

0 . s
Comme ap = ) , ceci prouve I'inégalité voulue.
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Quelques liens entre séries de Fourier et anal

Théoreme de Liouville par les séries de Fourier

Corollaire 2 (Théoréeme de Liouville)

Soit F(z) = ¥ _o @nz" une série entiére de rayon de convergence
~+oc0. On suppose que F est bornée. Alors F est constante.

Preuve :Pour tout 0 < r, soit f € C(S') définie par f;(x) = F(re™) Par la Proposition 16, on a, pour tout n > 0,

maxxer |f (X)]

<
I

cn(f
MR

_ max;— [F(2)]
=
[1Flee

< .
I

Soit n > 0. En faisant r — +eo, on a donc a, = 0.
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Quelques liens entre séries de Fourier et anal

Principe du maximum par les séries de Fourier

Corollaire 3 (Principe du maximum)

Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert connexe U C C
Supposons que |f| possede un maximum local en a € U; c-a-d qu'il

existe r > 0 tel que D(a,r) ={z€C:|z—a| <r} C Uettel que
SUP,cp(ar) |f(z)| = |f(a)|. Alors f est constante sur U.

Preuve : Posons F(z) = f(z— a). Alors F est développable en série entiére F(z) = Y.;»_, anz" de rayon de convergence R > r
etonasup,<,|F(z)| =|F(0)|. Soit fr € C(S") définie par f,(x) = F(re*). On a alors

suplf(x)] = sup |F(2)| < |F(O)]-
x€R z|=r

Par I'égalité de Parseval-Plancherel, on a

1 T
X len(t)2 = 118 = 5 [ #(0fPx
nez S

2
<|F(O)I*
Or |F(0)[?2 = |ag|? et, par la Proposition 17, on a cn(f;) = anr" pour tout n > 0 et ¢, = 0 pour n < 0. Il s'ensuit que
Ynen |an[?r?" < |ag|? et donc an = 0 pour tout n > 0. Ainsi F est constante et donc f est constante sur un ouvert de U et,

comme U est connexe, on conclut avec le principe du prolongement analytique.
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Le probleme de Dirichlet

Soit Q C € un ouvert de bord 0f). Soit g : 9Q2 — R une fonction

continue.

Pour une fonction @, on notera dans la suite @y, @y, @y, ... ses
L. . 2

dérivées partielles a%(p, %(p, af()—ay(p, e

Probléme de Dirichlet

Existe-t-il @ : Q — R avec les propriétés suivantes :
@ @est C?sur;
@ ¢ est continue sur Q;
@ ¢ =gsurdf;

@ @ est harmonique sur Q, c-a-d AQ = Qxx + @y, =0surQ?
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Fonctions holomorphes et fonctions harmoniques

Soit 2 C C un ouvert et f : 2 — C une fonction holomorphe.

Soient u, v : Q — R définis par u(x,y) = Ref(z) et v(x,y) = Imf(2)
pour z = x +iy.

@ uetvsont C” sur;

@ u et v sont harmoniques sur Q.

Preuve : Le fait que u et v sont C* est uen conséquence bien connue du fait que f est holomorphe. Par les égalités de

Cauchy-Riemann, on a uy = vy et uy = —Vvx. Il s'ensuit que uxx + Uyy = vyx — Vxy = 0 et de méme vyx + vy, = 0.

Corollaire

Soit u: Q — R définie par u(x,y) = Ref(Z) pour z= x+ iy. Alors u
est C et harmonique sur Q;

Preuve : Comme U(x,y) = u(x,—y), les assertions découlent du Lemme.
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Fonctions holomorphes a partir de séries de Fourier

Soit g : S' — C une fonction continue. Posons
VYneZ: a,=cp(9)

et définissons les séries entiéres

a oo
VzeC: f1(z):EO+Za,,z” et f2(z):——|—Za,nz”.
n=1

n=1
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Fonctions holomorphes a partir de séries de Fourier

Proposition 16

(1) f; et f, sont des fonctions holomorphes sur le disque unité
D={zeC:|z| <1}
(2) Soit F:D=DUS' — C définie par

F(z) = {f1(z)+f2(2) pour z € D1
9(2) pour z€ S'.

Alors F est continue sur D et Flgi = g.

(3) Si g est réelle, alors F est réelle.
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Fonctions holomorphes a partir de séries de Fourier : preuve

(1) La suite (an)nez = (cn(g))nez étant bornée, les rayons de
convergence des séries entieres f; et f, sont > 1.

(2) F est continue sur D, car les séries entiéres f; et > le sont. Il est
clairque Flgt =g

Pour0<r<1etxcR,ona

F(refX):f1( )+f2(z Z n /nx+ +Zan n II'IX

= Y rey(g)e™ = Prxg(e),
oo
ou P, est le noyau de Poisson. Soit e* € S' et rye™ € D avec
ree® — .. *.Comme P,*g—,_,1_ g uniformément sur S', on a
F(ree™) — ke g(€*) = F(€¥).
(3) Ona F(re®) = P, xg(e*) = [T g(x — t)P,(t)dt pour tout r et tout
t. Comme P,(t) € R, I'assertion s’ensuit.
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Solution du probleme de Dirichlet pour le disque

Soit g : D = S' — R une fonction continue

Théoreme 6 (Probleme de Dirichlet)

Soit @ : D — R définie par

=) ‘nl inx — P 0 < 1 R
=—l"Cnlg)€ xg(x) 0<r<i,xe
¢(rcosx,rsinx) = Z”f— n(9) rx g(x)
g(e”) x € R.
@ (¢est C” surD;
@ ¢ est continue sur D;

@ @ =g suradb;

@ O est harmonique sur D.
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Solution du probleme de Dirichlet pour le disque : preuve

Soient f1(z) = co;g) +Y o cn(9)2", h(2) =

et F: D — C définie par

%l(9)
2

+ Y1 c-n(g)z"

F(z) = {f1(2)+f2(2) pour z € D1
9(z) pour z€ S'.

Par la Proposition 16, f; et f; sont holomorphes sur D, F est continue
sur D et F|g: = g. De plus, F est & valeurs réelles, car g est a valeurs
réelles.
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Solution du probleme de Dirichlet pour le disque : preuve

On a @(rcost, rsint) = F(re') et o(cost,sint) = g(e") = F(e") pour
tout0 <r < 1etfeR.Onadonc

Vz=x+iyeD: o(x,y) = F(2).

Il s’ensuit que @ est C* sur D, continue sur D et que @ = g sur dD.
Comme F est a valeurs réelles, on a

Vz=x+iyeD: ¢o(x,y) =Re@(x,y) =ReF(z) =Refi(z) +Reh(2).

Par le lemme et son corollaire, Ref; et zZRef,(Z) sont harmoniques.
Donc ¢ est harmonique.
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Equirépartition a la Weyl

Soit 6 € R\ Q. Comme il est bien connu (“principe des tiroirs de
Dirichlet”) que la suite ({n6}),en est dense dans [0, 1]. (On rappelle
que {x} € [0, 1] désigne la partie fractionnaire de x € R.) De maniére
équivalente, la suite (e?™*%) 4y est dense dans S'. Nous allons voir
que ({nB})nen posséde une propriété beaucoup plus forte.

Definition

On dit qu’une suite (u,)nen de nombres dans [0, 1] est équirépartie
si, pourtout0 <a<b<1,0ona

1
—Card{k € {0,...,n—1}|ux € [a,b]} = n—1 b—a

| 3
N

Remarque

In/2  pour n pair
pour n impair

Soit (n)nen une énumération des nombres rationnels dans [0, 1[. Soit up = { . Alors (up)n est dense dans

=1
[0, 1] (évident) mais n'est pas équirépartie (car, par exemple, —Card{k €{0,...,n—1}|ux € [0,1/10]} > ng—n —ne 1/2.).
v
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Théoréme 7 (Théoréme d’équirépartition de Weyl)
Soit © € R\ Q. La suite ({16} )nen est équirépartie dans [0, 1].

La preuve est basée sur le critére suivant d’équidistribution.

Théoreme 8 (Critere d’équirépartition de Weyl)

Soit (up)nen Une suite dans [0, 1. Supposons que

1 N—1 )
vkez\{0}: Y & sy 0
n=0

Alors (up)nen est équirépartie dans [0, 1].
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Déduction du Théoreme d’équirépartition de Weyl

Soit k € Z\ {0}. Alors e?™k® £ 1, car 0 est irrationnel. On a alors

1Ni‘: omik{n} 15 ke
e g2mikin — | (e T )n
Nn:O Nngo
1 1_621tikN9
= ‘N 1 — @2nik
< 1 2
= N1 P

1 .
et donc NZ#;& e2mk{md} o 0.
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Preuve du Critere d’équirépartition de Weyl

Soit (Un)nen Une suite dans [0, 1[. Supposons que

1 N—1 )
Vk € Z\ {0} : m Y & N0

n=0

Remarquons que (up)nen est équirépartie si et seulement si, pour tout
intervalle fermé / C [0,1],on a

N—1 1
(*) %Z 1/(un) —>Na+w/o 1,(t)dt
n=0

Lidée est de prouver d’abord que

(k) NX:" (un —>Na+oo/ f(t

pour toute f: [0,1] — C continue et 1-périodique et d’en déduire (x)
par approximation.

Bachir Bekka Séries de Fourier



Critére d’équirépartition de Weyl : preuve de (*x)

Pour tout N € N*, soit Gy : C1_per(R) — C la forme linéaire définie par

() = 1N Z_bf(u,,) —/01 f(t)dt.
Comme

-1 N—1 1 1 N—1
(NI < X 1)+ [ 1A(0)lde < X 1o+l
n=0 0 n=0

Gy est continue de norme ||Gy|| < 2. Posons ex(t) := e?™* pour

ke Zette[0,1]. Il est clair que Gn(ep) = 0. Par hypothese, on a :

Vk € Z\{O} : GN(ek) —FN— oo 0.
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Théoreme d’équirépartition de Weyl : preuve de (xx)

De ce qui précéde, on a Gn(f) —n—+ 0, pour tout
f € Trig([0,1]) = Vect{ex : k € Z}. Par le Théoreme de Fejer,
Trig([0, 1]) est dense dans Ci_per(R). Comme (||Gn||)n est bornée, il
s’ensuit que

Vf e C1_per(R), GN(f) — N+ 0.

Ceci démontre ().
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Critére d’équirépartition de Weyl : preuve de (*)

Soit 0 < a< b < 1. Fixons € > 0. On peut trouver f,f_ € Ci_per(R)
avec les propriétés suivantes :

0 0<f <1,0<f <1
(] f—§1[a7b]§f+'
o (b—a)—e< [l f (t)at< [} fi(t)dt< (b—a)+e

Ona
1N1

—Zf%SfZMwaZ&%

Il existe Ny tel que

VN2> No: [Gn(f-)|<eet,|Gn(fy) <t
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Critére d’équirépartition de Weyl : preuve de (*)

On a donc

1 1 N=! 1
/ f(t)dt—e < — Z1,(un)§/ o (f)dt+e
0 N = 0
et par conséquent
1 N—-1

(b—a)—2e< Nn;n(un)g (b—a)+2¢

pour tout N > Ny.
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