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Exercice 1 (Calculs) (i) Développez en série de Fourier les fonctions 27-
périodiques suivantes définies sur l'intervalle [—7, [

1. la function impaire égale a 1 sur [0, 7|
2. la fonction paire égale a z sur [0, 7|

3. la fonction

— WTJFI pour —-7w<x<0
5F  pour 0<ex<m

4. la fonction

_ 1 pour —-n7<z<0
f(a:)—{_ 2 pour 0<z<m

5. la fonction

(@) = x(r+x) pour —7w<x<0
xz(m—x) pour 0<z<m

. la fonction

(=)

[ V21 pour lz] < 1/2
/(@) _{ 0 si |z >=1/2

(ii) En déduire les sommes des séries Z;’;O(—l)"ﬁ, S et > (_7112)71 :
Exercice 2 (Encore des calculs) Soit f : R — R la fonction 27-périodique
donnée par f(z) =

1
14cos2x°
. 2
(i) Montrer que ca,+1(f) = 0 et que can(f) = % Oﬂ i‘fgogfidt pour tout

n € N.
On pose I, := [ icfc(g:gtldt
(ii) Calculer Iy et établir la relation de récurrence I, + I,,—1 = —61,.

(iii) Montrer que f(z) = ? +/23°°° [ (=1)"(v/2 = 1)?" cos(2nx) pour tout
z € R.




Exercice 3 (Principe de localisation) Soit f : R — C localement
intégrable et 2m-périodique. On suppose que f est nulle sur un intervalle
ouvert I de R. Montrer que la série de Fourier de f converge vers 0 en tout
point de I.

Conclure que la convergence de la série de Fourier d’une fonction f en
un point xg donné ne dépend que des valeurs de f au voisinage de xg.

Exercice 4 (Inégalité de Wirtinger) (i) Soit f : R — C de classe C! et
2m-périodique. Montrer qu’on a
2 T
< [ Iropa.
—T

[ ropa- | [ s
(ii) Soit f : [a,b] — R de classe C! vérifiant f(a) = f(b) = 0. Montrer que

Exercice 5 (Idéaux dans L!'(S!)) On rappelle que L!(S!) est I'algebre de
Banach formée des fonctions 27-périodiques f : R — C qui sont intégrables
sur [—m, 7], pour le produit de convolution défini par

e / fz—t)g

Pour n € Z, on note e, € L'(S!) définie par e, (x) = e™®
(i) Soit f € L'(S') et soit n € Z. Donner une expression simple pour f e,
(ii) Soit E une partie de Z. On pose

Ip:={f e LYSY) |Vn € E:c,(f) =0}

Montrer que I est un idéal fermé de L*(S?).

Soit I un idéal fermé de L'(S!). On pose
E={neZ|Vfel:c,(f)=0}.

(iii) Montrer que I C Ig.

(iv) Soit n € Z \ E. Montrer que e, € I.

[Indlcatlon : utiliser (i )]

(v) Déduire de (iv) que I C I et que donc I = If.

[Indlcatlon : on pourra utiliser le théoréme de Féjer ]

(vi) Conclure que 'application E +— Ig est une bijection entre ’ensemble
des parties E de Z et 1’ensemble des idéaux fermés de L'(S?).



